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DV(X):
(Yi,--.5Yg) <= (NULL,...,NULL) = Soluciones de los subprobs.
if ESSENCILLO(X) > Caso directo
return DIRECTO(X)
else > Caso recursivo

(Xi,...,Xy) < DESCOMPONER(X)
fori— | toa

Y; — DV(X)
Y «— COMBINAR(Y,...,Yy)
return Y
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Que es divide y
venceras (DV)

o Suele utilizarse cuando un
problema puede dividirse en
subproblemas no solapados

o El diseno recursivo es la manera
natural de pensar en DV

— Se divide el problema en
subproblemas

— Se resuelve cada subproblema de
forma independiente

— Se combinan las soluciones de los
subproblemas




Consideraciones sobre DV

o La complejidad de DIRECTO influye en el tiempo de ejecucion del algoritmo
— iPero no en su ritmo de crecimiento!

O ESSENCILLO puede definirse de forma teodrica o empirica

o Condiciones para usar DV
— Debe asegurarse que no se resuelve el mismo subproblema mas de una vez
— DESCOMPONER y COMBINAR deben ser eficientes
— Los subproblemas deben tener un tamano similar
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El teorema maestro

o Proporciona una solucion en términos asintoticos para relaciones de recurrencia del tipo

T(n) = a T(n/b) + O(n°)

— a es el numero de subproblemas
— b es por cuanto se divide el tamano del problema
— O(n°) es el coste de DESCOMPONER y COMBINAR

o Solucion
— Si a < b¢, entonces T(n) es O(n°)
— Si a = b, entonces T(n) es O(n° log n)
— Si a > b¢, entonces T(n) es ©(n9), donde d = log, a
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MULTIPLICAR(X, ¥, n):

ifn=1
return x -y

else
m <« [n/2]
a «— |x/10™[;b «— x mod 10™
c — |ly/10m];d «—y mod 0™
e «— MULTIPLICAR(a, ¢, m)
f «— MuLTIPLICAR(b, c, m)
g «<— MULTIPLICAR(a, d, m)
h «<— MULTIPLICAR(b, d, m)
return 102" e+ 10m (f+g) + h
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Multiplicacion rapida

o El algoritmo de la escuela multiplica dos
numeros de n digitos en O(n?)

— ¢Y si dividiéramos los arrays de digitos a la mitad y
> x=10"g+b explotaramos la siguiente identidad!?

>y=10"c+d (10ma+ b)(10mc + d) =102 ac + 107 (bc + ad) + bd
donde m «— [n/2],a < |x/10™|,b «— x mod 0™,

c «<— |y/10m],d <y mod |10™

o La recurrencia es T(n) =4 T(n/2) + O(n)

— Por tanto, el coste temporal es ©(n?)

— iNo hemos logrado mejorar la complejidad!
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Entra Karatsuba

KARATSUBA(X, y, h):

o= o En 1960, Karatsuba observo que
return x -y
else bc + ad = ac + bd — (a — b)(c — d)
T:—_ [Lr/,llf)]mj'b —xmod 10m"  =x=10"a+bh o Ahora, la recurrencia es T(n) = 3 T(n/2) + O(n)

¢ — |y/10m];d — y mod 0™ oy =10"c+d — Por tanto, el coste temporal es O(n'e3) = ©(n'>%%)

e «— MULTIPLICAR(a, ¢, m)

fg «— MULTIPLICAR(a — b, c — d, m)

h «<— MULTIPLICAR(b, d, m)

return 102" e+ 10 (e+h—fg) +h

o Algoritmos mas rapidos
— Schonhage—Strassen: O(n log n log log n)
— Harvey—Van der Hoeven: O(n log n)
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Ordenamiento de arrays, |

o MERGESORT MERGESORT(A[..n]):
— Divide el array en dos subarrays del mismo tamano ifn>|
, : m «— [n/2]
— Ordena cada subarray independientemente MERGESORT(A[|..m])
— Mezcla ambos subarrays ordenados MERGESORT(A[m + |..n])
FUSIONAR(A[I..n], m)
. _ FUSIONAR(A[ |..n], m):
= C
o La recurrencia es T(n) = 2 T(n/2) + O(n°) BLI.n] — (NULL,....NULL)
— O(n°) es el coste del algoritmo FUSIONAR i— |
— Si ¢ = |, MERGESORT sera O(n log n) je— 1

whileismorm+j<n
ifi<mand (m+j>norA[] <A[m +]j))
Bli +j— 1] < All]

— Si ¢ > |, MERGESORT sera O(n°)

ie—i+|
o Debe disenarse un FUSIONAR lineal if m+j<nand (i>morA[] >Alm +j])
— Nos interesa que el coste temporal sea subcuadratico Bli +!+_ II] —Alm+]
]
A[l..n] — B[l..n]
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Ordenamiento de arrays, |l

0 QUICKSORT QUICKSORT(A[..n]):
— Divide el array en dos subarrays con respecto a un pivote p ifn> |
— Reorganiza los elementos en funcién del pivote p «— REORGANIZAR(A[!..n])
— El pivote siempre queda ordenado QUICKSORTALIp = 1])

QUICKSORT(A[p + |..m])

REORGANIZAR(A[I..n]):

o En el mejor caso, la recurrencia es T(n) = 2 T(n/2) + O(n)

A[l] < A[n]
— Por tanto, el coste temporal es O(n log n) k—0
fori<— |l ton—|
if A[i] < A[n]
o En el peor caso, la recurrencia es T(n) = T(n — |) + O(n) k—k+1
_ ’ _ A[K] < A[i]
—T(n)=T(p— 1)+ T(n—p) + O(n),con peor caso cuandop =1 op =n Ak + 17— A[r]
— La recurrencia es de la forma a T(n — b) + O(n°) return k + |
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Ordenamiento de arrays, ||

o Soluciones en terminos asintoticos para ecuaciones de recurrencia del tipo

T(n) =a T(n—b) + O(n°)

— Sia = |, entonces T(n) es O(n<*")
— Sia > |, entonces T(n) es O(nc a”?)

o Por tanto, en el peor caso, QUICKSORT es O(n?)
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