BLOQUE 4. CALCULO DIFERENCIAL DE
FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE

* EIl concepto de derivada.

* Relacion entre continuidad y derivabilidad.
* Funcion derivada.

* Operaciones con derivadas.

* Derivacion de las funciones elementales.

* Propiedades de las funciones derivables.
* Regla de L Hopital.

Con este tema comienza el estudio del Calculo Diferencial. Su idea central es el
concepto de derivada, basado a su vez en el limite.

La derivada es una de las nociones fundamentales del Célculo. Gracias a ella es posible
calcular tasas de variacion y pendientes de las tangentes a curvas. Otra importante
aplicacion y de gran importancia, es el dibujo de la grafica de una funcién y el célculo
de sus valores extremos.

1. El concepto de derivada

Isaac Newton empled un método del matematico francés Pierre de Fermat para hallar la
ecuacion de la tangente a la grafica de una funcién en un punto dado, lo que condujo a
la definicion de derivada. En general no es sencillo hallar la pendiente de la tangente a
una curva en un punto dado Py(xo, yo), pues la formula

A -

"= Ay _Ni=h

Ax  x -x,
requiere que se conozca otro punto (xj, y;) de la recta, distinto al de tangencia (xo, o).
Se vera el procedimiento desarrollado por Newton.

Sea y = f(x) una funcion real de variable real definida en un entorno de un punto x,. Se
quiere hallar la tangente a y = f(x) en el punto Py (xo, f{xo)). Se aproximara la tangente
por otras rectas cuyas pendientes se puedan calcular directamente.

Asi, se trazan secantes a la curva y = f(x) entre xo y una sucesion de puntos xED,.
(Figura 1).

lim (secantes P, P)=recta tangente a y = f{x) en xo

X=X,
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Figura 1: Rectas secantes a la curva y=f(x).
Ademas, en cada recta secante (véase la Figura 2):
. x)- f(x
pendiente, , = 1g & = S=7(x)
! X-X,
Eje Y
fix)
f(x)- f{Xo)
jixo)

Eje X

Figura 2: Pendiente de una recta secante.

Finalmente
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lim pendiente AP = lim = Mgt a y=f(x) en x,

X=X, X=X X=X,

Por tanto, dada y = f(x) una funcion real de variable real y x, € D, la pendiente de

la recta tangente a la curva y = f{x) en x es:

i L1 ) _ oo )= )

X=X, X - xo h—0

siempre y cuando exista ese limite.

fx+h)-f(x)

La expresion ; se denomina el cociente incremental de f. Su limite,
. Jx+xh)-f(x) o fx+Ax) - f(x)
lim = lim
h—0 h Ax—0 Ax

se denomina derivada de f en el punto x. Se denota por

df) _ay

£ - (a >

X

Dada y = f(x) una funcion definida en Dy x € D, es derivable en x si existe

ACSIORPACS,
1m 3

h—0

y es finito. y = f(x) es derivable en D si lo es en todo xED.

fx+h)-f(x)
h

Si lim
h—0

no existe o diverge a ®, se dird que la funcion no es derivable

en x. El caso en el que el cociente incremental diverge a o refleja la situacion en la

que la funcion tiene tangente vertical en el punto considerado.

Si f'es derivable en un punto xo, la grafica de la funciéon y = f{x) posee tangente en el

punto Py (xo, fixo)) con pendiente f’(xo) y ecuacion

y=f"(x)(x=x))+ f(x))-

La derivada posee muchas aplicaciones que se veran mas adelante: el estudio de tasas
de variacion, el calculo de los valores maximos y minimos de una funcién, la obtencion

de los intervalos de crecimiento y decrecimiento y de concavidad y convexidad, etc.



Derivadas laterales

Si consideramos la funcion y = |x| en el punto x = 0, se observard cémo no es posible
trazar una recta tangente a la curva en dicho punto, pues, de hecho, la pendiente por la
izquierda no coincide con la pendiente por la derecha. (Véase la Figura 3).

Efectivamente

fO+)-f© _ . [
h

h=0 }

£'(0) = lim

Es necesario considerar los limites laterales:

que en este caso no coinciden. Por tanto, f no es derivable en x = 0.
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Figura 3: Grafica de la funcién y=|x|.

Se introduce asi el concepto de derivada lateral. La funcion y = f(x) es derivable por la
derecha en x si existe la derivada lateral por la derecha:

i L) = (x)
x=xp" X=X,

=/"(x").

Anélogamente, y = f(x) es derivable por la izquierda en x, si existe la derivada lateral
por la izquierda:



o )= f ()

x=>xp" X =X,

=/'(x,)

y=f(x) es derivable en x, siy solamente si es derivable por la derecha y por la izquierda en

X,y ademas, ambas derivadas laterales coinciden.

Diferencial

Se vera a continuacion como hacer ciertas aproximaciones por medio de la derivada. Un
caso particular de aproximacion sera el concepto de andlisis marginal.

Sea y = f(x) una funcidon derivable. A un incremento dado,Ax, de la variable
independiente, le corresponde un incremento Ay de f, que puede ser aproximado por el

incremento de la recta tangente. A esta aproximacion de Ay se le llama diferencial de y
o diferencial primera de f. Se tiene:

dy = f'(x)Ax

Aplicando este concepto a la funcion identidad e(x) = x, tenemos:

dx=e'(x)Ax =1Ax = Ax.
Asi que dx = Ax, por lo que podemos escribir:
dy = f'(x)dx

Esta igualdad justifica la expresion de la derivada de fde la forma

() =Y
f(X)—dx

2. Relacion entre continuidad y derivabilidad

Si la grafica de una funcidn posee tangente en un punto, es de esperar que la funcion sea
continua en dicho punto. El siguiente teorema confirma este hecho para tangentes no
verticales.

Teorema. Toda funcion y=f(x) derivable en x, es continua en X, .

Dicho de otro modo, si y=f(x) es discontinua en x,, no puede ser derivable en dicho
punto.



Si puede ocurrir que una funcidn sea continua y no sea derivable en algin punto.

3. Funcion derivada
Si y=f(x) es una funcion definida y derivable en D, la funcion que a cada x€D le
asigna f ‘(x) es la funcion derivada de f'en D.
fD—1IR
x= f1(x)

4. Operaciones con derivadas

Centrandonos ya en el calculo de la derivada de una funcion real de variable real, se
comenzard recordando las reglas fundamentales de derivacion y las derivadas
elementales mas frecuentes.

Sean fy g funciones derivables en x, y k€ /R.
i) kf esderivableen x, y (k f)(x,)=k f'(x,).
ii) f+gesderivableen x; y (f*g)'(x,)=/"(x)*g'(x,).
iii) f*g esderivable en x, y (f*g)'(x) = f"(x,)* g(x) + f(x,)* &' (x,) -

iv) Si g(x,) = 0, entonces ! es derivable en x, y
g

(1)'@ 1)) - £0) ()
g ' [g(xo):l2

Regla de la cadena

En muchas situaciones practicas se da una magnitud como funcion de una variable, la
cual es, a su vez, funcidén de una segunda variable. Es decir, nos encontramos de nuevo
con la composicion de funciones. La regla de la cadena afirma lo siguiente.

Teorema (Regla de la cadena). Sean f y g funciones reales de variable real y
supongamos que f es derivable en x, y g es derivable en f(x,). Entonces go f es

derivable en x, y

(gof)' (%) =g (f (%)) /(%))

5. Derivacion de las funciones elementales
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6. Propiedades de las funciones derivables

Enunciaremos a continuacion tres importantes teoremas:

¢ Teorema de Rolle, que permitira demostrar el Teorema del Valor Medio, de gran

importancia en el Calculo.

e Teorema del Valor Medio Generalizado de Cauchy, que permitira obtener la
conocida Regla de L’ Hopital que soluciona el calculo de limites de funciones en

caso de indeterminacion.

* Teorema del Valor Medio, también conocido como Teorema de Lagrange. Es la
mas importante herramienta teorica del Calculo Diferencial y posee importantes

aplicaciones practicas, de las cuales se desarrollaran mas adelante:

— el estudio del comportamiento de una funcion,
— laresolucién de problemas de optimizacion.

Teorema de Rolle. Si una funcién f'es continua en el intervalo cerrado [a, b], derivable
en el intervalo abierto (a, b) y ademas, f (a) = f (b), entonces existe al menos un punto
aE (a,b) donde la derivada se anula: f"'(at) =0.

Geométricamente, el teorema afirma que bajo las condiciones expuestas, existe un valor

ae (a,b) tal que la recta tangente a la curva y = f{x) en a es paralela al eje OX.




Teorema del Valor Medio Generalizado de Cauchy. Si f{(x) y g(x) son dos funciones
continuas en el intervalo cerrado [a, b] y derivables en el intervalo abierto (a, b),

f®)-fla) _ f'(@) _
gb)-gla) g'(a)

entonces existe algiin punto o € (a, b) tal que

Teorema del Valor Medio o de los Incrementos Finitos de Lagrange. Si f es una
funcién continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b),
f®)-f@)

entonces existe al menos un punto a € (a,b) tal que f'(a) = 5
—-a

Geométricamente, esto significa que la pendiente de la tangente a la grafica de fen el
punto de abscisa a es igual a la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos
(a, fla)) y (b, f(b)), es decir, ambas rectas son paralelas.

Consecuencias del Teorema de Lagrange

i) Si una funcién f es continua en el intervalo [a, b] y tiene derivada nula en
todos los puntos del intervalo (a, b), entonces la funcion es constante en el
intervalo [a, b].

ii) Si dos funciones /'y g son continuas en el intervalo [a, b], derivables en (a, b)
y f(x) =g’(x) Vx& (a,b), entonces /'y g difieren tan solo en una constante

(en [a, b)).

7. Regla de L’Hopital

Teorema (Regla de L’Hopital). Si en un entorno del punto x, son derivables las

funciones f(x) y g(x), siendo g’(x) = 0, para x = x, y ademas existen los limites

hm f(x)=0, hm g(x)=0y hmf( x) =1/,
=% = g'(x)
f(x)

entonces también existe el limite en x, de y es igual a /, es decir:

hmf()_l S () _
= g(x) Wﬂg(X)

Las generalizaciones a la Regla de L’Hopital son las siguientes:

i) Si llm f(x)=y llm g(x) = ooy existe lim—— fx) =/ (I finito o infinito), entonces:

=x g'(x)




tim L _ i L)
o g(x) v g'(x)

i) Silim f(x) =ocoy limg(x) =0 o lim f(x) =0y limg(x) = 0 y existe lim—fvgx; ,
x—>0o0 x—>0 x—> x—>o x—>00 g'(x

entonces:

lim& = limM.
= g(x) e g'(x)
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