CAP{TULO 11

Heterocedasticidad

11.1. Introduccion
En el modelo lineal general
Y, =01+ BoXoi + -+ B Xpi +ui, i=1,...,n

hemos supuesto que E(u;) = 0, E(u?) = 02 y E(uuj) = 0Vi # j. El supuesto de homo-
2

cedasticidad o varianza de los errores constante, E(u?) = o2,

es dificil de justificar en
algunas situaciones, especialmente cuando utilizamos datos de seccién cruzada. Veamos

algunos ejemplos.

EJEMPLO 18 (Datos de seccién cruzada). Si disponemos de observaciones sobre gasto

en consumo Y; y renta X; para distintas familias, la ecuacion de regresion simple
Yi=0p1+5Xi+u (i=1,...,n)

postula, con B2 > 0, que el gasto en consumo esperado para la i-ésima familia es una
funcion creciente de la renta
E(Y;) = p1 + B2X;

Ademds, la ecuacion postula que el gasto en consumo esperado serd el mismo para todas
las familias con la misma renta X;. Sin embargo, sabemos que no todas las familias
que tienen la misma renta realizan el mismo consumo, algunas gastan mds y otras gas-
tan menos. El error aleatorio u; recoge las discrepancias entre el consumo relizado y
el consumo esperado, u; = Y; — E(Y;). Cuanto mayores sean estas discrepancias, tanto
mayor serd la varianza del error. Ahora bien, las familias con una renta muy baja gastan
practicamente toda su renta, por lo que presentan un gasto en consumo muy similar y
la varianza del error es pequena. En cambio, las familias con una renta alta tendran un
gasto en consumo muy dispar, por lo que la varianza del error serd mayor. En conse-
cuencia, el término de error en este modelo es heteroceddstico porque su varianza varia
con la renta. El grdfico 18 representa esta forma de heterocedasticidad. Un argumento
similar se aplica en el andlisis de la relacion entre dividendos Y; y beneficios X; em-
presariales. La varianza de la variable dividendos serd mayor en el grupo de empresas
grandes que en el grupo de empresas pequenas.

EjempLO 19 (Datos agregados). En la ecuacion de regresion
Yiij=081+ 06X +uw; i=1,...,N;j=1,...,n;
en donde E(ui;) =0, E(ufj) =02 y E(ujjug) = 0Vi # k,j # 1, podemos demostrar que
la ecuacion de regresion
Y, =01+ (X, +u;, i=1,...,N
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Figura 1: Errores heteroceddsticos

presenta heterocedasticidad, siendo

v o_ > i1 Y 5 - > i1 Xij 5 — Dy Ui
1. T 1. T
g U

n

El doble subindice de la ecuacion podria representar a una persona j que reside en
una provincia i, o bien a una empresa j de una industria i. El nimero de personas de
la provincia i (o de empresas de la industria i) en la muestra es n;.

Vamos a obtener las propiedades estadisticas del término de error ;. :

» Media
n; n;
F(i) = E Zj:l Wij | _ Zj:l E(uj) _
s Varianza
. 2 . . . .
B - E doiliui 5 Do+ Y g\ L E(ud) + 0y Euigua)
i) = = 2 = 2

K3 K3

s Covarianza

Doii iy oy ukl Do S g\ R Do Euijug)

Flu;u,)=F =F =

Vemos que, en la ecuacion de regresion con datos per cdpita, el término de error es
heterocedastico: su varianza varia inversamente con el numero de observaciones usadas

para calcular la media E(u;)* = 2 /n;.

Estos dos ejemplos ilustran las dos situaciones mas comunes en que podemos en-
contrar peturbaciones heterocedésticas con datos de seccién cruzada: (1) cuando las
observaciones de la variable dependiente pueden dividirse en grupos dependientes de la
varianza local y (2) cuando trabajamos con datos agrupados o datos per cdpita. Muchas
series temporales también presentan heterocedasticidad, pero pueden transformarse en
homocedésticas con la transformacién logaritmica: si la varianza local de Y; aumenta

linealmente con la media local de Y;, entonces la serie log(Y;) suele ser homocedéstica.

DEFINICION 87. El modelo lineal general correctamente especificado presenta het-
erocedasticidad pura cuando los errores tienen distinta varianza, E(u?) = o? (el
subindice de o? indica que la varianza cambia con la observacion i).

La heterocedasticidad impura viene causada por un error de especificacién de-

bido a la omisién de variable dependiente. Por ejemplo, si la variable Y depende de X5
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11. Heterocedasticidad 153

y X3
Y = B1 + B2 X + B3 X3 +ui,  u; ~ N(0,02)

y erréneamente especificamos la relacion
Yi =01+ B2 Xoi + 6

entonces el error e; = F3X3; + u; presentara heterocedasticidad
E(ei)* = oy, + B3 X3,

Observacion 65. La distincion entre heterocedasticidad pura e impura es importante
para determinar como solucionar el problema. En el sequndo caso, el tratamiento con-
siste en incluir la variable omitida.

En un modelo de regresién con heterocedasticidad pura, la matriz de varianzas y

covarianzas de los errores tiene la forma

o2 0 ... 0

0 o5 ... 0
(11.1) E(uu) = ?

0 0 ... o2

n

que contiene n parametros desconocidos. De aqui, el nimero total de parametros del
modelo, n + k, es mayor que el nimero de observaciones, n, por lo que no es posible la
estimacién conjunta de los mismos.

Tradicionalmente, para resolver este problema se ha supuesto que la varianza del
error depende de alguna variable conocida. Por ejemplo, en la relacién entre consumo y
renta parece razonable pensar que la varianza del error es funcién de la renta, de modo
que podemos especificar E(u?) = 02X;; v en el modelo con datos medios, F(u;)? =
02 /n;. De esta forma, conseguimos reducir el niimero de pardmetros desconocidos de
n+k a k + 1, siendo ahora posible la estimaciéon del modelo.

Es conveniente escribir la matriz de varianzas y covarianzas (11.1) como

w1 0 0
0 wy ... O

(11.2) Ewd)=o2| 2 =50
0O 0 ... w,

en donde podemos definir 02 = 07 y w; = UZ-Q /o?. De este modo, para 2 = I, obtenemos

como caso especial el modelo de regresién con las hipétesis bésicas.

Observacion 66. Las formulaciones (11.1) y (11.2) de la matriz de varianzas y co-

varianzas son idénticas y contienen el mismo numero de pardmetros.

El modelo de regresiéon con heterocedasticidad es un caso especial del modelo de
regresion con perturbaciones no esféricas. Por tanto, en presencia de heterocedasticidad,
el estimador de minimos cuadrados ordinarios es lineal, insesgado y consistente, pero deja
de ser eficiente. Para aplicar minimos cuadrados generalizados necesitamos proponer una
forma para la heterocedasticidad de las perturbaciones. Por tanto, resulta interesante
disponer de métodos de deteccién que nos indiquen si los residuos de un modelo son

homocedésticos o heteroceddsticos, y, en su caso, la forma de la heterocedasticidad. Es
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154 11.2. Deteccién de heterocedasticidad

este tema estudiamos, primero, métodos graficos y contrastes estadisticos para detectar
heterocedasticidad en el andlisis de datos transversales y, después, una variante del

método de estimacién MCG: minimos cuadrados ponderados.

11.2. Deteccién de heterocedasticidad

Si, como se ilustra en el ejemplo (18), pensamos que la varianza del error 01-2 puede

depender de la renta, entonces podemos especificar la ecuaciéon de regresion
2 _ X, .
u; = o + aX; + e
Suponiendo que el error e; tiene media cero, tenemos

E(u2) =02 = +wX;

7 [

Esta ecuacion nos sugiere dos ideas interesantes. En primer lugar, en la deteccion de
2

heterocedasticidad es conveniente analizar la relacion que u; mantiene con las variables
explicativas del modelo. En segundo lugar, como los datos de secciéon cruzada no pre-
sentan una ordenacion natural, podemos ordenarlos de acuerdo a los valores crecientes
o decrecientes de X;. De este modo, podemos evaluar si valores grandes de uf se cor-
responden con valores grandes (ag > 0) o pequenos (a2 < 0) de X;. Ahora bien, como
los errores u; no se observan, podemos utilizar los residuos del modelo estimado por
minimos cuadrados ordinarios. Los contrastes de heterocedasticidad tratan de encontrar
relaciones entre los cuadrados de los residuos ﬁ? y las variables explicativas.

Como en el caso de deteccion de autocorrelacién, los métodos graficos nos ayudan a

entender la intuicién subyacente a los contrastes estadisticos méas formales.

11.2.1. Meétodos graficos.

11.2.1.1. Grdfico de residuos. El grafico de los residuos, o de sus cuadrados, es
un diagrama de dispersién de u; frente a 4, siendo una herramienta muy 1til en la
deteccién de heterocedasticidad. Al examinar un grafico de residuos debemos formar
grupos de observaciones (por ejemplo, la primera mitad de observaciones y la segunda)
y comprobar si la varianza local permanece aproximadamente constante en cada grupo.
En el gréfico (2) podemos ver que la varianza local para el grupo de observaciones 30-40
es mayor que la varianza local para el grupo observaciones 70-80.

La forma de un grafico de residuos depende del orden de los datos. Por tanto, hay
que asegurarse que los datos de seccion cruzada estan ordenados de acuerdo a los valores

de una variable dependiente.

11.2.2. Graficos de dispersidon. Si sospechamos que una variable explicativa
puede causar heterocedasticidad, entonces el diagrama de dispersién de los residuos
frente a esta variable es una herramienta més informativa que el grafico de residuos.
En el primer gréfico de la figura (3) podemos ver que la varianza local de los residuos
aumenta con el valor de z;. De aqui, concluimos que la varianza del error depende de
x;. Otros diagramas de dispersion que podemos examinar son los residuos al cuadrado
frente a las variables x;, x%, U; O g)? En el segundo grafico de la figura (3) podemos ver
que el cuadrado del residuo aumenta con el cuadrado de x;.

11.2.3. Métodos formales.
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Figura 2: Grafico de residuos

2

Figura 3: Diagramas de dispersiéon de 4; versus z; y de ﬂf Versus

11.2.8.1.  El contraste de White. Para simplificar la exposicion, vamos a describir el
contraste en una ecuacién de regresion con término constante y dos variables explicativas.
La extension del contraste al modelo lineal general es trivial.

Consideramos pues el modelo

yi = b1+ BeXoi + B3 X3 +uwi, t=1,...,n
y deseamos contrastar las hipotesis
Hy : E(u?) =02 (Homocedasticidad)
H, : E(u?) =0? (Heterocedasticidad)
Los pasos para realizar el contraste son los siguientes
1. Estimar por minimos cuadrados ordinarios la ecuacién de regresién de interés
Yi =01+ 0o Xoi + B3 X3 +uwi, i=1,....n
y obtener los residuos ;.
2. Estimar por minimos cuadrados ordinarios la ecuacion de regresiéon auxiliar
7 = o1 + ap Xy + agXs; + au X3, + a5 X35 + X2, X3 + €

y calcular el coeficiente de determinacién R2.
3. Calcular el estadistico de contraste nR?, que sigue asintéticamente una dis-
tribucién Chi-cuadrado con p — 1 grados de libertad, donde p es el niimero de

parametros de la regresién auxiliar.
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156 11.2. Deteccion de heterocedasticidad

4. La hipétesis Hy se rechaza al nivel de significacién «, si nR? > ¢, donde c es el

valor critico para el cual Prob(x?)_l >c) = a.

Suele decirse que el test de White es general porque no necesitamos conocer las
variables que causan la heterocedasticidad. Sin embargo, de la ecuacién de regresién

auxiliar vemos que la forma de heterocedasticidad implicita es
o = o + asXo; + a3 Xs; + X3 + a5 X35 + a6 Xo, Xs;
v las hipotesis a contrastar son
Hy:ap=--=0a,=0
Hy:a; #0 para algin i = 2,...,p

Bajo Hy, la varianza del error es constante 01-2 = «a1; bajo Hq, hay heterocedasticidad
del tipo
67 = a1 + GoXo; + A3 X3 + X3 + a5 X5, + d6Xo, X3

La regresién auxiliar incluye como variables explicativas todas las variables explica-
tivas del modelo de interés, sus cuadrados y los productos cruzados, siempre que tales
variables no sean redundantes, es decir, no aparezcan ya en la ecuacion de regresién. Por
ejemplo, si Xo; es una variable ficticia tomando los valores 0 y 1, entonces XZQZ- = Xo; v
se dice que X3, es redundante.

En resumen, algunas ventajas del test de White son:

1. es un test general,

2. es un test constructivo, nos sugiere una forma de heterocedasticidad si se rec-
haza Hy,

3. es muy simple de aplicar.

y como inconvenientes
1. la ecuacién de regresién auxiliar puede incluir muchas variables explicativas,
k(k+1)/2.
2. la ecuacion de regresion auxiliar no esta exenta de los errores de especificacién

de cualquier regresion,
3. es un contraste asintético, valido para muestras muy grandes.

11.2.3.2.  FEl contraste de Breush-Pagan/Godfrey, BPG. Godfrey (1978) considera

el modelo de regresiéon multiple
Yi=p1+ e Xoit+ -+ Bk Xpituwi, i=1,...,n

con heterocedasticidad del tipo

2

o? = e(a1+a222i+‘“+0¢pzpi)

Esta ecuacién indica que la varianza 012 es funcion exponencial de una combinacién lineal
de variables conocidas. En la préctica, las variables Z; (j = 2,...,p) coinciden con las
variables explicativas X; (j =1,...,k).

Breusch y Pagan (1979) consideran una forma més general de heterocedasticidad

02'2 = h(a1 + a9y + - + Oépri)

donde h es una funcién no especificada.
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11. Heterocedasticidad 157

Las hipétesis a contrastar son

Hp:ap=---=a, =0 (homocedasticidad)

Hy :a; # 0 para algin i = 2,...,p (heterocedasticidad)
Los pasos para realizar el contraste son los siguientes:

1. Estimar por minimos cuadrados la ecuacién de regresion de interés obtener los
residuos 4;, y calcular 62 = Y7 | 47 /n
2. Estimar por minimos cuadrados la ecuacién de regresién auxiliar
;i\
<&—u> = + OtQZQi + -+ Oépri + €;
y calcular la suma de cuadros explicada, SCE.
3. Calcular el estadistico de contraste SCE/2, que sigue bajo Hy (y suponiendo
normalidad) una distribucién Chi-cuadrado con p — 1 grados de libertad.
4. La hipdtesis H se rechaza al nivel de significacién «, si SCE/2 > ¢, donde ¢

es el valor critico para el cual Prob(xg_l >c) =«
Un procedimiento equivalente es el siguiente

1. Estimar por minimos cuadrados la ecuacién de regresion de interés obtener los
residuos ;.

2. Estimar por minimos cuadrados la ecuacién de regresién auxiliar
92
Uu; :al—i—ongQi—#—‘”—i-apri—#—ei

y calcular el coeficiente de determinacién, R2.

3. Calcular el estadistico de contraste nR?, que sigue bajo Hp (y suponiendo
normalidad) una distribucién Chi-cuadrado con p — 1 grados de libertad.

4. La hipétesis Hy se rechaza al nivel de significacién «, si nR? > ¢, donde c es el
valor critico para el cual Prob(xf,_1 >c) =«

Veamos la légica del contraste. Si Hy es cierta, entonces la varianza a? no depende de
las variables Z; (j = 2,...,p) y el R? en la regresién auxiliar serd bajo. Por el contrario,
si Hy es cierta, entonces la varianza 01»2 depende de las variables Z; (j = 2,...,p) y el
R? serd alto. El problema estd en decidir cuando el R? se considera bajo y alto. Pues
bien, serd bajo cuando nR? < ¢ y alto cuando nR? > c.

Observe que cuando las variables que causan la heterocedasticidad, Z; (j = 2,...,p)
coinciden con las variables explicativas X; (j = 1,..., k), la ecuacién de regresién auxiliar
de este contraste estd contenida en la regresion auxiliar del test de White.

En resumen, algunas ventajas del test de BPG son:

1. es muy simple de aplicar,
2. no requiere conocer la forma funcional de la heterocedasticidad,

3. es un test constructivo, nos sugiere una forma de heterocedasticidad si se rec-
haza H,

y como inconvenientes

1. descansa en el supuesto de normalidad de los errores,
2. la ecuacion de regresiéon auxiliar no estd exenta de los errores de especificacion

de cualquier regresion,
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158 11.2. Deteccion de heterocedasticidad

Observacion 67. En los examenes, algunos estudiantes confunden los tests de au-
tocorrelacion y heterocedasticidad de Godfrey. Recordemos que en el primer caso nos

interesa la dependencia del residuos Uy de su pasado ty_y,.

11.2.4. El contraste de Goldfeld-Quandt. El contraste de Goldfeld-Quandt
(1965) se aplica cuando sospechamos que la varianza del error aumenta con los valores
de una variable conocida Z

01-2 = aiZi
El problema a contrastar lo podemos formular como

Hy :0? = 02 (homocedasticidad)

7
H, :0} = 02Z; para algin i = 2,...,p (heterocedasticidad)

Los pasos del contraste de Goldfeld-Quandt son los siguientes:

1. Identificar la variable que causa la heterocedasticidad, digamos Z.
2. Ordenar la tabla de datos segun los valores crecientes de Z.
3. Dividir la tabla de datos en tres submuestras. La submuestra central con m
observaciones, y las otras dos submuestras con (n —m)/2 observaciones.
4. Omitir las observaciones centrales, y estimar por minimos cuadrados ordinarios
la ecuacion de regresién en cada submuestra.
5. Calcular la suma de cuadrados de los residuos en cada submuestra: SCR; y
SCRs,. Si Hy es cierta, entonces SCRy > SCR;.
6. Calcular el estadistico de contraste
SCR2
~ SCR,

que sigue una distribucién F' con (n—m)/2 grados de libertad en el numerador

y denominador.
7. La hipdtesis Hy se rechaza al nivel de significacién «, si F' > ¢, donde c es el

valor critico para el cual Prob(F(,—m)/2,(n—m)/2 > ¢) =«

La eleccién del nimero de observaciones a omitir, m, juega un papel clave en el con-
traste. Cuanto mayor sea m, tanto mayor serd la diferencia entre las sumas de cuadrados
de los residuos SCR; y SC Ry y mas probable serd rechazar Hj si es falsa. El problema
es que disminuyen los grados de libertad de cada regresion estimada, con lo cual el valor
critico ¢ aumenta y menos probable es rechazar Hj si es falsa. Por ejemplo, el valor
critico para Prob(Fy4 > ¢) = 0,95 es ¢ = 6,388 y Prob(Fgg > ¢) = 0,95 es ¢ = 3,438.

En la préctica, m suele elegirse igual a n/3.

Observacion 68. Si 02»2 depende negativamente de los valores de Z;, entonces el co-
ciente SCR1/SCRy deberia ser mayor que uno, y deberiamos basar el contraste en esta

ratio.

11.2.4.1. El contraste de razon de wverosimilitudes. Cuando disponemos de una
muestra grande, podemos formar g grupos de residuos y estimar en cada grupo la vari-
jei Wi /n;, en donde n; es el nimero de residuos en el grupo i-ésimo.
Se demuestra que bajo la hipdtesis nula de homocedasticidad

: ~2
anza residual 67 = >

[n110g(67) + -+ + ng log(67)] — nlog(63) ~ x5
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11. Heterocedasticidad 159

11.3. Tratamiento de la heterocedasticidad

Los remedios que vamos a ver para este problema dependen de si la heterocedasti-
cidad es conocida o desconocida. En el primer caso, el método de estimacién preferido
sera el de minimos cuadrados generalizados; en el segundo, podemos optar por minimos

cuadrados generalizados factibles o0 minimos cuadrados ordinarios.

11.3.1. Heterocedasticidad conocida. El modelo lineal general con hetero-
cedasticidad

(11.3) Y =01+ BoXoj + -+ B Xpi +ui, t=1,...,n

en donde E(u;) = 0, E(u?) = o2w; y E(ujuj) = 0Vi # j, es un caso especial del
modelo con perturbaciones no esféricas. En este marco, el estimador lineal, insesgado,

consistente y 6ptimo es el estimador de minimos cuadrados generalizados
Buce = (X'Q1X)TIX'Q ly
cuya matriz de varianzas y covarianzas es
V(Brcg) = oa(X'Q71X) !

en donde © = diag(ws,...,wy,) es una matriz diagonal, cuya inversa es simplemente
Q' = diag(1/wi,...,1/w,). El cdlculo directo de By0q v V(Byoe) requiere crear la
matriz Q7! de orden n x n. En la practica, podemos evitar la creacién de esta matriz
usando el método de minimos cuadrados ponderados.

11.3.1.1.  Minimos cuadrados ponderados. En el modelo (11.3), los errores cuasi-
tipificados

cumplen las hipdtesis bésicas:

1. Media cero

2 u? E(?) olw
Ew’ ) =E(-) = A e
(u) = B(h) = =70 = g2

3. Covarianza cero

Bluiul) = (\/;f/f_) Bluy) _ o iz

De aqui, si transformamos el modelo de interés (11.3) dividiendo por la cuasi-

desviacion tipica de los errores /w; obtenemos

sz Uj .
=0 +52 <+ B i=1,...,n
el A S
o bien
(11.4) Vi" =X + Bo X+ + B Xp +uy, i=1...n
El modelo transformado (11.4) contiene los mismos pardmetros i, ..., B que el modelo

de interés (11.3), pero su error cumple las hipdtesis basicas. Por tanto, el estimador
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160 11.3. Tratamiento de la heterocedasticidad

de minimos cuadrados ordinarios en (11.4) serd lineal, insesgado y eficiente, que se de-
nomina estimador de minimos cuadrados ponderados. Podemos interpretar este método
de estimacion como un método en dos estapas: en una primera etapa, se transforman
las variables dividiendo los datos por la cuasi-desviacion tipica de los errores y, en una
segunda etapa, se estiman los pardmetros por minimos cuadrados ordinarios.

El método de minimos cuadrados ponderados es una forma conveniente de obtener
el estimador de minimos cuadrados generalizados bajo heterocedasticidad. No debemos
considerarlo como un método de estimacién alternativo. Podemos comprobar la equiv-
alencia entre los dos métodos usando la descomposicién Q' = PP y expresando el
estimador MCG como

Buce = (X'P'PX) ' X'P'Py

en donde
1/\/wi 0 e 0
0 1/yws ... 0

0 0 v 1/ \Jwn
Ahora es claro que los datos transformados

yl/\/w_l 1/\/(,(}_1 Xgl/\/w_l Xkl/\/w_l

Y2/ /w2 1wy Xoa/yfwa ... Xpa/\/w2

Yn/\/wn 1/ ywn Xop/y/wn .. Xgn/y/wn

se corresponden con los datos de las variables divididos por las cuasi-desviaciones tipicas
de los errores correspondientes.

EJEMPLO 20. Sea la ecuacion de regresion simple con heterocedasticidad
Yi = 01 + B2 Xi + u

en donde E(u;) =0, E(u?) = 02X? y E(ujuj) = 0Yi # j. El modelo transformado con
errores homoceddsticos se obtiene dividiendo la ecuacion por X;
Y;

1 *
Z—ﬁlz+ﬁz+ui

en donde u! = w;/X; cumple las propiedades E(u}) = 0, E(u;“Q) =02y E(uju}) =
0Vi # j. Vemos que el modelo transformado contiene un término constante. Por tanto,
los residuos 4} de la estimacion de minimos cuadrados tendrdn media cero y el R?
estard acotado entre 0y 1.

EJEMPLO 21. Sea la ecuacion de regresion simple con heterocedasticidad
Yi= 051+ B Xi + i
en donde E(u;) = 0, E(u?) = 02X, y E(ujuj) = 0Vi # j. El modelo transformado con

errores homoceddsticos se obtiene dividiendo la ecuacion por v/ X;

Y; 1 1
*
=5 + B2 + u;
VX VX, VX
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11. Heterocedasticidad 161

en donde v} = w;/\/X; cumple las propiedades E(u}) = 0, E(ufZ) =02y E(uju}) =
0Vi # 7.

Observamos que el modelo transformado no contiene un término constante. Por
tanto, los residuos u; de la estimacion de minimos cuadrados no tendrdn necesariamente

media cero y el R?> no estard necesariamente acotado entre 0 vy 1.

EJEMPLO 22. Sea la ecuacion de regresion simple con heterocedasticidad
Yi=01+ 6 Xi +u

en donde E(u;) =0, E(u?) = o2eXi y E(uju;) = 0Vi # j. El modelo transformado con
errores homoceddsticos se obtiene dividiendo la ecuacion por V eXi
Y 1 X
=0 +u;
eXi VeXi VeXi !
en donde uf = u;/VeXi cumple las propiedades E(uf) = 0, E(uf) =02y E(uju}) =
0i # j.

+ 52

Para comprender porqué el método de estimacién descrito se denomina método de
minimos cuadrados ponderados, hay que notar que la suma de cuadrados en el modelo
transformado

n n
Ax2 * A * 2 * 2 * \2
E u; = E (Y7 = BiXTi + B X + - + B Xiy)
i=1 i=1
puede escribirse como una suma ponderada de los cuadrados de los residuos
n n 1
A 52 A % % 2
E (I E ;(Yi — b1 X1 + BoXoi + -+ BeXri)
i=1 i=1 "
en donde la ponderacion asignada a cada residuo es inversamente proporcional a la
varianza del error. De modo que, cuanto mayor sea la varianza tanto menor sera el peso

que se asigna a cada residuo, y viceversa.

11.3.2. Heterocedasticidad desconocida.
11.8.2.1.  Minimos cuadrados generalizados factibles. En la practica cuando de-

seamos estimar una ecuacion de regresion multiple
Yi=01+ e Xoi+ -+ BeXpi +wi, 1=1,....n

desconocemos la forma de heterocedasticidad. Si sospechamos que

07 = a1+ aaZoi + -+ + apZy;

podriamos aplicar el test de Breusch-Pagan-Godfrey. Si rechazamos la hipdtesis nula
de homocedasticidad, entonces debemos estimar por minimos cuadrados generalizados.
Ahora bien, como no conocemos las varianzas o2, tendremos estimarlas utilizando los

valores ajustados obtenidos en la estimacién de la regresion auxiliar
.2
Uy = a1 +agZy + -+ apZp + €

esto es
5'2-2 =&+ &l + - + depi
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Tipificando los datos, obtenemos el modelo transformado

Y; 1 Xo; Xu  w
LB+ 48 i=1,n
g; i o; o) o

en donde el estimador de minimos cuadrados ordinarios se denomina minimos cuadrados

generalizados factibles (MCGF). El término factible enfatiza que la estimacién se ha
2

realizado reemplazando JZZ por una estimacion 773

Las propiedades estadisticas de este estimador en muestras finitas son desconocidas;
mientras que en muestras grandes, dependen de las propiedades de (31-2: si &Z»Z es un
estimador consistente de 01-2, entonces el estimador MCGF también lo sera.

11.8.2.2.  Minimos cuadrados ordinarios. Cuando la heterocedasticidad es descono-
cida, el estimador MCO cumple algunas propiedades deseables: es lineal, insesgado y
consistente. El problema surge porque el estimador es ineficiente y, en consecuencia,
los estadisticos ¢ y F' estaran sesgados. White demostré que la matriz de varianzas y

covarianzas

V(Baco) = 02 (X'X) ™ (X'QX) (X'X)

puede estimarse consistentemente reemplazando la matriz desconocida €2 por una matriz
diagonal que contiene los residuos al cuadrado de la estimacion MCO, 0= diag(a3,...,a2).
Algunos autores prefieren el estimador MCO al MCGF, y calculan los estadisticos t y
F' usando la matriz de varianzas y covarianzas consistente en presencia de heterocedas-

ticidad desconocida.

11.4. Resumen

1. El supuesto de homocedasticidad en las perturbaciones debe cuestionarse cuan-

do trabajamos con datos de seccion cruzada.
2
i

del error es proporcional a los valores de una variable w;.

2. La forma de heterocedasticidad més comiin es 0? = 02w;, en donde la varianza

3. El analisis grafico de los residuos de un modelo estimado por minimos cuadrados
es util para detectar la presencia y forma de heterocedasticidad en los errores.

4. Los contrastes de White y Godfrey son los métodos de deterccién de hetero-
cedasticidad mé&s populares.

5. El procedimiento de mininimos cuadrados ponderados es un remedio simple al
problema de heterocedasticidad conocida.

6. El estimador de MCO sigue siendo ttil cuando los constrastes de hipdtesis se
basan en la matriz de varianzas y covarianzas consistente a la heterocedastici-
dad.

Palabras clave

Datos de seccién cruzada
Homocedasticidad
Heterocedasticidad pura
Heterocedasticidad impura
Varianza local

Grafico de dispersion

Minimos cuadrados ponderados
Errores estandar consistentes ante het-
erocedasticidad

11.5. Ejercicios

1. Explique la diferencia entre heterocedasticidad pura e impura.

Prof. Dr. José Luis Gallego Gémez Apuntes de Econometria. LADE y LE. Curso 2008-2009.
Departamento de Economia. Universidad de Cantabria Material publicado bajo licencia Creative Commons



11. Heterocedasticidad 163

2. Describa el contraste de Goldfeld y Quandt.

3. Glejser propuso un test de heterocedasticidad basado en la regresién simple de
|ti;| sobre Zf para § = —1, —0,5, 0,5, 1. ;Cémo deberia ser la pendiente de Zf
bajo homocedasticidad? ;Y el R-cuadrado? Dibuje los diagramas de dispersion
de |4;| versus Zf para § = —1, —0,5, 0,5, 1 en presencia de heterocedasticidad.

4. Considere la regresién de Y; (i = 1,...,n) sobre un término constante. De-
muestre que, en presencia de heterocedasticidad E(u?) = 02w, la varianza de
la media Y es

2 n
- o
Var(Y) = n—;‘ Zwi
i=1
5. En el modelo de regresion simple con heterocedasticidad
Yi=0i+ B Xi+ui(i=1,...,n), u;~N(0,07)

demuestre que
> wix?
i=1 Wil

(Z?:l %2)2

Var(Banrco) =

11.6. Ejercicios resueltos

EJERCICIO 5. Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando

sSus respuestas:

(a) En presencia de heterocedasticidad, los estimadores MCO son sesgados e ine-
ficientes.

(b) Si hay heterocedasticidad, las pruebas t y F no son vdlidas.

(¢) En presencia de heterocedasticidad, el método MCO sobreestima siempre los
errores estandar de los estimadores.

(d) Si los residuos de una regresion MCO muestran un patrdn sistemdtico, esto
significa que hay presencia de heterocedasticidad en los datos.

(e) No hay una prueba general de heterocedasticidad que esté libre de supuesto
alguno sobre cudl de las variables estd correlacionada con el término de error.

(f) Si el modelo de regresion estd mal especificado (por ejemplo, se ha omitido
una variable importante), los residuos MCO mostrardn un patron claramente
distinguible.

(g) Si un regresor que tiene varianza no constante se omite (incorrectamente) de

un modelo, los residuos MCO serdn heteroceddsticos.
Solucién

a. Falso, la presencia de heterocedasticidad en el término perturbacion no afecta
a la propiedad de insesgadez de las estimadores MCO, lo que si es cierto es que
son ineficientes.

b. Son invdlidas en el caso en el que el modelo ha sido estimado por MCO, pero
si el modelo es estimado por Minimos Cuadrados Ponderados las pruebas son

validas.
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11.6. Ejercicios resueltos

. Correcto, el método MCO en presencia de heterocedasticidad es menos eficiente

que MCG, ya que:
V(Barco) = o (X'X) XX (X'X) ™!
V(Brce) = oX(X'Q71X) !
y aplicando el teorema de Aitken tenemos que la estimacion MCG es mds efi-
ciente que MCO.

. Correcto, un patron sistemdtico en los residuos indica heterocedasticidad en los

datos provocada por la omision de alguna variable relevante en la explicacion

de la variable dependiente Y .

. Falso, en el contraste de WHITE no hay ningun supuesto sobre la forma de la

heterocedasticidad en la especificacion de la hipotesis alternativa.

. Correcto, si se realiza un grafico entre los residuos MCO al cuadrado y la

variable que hemos omitido observaremos un patron muy claro de relacion entre
ambos, lo que nos dard una idea de la transformacion a realizar en las variables

del modelo.

. Correcto, supongamos que el modelo correcto es, Y; = B1 + BoXo; + 03 X3; + Us,

pero incorrectamente se estima: Y; = (1 + P2Xo; + V5, el término perturbacion
Vi = B3 X3;+U; recogeria el comportamiento de la variable omitida y los residuos

MCO recogerdn el comportamiento obviado en la especificacion del modelo.

EJERCICIO 6. Suponga el siguiente modelo de regresion:

Yi = [+ u; donde Bu) =0 y Var(w) = o*x?

)

(a) Hallar el estimador MCO de p y calcular su varianza.

(b) sExiste un estimador mds eficiente de p? En caso de que exista, halle su ex-

presion y la de su varianza.

Solucién

a. La estimacion por MCO serd la siguiente:

N

N
SCRyco = Zalz = Z(yz - ,L/ZMCO)2

i=1 i=1

Derivando con respecto a Jiprco obtenemos su estimador MCO:

N

— imco) = 0= fivco = N ;yz

OSCRycO
- A~ — _2
Opfrvco Z

La esperanza y la varianza de este estimador seran las siguientes:

N N
ivco =~ (1 +ui) M+Nzuz

i=1 i=1

N N
—~ 1 1
E(pmco) = E(p+ D ) =p+ N > B(w)=p
i=1 =1
Prof. Dr. José Luis Gallego Gémez Apuntes de Econometria. LADE y LE. Curso 2008-2009.

Departamento de Economia. Universidad de Cantabria Material publicado bajo licencia Creative Commons



11. Heterocedasticidad 165

V(finco) = Elfinco — E(finco))” = Elp + - Zuz — ) = N2 > E(u)

9 N
~ g )
V(Emco) 3z >
=1
b. El estimador del apartado anterior no es el mds eficiente dada la presencia de
heterocedasticidad, por lo que habrd que estimar el modelo por MCG, para lo
que debemos transformarlo de la siguiente manera:

; 1

Al igual que en el apartado anterior,

siguiente manera:

N
Uq 7 ~ 1
SCRyca = Z(;)Q = Z(y— — Mo —)
i=1 7* 1 t
N N 2
ISCRyca Yi o~ 1.1 ~ Z'—l(yi/x‘)
olimca [izl( ;e xi)]xi race > (1/27)

Calculamos ahora la esperanza y la varianza de [iyjoG:

DY L S S
S S N E Y R SN ET)
S (B(ui)/a?) _

E(fivca) = p+ SN (1/a2)

N N N SN (ui/x?)
Vv — B - B 2 _ i=1 o2 —
(Bmca) [Lrvca (Bmca)) Iz 72 N (1)) 1]

SE B/ o? 3N (1/2)

=N /a)2 (SN, 0/a2))
0.2

Vitee) = S e

Comparando ambas varianzas:

o2

. o? 1. > 2? .
V(iimco) = /) Z(;?) > S V(iimce)

EJERCICIO 7. Dado el modelo yx = o + By + uy donde E(ut) = 0, E(u?) = o7 y
E(ug,us) =0 t# s Se propone la siguiente estimacion para término constante:

T T
~ 1 Y 5 Ty
OZMCG:—(g = — Buca E —)
T ¢ X Ot
t=1 i=1
¢ Es correcta esta expresion? Justifique su respuesta.

Solucién
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166 11.6. Ejercicios resueltos

Bajo la presencia de heterocedasticidad, el estimador insesgado mds eficiente es el

de MCG. Para estimarlo, debemos transformar el modelo de la siguiente manera:

yt 1 Tt Ut
T =a—+ B~ + — =9y = ayceri + BuccTs + v
¢ Ot Ot gt

Obtenemos el estimador MCG de « de la siguiente manera:

T T
SCRuoc =Y (%) = Y (v — @mcari, — Buoaes,)’
=1 =1
ISCRyca T
" R .
OSCRACE _ oSt~ dcasts - Pucai )i =0
amca po

T T T

* ok ~ *2 ) * ok
E Y+ Ty — OMCG E i — Buce E ryxy; =0
t=1 t=1 t=1

1 T T

N = 1 Yt 5 T
aMee = =7 Z(yt*fft = BMCcCTHTY) = = Z(—Q — Bucc—3
D1 Tif t=1 >oim1(1/o)? = o 9t

Por lo tanto, el estimador MCO propuesto no esta correctamente calculado.

)

EJjercicio 8. Considere el modelo y; = o+ Bxy + ug, donde E(uy) =0 y Var(uy) =

o? = o%x?, del que se tienen las siguientes observaciones:
tlye | 2
11412
212 1
3114
419| 2
51 3| 1

(a) Obtenga los estimadores MCO de o y [3, asi como su matriz de covarianzas.
s Existe algiun problema en la definicion de dichos estimadores?

(b) Obtenga los estimadores MCG de o y (3, asi como su matriz de covarianzas.
sEziste algiun problema en la definicion de dichos estimadores? Compare su
matriz de covarianzas con la del estimador MCO.

Solucién

-1
. 5 10 15 4
) = (X'X)"1X'y = —
& Buco = (X'X)7 XYy (10 26) (27) (—0,5)

V(Buco) = oX(X'X) ' X'QX(X'X) ! =

(5 10\ (26 s2 5 10\
7\ 10 26 82 200 J\ 10 26 )
9 4,3733 —2,6666
—2,6666 1,8333
El inico problema es que no se verifican todas las hipotesis que garantizan
que el estimador es ELIO dentro de los estimadores lineales e insesgados.

—1
. 2.5625 3.25 7.3125 2.1666
b. — Xlgle 71X/971 — ) ) 3 _ 5
Buca = ( ) 4 ( 395 5 ) ( 9,75 ) ( 0, 541667 )
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—1
V(Auoe) = o2(X'Q-1x)1 = o2 [ 27625 325 ) _ o 22222 L4444 )

3,25 5 —1,4444 1,1388
La estimacion por MCG proporciona estimaciones mds eficientes que la
estimacion por MCO, ya que tenemos que las varianzas de los estimadores son

mds pequenas.

EJERCICIO 9. Encuentre una expresion analitica general para la matriz de varianzas

y covarianzas de los estimadores de MCO y MCG en el modelo:
ye=0+br+uw  Ew)=0  Var(u) =k

donde k es una constante. ;Qué peculiaridad presentarian ambas matrices en el caso en
que se tuviese que Zz‘T:1 e =0
Solucion

Ezxpresion analitica general para la matriz de varianzas y covarianzas del estimador
MCO en el modelo yy = 1 + Poxor +ur  Var(uy) = kxy

V(Brco) = o2(X'X) 1 X'QX (X' X))~ wamos a ver la expresion que tiene cada

uno de los componentes de la matriz de varianzas y covarianzas del estimador MCO,

(X'Xx)"t 1 ( Zthl a7 _Zthl Ty )}

TS Ehe) \ -y e T
T T
X'0X = ( i T D T )

T 2 T 3
Dot Tt D1 T
St hacemos el producto entre esas matrices obtenemos la siguiente expresion para

V(Brco): V(Buco) = o*(X'X) ' X'QX(X'X) ! =

T3, w%—k@t 9z ) *
3wl 2 - e Y, ) T[S, a3)? — 3 2 3, 2] )

T, x7)? - DTy ] PO DN x)? — 2T >t x7) + 17 Dot ]

Matriz de varianzas y covarianzas del estimador MCG:
. =T
—_ X/Q_lX -1 _ k Zt T
V(Buca) = k( ) SIva T\ Lp oy,
Tt
EJERrCICIO 10. Suponga que el modelo de regresion lineal simple:

Yig = BTig + Uig E(uig) =0 Var(uiy) = o2

es valido para cada observacion i de cada uno de los cinco subgrupos en que se ha dividido
la muestra g =1,2,3,4,5, con ny + no + ng + ng + ns = 100.
Suponga asimismo que se observan tan solo las medias muestrales de cada grupo:
Grupo| 1| 2| 8| 4|5
ng 10 20| 15| 30| 25
g 8| 16|12 4 | 20
T4 218|141 2|12

Se proponen tres estimadores de 3:

Zg ng?jg/ Zg g

A-I-
1— = — —
x Zg ngl‘g/ Zg ’flg
B = > UgTg
2= 72
26T
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168 11.6. Ejercicios resueltos

33 _ Zg NgTglg
Zg ngfg

Pruebe que los tres estimadores son insesgados.

—~
&
~—

(b) Obtenga la varianza de cada estimador.

Calcule numéricamente cada estimador y su varianza suponiendo que o2 = 1.

—
o
~

¢ Cudles son los estimadores mds eficientes?
(d) Demuestre que la varianza del tercer estimador es siempre menor que la del

sequndo.

Solucion
Antes de calcular las esperanzas y varianzas de los tres estimadores propuestos, los

expresamos en funcion de la perturbacion aleatoria:

3, = 29 9Yg _ > g ng(BTg+1g) — 54 D _g Mgl
Zg NgTy Zg NgTg Z NgTg
~ DgUgTy 3o (BT 4 Ug)Ty D_g ligTg
P2 = S22 S22 =0+ <~ S22
9%y 9 9y
By — g 9T glg _ g NtgTg(BTy + Tg) — B+ D g Mgyl
ST nga2 > ngT2 N > ngT2
9979 9979 9979

a. Las esperanzas de los estimadores son las siguientes:

~ +Zg”g% i= 1“157] g4 > > 1E(Uzg) _
> NgTy

~ > xgnl Zz 1 Uig > mgnlgz E(uig)

E =F _
(B2) = E[B + S =8+ S 6
S~ 22 M9 Tg5 ng Zz 1 Uig DTy Zi:l E(uig)
E(ﬁ3) - E[ﬁ + Z nng ] ﬁ + ! Zg ng:i‘g - /6
b. Las varianzas de los estimadores serdn:
~ N - 2
V(B1) = E[B — E(3))* = E[B + Z i — A = No,

Z NgZg (Zg ngTg)?

~ ~ ~ g Tgre Doiy Uig T Dy Ty
1% =F[B — F 2_ g 9 Ing A2 — g mng”g
(3 = Bl ~ B = g+ S g - D

> ngwgn iy g 2 o2
>y N3 B
c. Los valores numéricos de los estimadores y sus varianzas son:
Bi=2 [Ba=19 [3=1,83
V(3)=0,00028  V(B3)=0,00020  V(B3) = 0,00019

V(3s) = E[f3 — E(%3)]? = E[6 +

Los estimadores mds eficientes (con menor varianza) son 3o y 3.
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11. Heterocedasticidad 169

d. Vamos a obtener el estimador mds eficiente entre los lineales e insesgados que,
dado el problema de heterocedasticidad por grupos que presenta el modelo prop-
uesto, corresponde con el de MCG.

En primer lugar, derivamos las propiedades del término de error del modelo:

E(uy) = ng Z Uig) ng Z E(uiq)

2
V(ag) E[“g - Z uzg _u
9 i=1

Por lo tanto, hemos demostrado como al considerar las datos en medias, esta-
mos introduciendo heterocedasticidad en el modelo. Para obtener la estimacion

MCG de B transformamos el modelo de la siguiente manera:

VTigllg = By/TigZy + \/Tigilg = yy = B, + vg

Estimamos ahora el modelo transformado por Minimos Cuadrados:

SCRuca =Y (5,)* =Y _(y; — Buca))’

g 9
0SCRyca = «
— = = —22 - ﬁMCG.’BZ)xg =0
IBmca p
~ Z Yoz, Zg NgYgTg
Puca = = = -
g% 2.9 Mgy

Como vemos, el estimador MCG de 3 coincide con el estimador (B3 prop-
uesto en el ejercicio. Por lo tanto, éste ultimo siempre tendrd menor varianza
que cualquier otro, por ser, por definicion el estimador insesgado mds eficiente.
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