CAP{TULO 12

Regresores estocasticos

El supuesto de regresores fijos en muestras repetidas juega un papel fundamental
en el establecimiento de las propiedades estadisticas del estimador de minimos cuadra-
dos, asi como en la derivacién de su distribucion muestral. En este tema relajamos
este supuesto permitiendo que los regresores sean estocasticos. Vamos a distinguir tres
tipos de regresores dependiendo de la forma de correlacion que guarden con la per-
turbacién estocastica. El caso mas problematico se presenta cuando existe correlacion
contemporanea entre los regresores y la perturbacion, que justifica la bisqueda de un

estimador alternativo basado en variables instrumentales.

12.1. Introduccion

La interpretacién del modelo lineal general y = X3 + u como un proceso generador
de datos nos permite entender el significado del supuesto de regresores fijos en muestras
repetidas. Podemos generar distintas muestras de la variable aleatoria n-dimensional
y sumando a la parte sistemdatica X3 diferentes muestras de la perturbacion aletoria
n-dimensional u ~ N(0,0°I,,). Bajo este supuesto, derivamos facilmente la distribucién
muestral del estimador de minimos cuadrados B = (X'X)~'X'y. Expresando ﬁ en
términos de u

B=p8+XX)"'X"u
vemos que B ~ N (B,02%1,,). La normalidad del estimador se justifica porque B es una
transformacion lineal de una variable aleatoria con distribucién normal multivariante, y

sus dos primeros momentos son

E(B) =B+ E[(X'X)"'X'u] = 8+ (X'X)'X' E[u]
——

0
E[(8-B)(B - B)] =E[(X'X)" X'uu'X(X'X)™"] = (X'X) "' X' E(uu’) X(X'X) ™!
V(B) oiln

Si la matriz X es estocdstica, entonces la aleatoriedad de [; proviene no sélo de u sino
también de X. Ahora el estimador es una funcién no lineal de las variables aleatorias
X y u y, por tanto, su distribucién muestral es desconocida incluso si suponemos una
determinada distribucién para X. Por otro lado, no podemos sacar la matriz X del op-
erador esperanda, E[(X'X)"1X'u] # (X'X)"!'X'E[u] y E[(X'X) 1 X'uuX(X'X)"!] #
(X'X)"IX'E(uu)X(X’X)"!, y la derivacién de los dos primeros momentos del esti-
mador no es tan inmediata.

Cuando no conocemos las propiedades estadisticas de un estimador en muestras
pequenas, recurrimos a la teoria asintdtica para ver como se comporta el estimador en
muestras grandes. En nuestro caso, la distribucién asintética de ﬁ va a depender de

los supuestos que hagamos sobre sus dos componentes estocdsticos X’'X y X'u. Para el
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172 12.2. Exogeneidad y endogeneidad

primero, vamos a suponer que (1) los momentos poblacionales de segundo orden de las

variables explicativas existen, (2) los momentos muestrales convergen a los poblacionales

X'X X'X
lim prob (— = Em) =1 <= plim— =3,
n n

n—oo
y (3) la matriz de segundos momentos poblacionales 3, tiene rango pleno, p(X,,) = k.

Observacion 69. FEl limite de la probabilidad, el operador plim, tiene la propiedad
fundamental de ser intercambiable con cualquier funcion f continua. Asi, el limite prob-
abilistico de un producto (cociente) de secuencias aleatorias es el producto (cociente) de

los limites probabilisticos de cada secuencia. Ademds, se cumple que

" xx) - " -
1. tA&¢ — 1 _ 2_1
pliim ( E T > (p im E ) Tz
t=1
o0, equivalentemente, en forma matricial

t=1
/ —1 / —1
plim (X X> = <plim X X) =31
n n

Para el segundo componente, X'u, que estudiaremos en la siguiente seccién, nesecita-

XX
n

mos caracterizar su convergencia en probabilidad y distribucién. Aqui, serdn de interés

las siguientes proposiciones.

PROPOSICION 101. (Teorema central del limite)Si {2}, es una secuencia de vec-
tores idéntica e independientemente distribuidos con vector medias p y matriz de vari-

anzas y covarianzas g, entonces
n
n 12 (2 — p) = N(O,3)
t=1

en donde

n
% — lim =12
n

PROPOSICION 102. (Ley de las esperanzas iteradas) Sea f(X,Y) una funcién de las
variables aleatorias X e Y. Entonces, las esperanza incondicional

Elf(X.Y)] = Ex{Ey|x[f(X.Y)]}

en donde Ex es la esperanza en la funcion de densidad marginal de X y Ex|y es la
esperanza en la funcion de densidad condional de Y dado X.

PROPOSICION 103. (Ley de la varianza total) La varianza incondicional
VIF(X,Y)] = Vx{Eyx [f(X,Y)]} + Ex{Vyx[f(X,Y)]}

en donde Vx es la varianza en la funcion de densidad marginal de X y Vx|y es la
varianza en la funcion de densidad condional de Y dado X.

12.2. Exogeneidad y endogeneidad

Vamos a considerar tres tipos de regresores estocasticos:

1. Regresores fuertemente exégenos
E(uxi—) =0Vk <= EulX)=0

Prof. Dr. José Luis Gallego Gémez Apuntes de Econometria. LADE y LE. Curso 2008-2009.
Departamento de Economia. Universidad de Cantabria Material publicado bajo licencia Creative Commons



173

12. Regresores estocasticos

2. Regresores débilmente exdgenos (también llamados predeterminados)
E(ulx) =0 = FEuX)=0

3. Regresores endégenos (contemporaneamente correlacionados con la perturbacién
estocdstica)
E(Ut, Xt) 7é 0

DEFINICION 88. El modelo lineal general presenta endogeneidad si existe correlacion

contempordnea entre las variables explicativas y el término de error.
EJEMPLO 23. Sea el modelo AR(1)

Y = G1yi—1 + u,  wiidN(0,07)
cuya forma M A(c0) es

Yr =g — drug—1 — Pus_z — ...
Es claro que y; es una variable aleatoria para todo t. Por tanto, la variable explicativa
Ty = Yp—1 €s un regresor estocastico. En concreto, es un regresor débilmente exégeno o
predeterminado

E(utlyt-1) =0

Vemos que no se cumple la condicion de exogeidad estricta porque
E(uyt—r) =u #0 Vk >0

<

PROPOSICION 104. Bajo exogeneidad (débil o fuerte), la secuencia X'u/n converge
en probabilidad a un vector nulo

. X'u
plim—— =0
n

DEMOSTRACION. Por la ley de las esperanzas iteradas
E(xiur) = Ex,[E(xiue|xt)] = Ex, [x¢ E(ui[x¢)] = 0
N——
0

en donde E(u¢|x;) = 0 por ser x; exégeno. De aqui,

/

= XUy . X'u
plim g T:phmT:O
O

PROPOSICION 105. Bajo exogeneidad (débil o fuerte), la secuencia X'u/y/n con-
verge en distribucion a un normal con vector de medias nulo y matriz de varianzas y
covarianzas a%Em

X./u d 2
— — N(0,0:%,2)
Vn
DEMOSTRACION. Por la ley de la varianza incondicional
2 1
Vixeur) = Ex, [V (xpue|x¢)] + Vi, [E(ug|xe)] = o xix;
Asi, {x;u}}", es una secuencia de variables aleatorias con vector de medias nulo y

matriz de varianzas y covarianzas o2x;x,. Por el teorema central del limite dado en la
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174 12.2. Exogeneidad y endogeneidad

proposicion 101
n XUt X’u d ( 2 )
plimz — = plim — N(0,0,%,,
— Vn vn

O

PROPOSICION 106. Cuando los regresores estocdsticos son fuertemente exdgenos,

entonces el estimador de minimos cuadrados
. es una funcion no lineal de X y u,
. no sigue una distribucion normal en muestras finitas,
. es insegado,

1
2
3
4. tiene matriz de varianzas y covarianzas V(B) = o2 E[(X'X)™!]
5. es consistente,

6

. asintoticamente sigue una distribucion normal

~

\/ﬁ(ﬂ - 5) ~ N(07 032;961)

DEMOSTRACION.

1. Demostrado en la seccién anterior.
2. Demostrado en la seccién anterior.
3. Aplicando la ley de las esperanzas iteradas
E(B) = B+ E[(X'X)"'X'u] = B+ Ex[(X'X)'X' E(u|X)] = 8

—
0

También conviene notar que la esperanza condicional E(B |X) = 8 no depende

de X, por lo que la esperanza incondicional E(3) = (3.
4. Aplicando la ley de la varianza total

V(B) = Ex(V(BIX)) + Vx(E(BIX)) = o, B[(X'X) ']
También podemos aplicar la ley de las esperanzas iteradas

V(B) = E[(X'X) ' X'uu'X(X'X)"}] = Ex[(X'X)"!X' E(uu/|X) X(X'X) 7}
————

O’%In

5. Es claro que

n

XX\ ! X
n

B=ﬂ+<

De aqui, aplicando limites probabilisticos

/ -1 /
plim,@:,@+plim<XX> plim =~ B4 %. 0=
n n

6. Escribiendo

- ()

tenemos, asintéticamente, el producto de la matriz Z;x por el vector de vari-
ables normales N(0,02%,,).

También conviene notar que la funciéon de densidad conjunta puede factor-

n

izarse como
[y, X) = f(y[X) f(X)
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12. Regresores estocdsticos 175

Si la distrubucién de X no depende de los parametros del modelo, entonces los
estimadores de maxima verosimilitud se obtienen maximizando f(y|X), que es
la funcién de densidad estudiada para el caso de regresores fijos. Bajo ciertas
condiciones de regularidad, los estimadores de maxima verosimilitud siguen

asintéticamente una distribucién normal.

O

PROPOSICION 107. Cuando los regresores estocdsticos son débilmente estocdsticos, el

estimador de minimos cuadrados es sesgado, pero mantiene sus propiedades asintoticas.

DEMOSTRACION. El estimador es sesgado porque F(u|X) # 0. Las propiedades

asintéticas solo requieren exogeneidad débil. (I

PROPOSICION 108. Cuando el modelo lineal general presenta endogeneidad, el esti-
mador de minimos cuadrados ordinarios es inconsistente.

DEMOSTRACION. Por la definicién de endogeneidad

!/

X
plim 24 #0
n

12.3. Variables instrumentales

Cuando plim X’X /n # 0, podriamos intentar evitar la inconsistencia del estimador
de minimos cuadrados ordinarios “sustituyendo”los regresores endégenos por otras vari-
ables correlacionadas con éstos, pero que no estén correlacionadas con la perturbacion
aleatoria. Tales variables se denomian instrumentos o variables instrumentales.

DEFINICION 89. Se dice que una variable Z; es un instrumento para la variable
explicativa X; si cumple las siguientes propiedades
L plim 2" | Zjui/n =0,
2. plimZ?:1 XjiZji/n = ox,7; < 0,
3. plimZ?zl ijz/n =0z;7; <0,
las cuales garantizan que la variable instrumental Z; (1) esté asintéticamente incorrela-
cionada con la perturbacion aleatoria, (2) esté asintdticamente correlacionada con la

variable instrumentada X; y (3) tenga varianza finita.

Observacion 70. Si el regresor X; no estd correlacionado con la perturbacion wu,
entonces X; es su propio instrumento. De aqui, podemos definir una matriz Z de or-
den n X k cuyas columnas contienen los instrumentos para cada una de las variables

explicativas.

DEFINICION 90. Se dice que Z es una matriz n x k de variables instrumentales para
X st cumple las siguientes propiedades
1. plimZ'u/n =0,
2. pimZ'X/n=X%,,,
3. plimZ'Z/n=3%,,,

stendo 2., y 2., matrices cuadradas no estocdsticas y de rango pleno.
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176 12.3. Variables instrumentales

Observacion T1. El requisito de rango pleno, p(3,.) = p(X..) = k, garantiza que no
hay instrumentos repetidos ni redundantes (ausencia de multicolinealidad) y, por tanto,

que las matrices de sequndos momentos son no singulares (invertibles).

Podemos usar la propiedad de ortogonalidad entre instrumentos y perturbacién para
proponer un estimador alternativo BV 1 basado en el método de momentos. La contra-

partida muestral de esta condicién es

n n

Yozt =Y 7Y — xiBy) =0

=1 =1
en donde 4; (i = 1, 2, ..., n) son los residuos derivados del nuevo estimador, x; =
(1 Xg; ... Xi;i) es el vector k x 1 que contiene la observacién i-ésima de cada variable
explicativa, y z; = (1 Zy; ... Zi;) es el vector k x 1 que contiene la observacién i-

ésima de cada variable instrumental. Alternativamente, usando la notacién matricial

compacta,
Z't=17(y —XBy;) =0

En ambos casos obtenemos el sistema de “ecuaciones normales”

Z Zl‘Y; = ZZ'X,,L'BVI < Z/y = Z,XBVI
=1

DEFINICION 91. El estimador de variable instrumental simple es
n
Byr = (z:x;) ! ZziYi — By =(Z'X)"'Zy
=1
Observacion 72. Si todos los regresores estdn incorrelacionados con la perturbacion,
entonces Z =Xy ,BVI = BMCO.

PROPOSICION 109. El estimador de variables instrumentales es consistente.

DEMOSTRACION. Reemplazando y por su expresién en el modelo

Z’X)‘l Z'u

s = (ZX) (XG4 w) =+ (%) Zu=p+ :

n

y tomado limites probabilisticos

5 ZX\ ' . Zu
plim By; = B + plim <T> plim = B+2..,0=0
]
PROPOSICION 110. La distribucién asintética de \/n(By—B3) es N(0,022 13,57 1).

DEMOSTRACION. Como en la proposicién 105, Z'u/\/n converge en distribucién a
N(0,02%.,.). a

En muestras finitas, parece razonable estimar la matriz de varianzas y covarianzas

del estimador de variables instrumentales como
V(By;) = 62(Z'X) ' 2'Z(X'Z)"! = 62(X'Z(Z'2) ' 2'X) "t = 62(X'P,Z) 7!
en donde P, = Z(Z'Z)"'Z y

&Z =y - XBVI)/(Y - XBVI)/”

Prof. Dr. José Luis Gallego Gémez Apuntes de Econometria. LADE y LE. Curso 2008-2009.
Departamento de Economia. Universidad de Cantabria Material publicado bajo licencia Creative Commons



12. Regresores estocdsticos 177

El estimador de variable instrumentales simple utiliza un instrumento para cada
variable explicativa. La matriz Z se disena como la matriz X reemplazando las columnas
de regresores esotcdsticos por los instrumentos. Sin embargo, cuando disponemos de
varios instrumentos para una variable explicativa, podemos disenar una matriz Z de
orden n x r con r > k. Ahora la ordenaciéon de los instrumentos en la matriz Z es
irrelevante porque vamos a utilizar como instrumentos la matriz de valores ajustados en

la regresion de X sobre Z.
DEFINICION 92. El estimador de variables instrumentales generalizado es
By = (X'P. X)) 'X'P,y
en donde P, = Z(Z'Z)~'Z'.
Observacion 73. Cuando Z es de orden n X k, el estimador de variables instrumen-

tales generalizado coincide con el simple. Si r = k, la matriz X'Z es cuadrada y no

singular. Ast,
(X'P;X) = (X'Z2(Z'2) (2X)! = (2'X)"Y(2'2)(X'Z2)!
en donde las dos ultimas matrices se compensan con las dos primeras matrices de
X'Pzy = (X'Z)(Z'2)"(Z'y)
resultando que
By = (X'PsX) ' X'Pgy = (Z'X)"'Zy
Observacion 74. El estimador de variables instrumentales puede interpretarse como

el estimador de minimos cuadrados en dos etapas
Burcor = (X'X) ™' X'y
en donde X = P, X es la matriz de valores ajustados en la regresion de X y Z estimada

en la primera etapa, y Brrcop €5 el estimador de minimos cuadrados en la regresion de
y sobre X estimada en la sequnda etapa.

12.4. Modelos econométricos con endogeneidad

La solucion al problema de la inconsistencia del estimador de minimos cuadrados en
modelos con endogeneidad requiere el uso instrumentos. Ahora bien, esto no significa que
tales instrumentos existan. Hay, no obstante, tres tipos de modelos con endogeneidad
para los cuales podemos dar unas reglas para la eleccién de instrumentos:

1. el modelo ARM A(p,q) comop>1yq>1,
2. el modelo con variables medidas con error,

3. el modelo de ecuaciones simultaneas.

12.4.1. Modelos ARMA. Sea el modelo ARMA(1,1)
}/;f:5+¢1}/t—1+ut7 (tzlv 27“‘7”)
ug =Ous_ 1 + ag, ay ~ iidN(0,02)

PROPOSICION 111. El estimador de minimos cuadrados de la “pendiente”

X, - Y)Y - Y)
Z?:2(Y;5—1 - Y)z

Prof. Dr. José Luis Gallego Gémez Apuntes de Econometria. LADE y LE. Curso 2008-2009.
Departamento de Economia. Universidad de Cantabria Material publicado bajo licencia Creative Commons

o1




178 12.4. Modelos econométricos con endogeneidad

es inconsistente.

DEMOSTRACION. Tomando limites probabilisticos

A Ho2
plim gy = 12 = ¢y + —2
Y0 70

O

PROPOSICION 112. Usando Y;_o como instrumento de Y;_1, el estimador de variable

mstrumental

5 = 2ialtia — V)V = V)
Yoo (Yie =Y) (Vi1 = Y)

es consistente.

DEMOSTRACION. Tomando limites probabilisticos

plim gy = 2 = ¢,
Y1

0

Observacion 75. En un modelo ARM A(p,q) podemos usar como instrumentos de

Yio1, ..., Yoy los retardos Yy_1_¢, ..., Yi_j—q.

12.4.2. Errores en las variables. Supongamos que la relacién verdadera entre

dos variables Y; v X; es
Y, =B+ BXy +u,  w ~ iidN(0,02)
y que la variable X; ~ N(u,0%) se mide con error
P =Xt 4wy, w~iidN(0,02)
El modelo que vamos a estimar es
Yi =01+ X + v

en donde

vy = ug — Py

PROPOSICION 113. Si uy, vi, y Xy son mituamente independientes, el estimador de

minimos cuadrados de la pendiente es inconsistente.

DEMOSTRACION. El estimador de minimos cuadrados de la pendiente
by — Y (X = XY - Y)
D1 (X7 — X¥)

converge en probabilidad a

.5 cou(X), V) Bao%
1 = = <
plim var(X;) o% +02 ~ &

O

Observacion 76. Conviene recordar que la causa de la inconsistencia es la correlacion
entre el regresor y la perturbacion estocdstica. Los errores de medicion en la variable
dependiente no causan inconsistencia, salvo que estén relacionados con el regresor.
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12. Regresores estocdsticos 179

PROPOSICION 114. Un estimador consistente de B35 es
Yo -y

e

2 T ]

en donde X1 y Xo son las medias de los valores de X* que son menores o mayores que

la mediana X', esto es,
N — - n — -
Xi=35 Y XII(X; <X) y Xp= 5 Y XT(X; > X)
t=1 t=1
eY; e Yy son las medias de los valores de Y en esos dos grupos
n n
— n . ~ - n .
Y, = §ZYtI(Xt <X) e Yo= EZYtI(Xt > X)
t=1 t=1
DEMOSTRACION. Escribiendo el modelo como
Y = B+ B X +52(X) — X¥) + vy
—_——
By
el esimador propuesto puede contemplarse como un estimador de variable instrumental

usando Z; como instrumento para X; — X*, en donde Z; = 1 para X; > X y Zy = —1
para X; < X. Asi, suponiendo que n es par,

~ —1 _ _
O _ ipxeige - (M, O A Y
(@)‘“X) Zy‘(o §<X;—Xf>> (50‘@—1‘@)‘((n—n)/m—m)
Ol

Observacion 77. Usando los cuantiles del 33 y 66 por ciento, podemos formar tres
grupos de n/3 observaciones. Omitiendo el grupo central, podemos estimar la pendiente
como _ _

Y3 -1
=% ox
37 N

Palabras clave

Regresores estocasticos Variable instrumental
Exogeneidad fuerte Minimos cuadrados en dos etapas
Exogeneidad débil Errores en variables
Endogeneidad Sesgo de mediciéon

Teoria asintética Sesgo de simultaneidad

12.5. Ejercicios

1. Demuestre que el estimador de variables instrumentales generalizado es consis-
tente.

2. Demuestre que el estimador 62 = (y — XBy7) (y — XBy;)/n es consistente.

3. En el modelo de regresién lineal simple con endogeneidad, obtenga el estimador
de variable instrumental simple para la ordenada y la pendiente usando la
notacion escalar.

4. Demuestre que el estimador de variables instrumentales generalizado coincide
con el estimador de minimos cuadrados ordinarios cuando el nimero de instru-

mentos es igual que el nimero de observaciones.
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180 12.5. Ejercicios

5. Usando el modelo de regresion simple, demuestre que los errores en la medicién
de la variable dependiente no causan inconsistencia.

6. En el modelo de regresién simple con errores en la variable explicativa, de-
muestre que

7. Imagine que la variable explicativa X; que se mide con error sigue un proceso
AR(1). Comprueba que Y;_1 y X" ; son dos instrumentos validos para X;.
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