CAP{TULO 13

Modelos de ecuaciones simultaneas

Hasta ahora hemos estudiado el modelo lineal general uniecuacional, que relaciona
una variable dependiente con una combinacién lineal de varias variables independientes
mas una perturbacién estocastica. En esta relacion estadistica se supone que las vari-
ables indepentes son ortogonales al término de error. Este supuesto implica una relacion
causa-efecto: las variables independientes causan a la variable dependiente, pero los
cambios de la variable dependiente (en respuesta a los factores recogidos en el térmi-
no de error) no tiene efectos sobre las variables explicativas. Sin embargo, este tipo
de relaciones unidireccionales son raras en economia, porque las variables econémicas
estan interrelacionadas. Por ejemplo, la microeconomia nos dice que los precios y las
cantidades se determinan simultdneamente (conjuntamente) en los mercados. Similar-
mente, la macroeconomia nos dice que la renta y el nivel de precios de una economia se
determinan simultdaneamente por la interaccién de la oferta y demandas agregadas.

En este capitulo extendemos el modelo lineal general considerando varias variables
dependientes interrelaccionadas que a su vez dependen de un conjunto de variables in-
dependientes. Cada variable dependiente tiene una ecuacién especifica que expresa su
relacion con el resto de variables dependientes y con el conjunto de variables independi-

entes. El sistema de ecuaciones se denomina modelo de ecuacioens simultdneas.

13.1. Forma estructural y forma reducida

Consideramos m variables interpedendientes o endégenas Y1, Yor, ..., Yy que asu
vez dependen de k variables independientes o exdgenas X4, Xof, ..., Xk, en donde el
indice ¢ tiene un rango de 1 a T'. Para cada variable endégena Yj; (j =1, ..., m) pode-

mos especificar una ecuacién de regresién lineal que exprese Yj; como una combinacién
lineal de las restantes varibles endégenas y de las variables exdgenas. El sistema de ecua-
ciones resultante se denomina modelo de ecuaciones sismultaneas y puede escribirse de

la siguiente forma
a1 YietaraYo, + -+ o Yo + Br1 X + BraXop + - + B X = €1t
a1 Yii+aaYor + - - -+ a0y Yo + P21 X1 + BoaXop 4 - - + Pop X = €2t

(13.1)

am1 Y1 +am2Yor + - + ammYmt + Brn1 X1e + BmaXor + -+ + Bre Xt = €me
endonde o (j=1, ..., myi=1, ..., m)yBn (=1, ..., m; h=1, ..., k) son
los coeficientes de regresion y €j; (j =1, ..., m; t =1, ..., T) son las perturbaciones

estocasticas. Por conveniencia notacional hemos situado todas las variables en el lado
izquierdo de la ecuacion y las perturbaciones en el lado derecho, y permitimos que Xi¢

sea una variable de unos si se desea incluir un término constante.
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182 13.1. Forma estructural y forma reducida

DEFINICION 93. El sistema de cuaciones 13.1 se dice que estd normalizado cuando

en cada ecuacion aparece una variable enddégena con un coeficiente unitiario.

Para la observacion t-ésima, el sistema de ecuaciones (13.1) puede escribirse en forma

matricial como

(13.2) Ay, +Bxi=¢, t=1,2, ..., T
en donde
Y1t X1t €1t
Yo Xot €2t
Yt = ) Xt = ) € = )
Yot Xkt Emt
N—— ~—— N——
mx1 kx1 mx1
a1z ... Qi B11 Pz ... Pk
Qo1 Q2 ... Qam Bo1 Baz ... Do
A= , B= ]
OUm1 Om2 ... Qi Bm1i Bm2 - Bmk
mxm mxk

Los supuestos basicos para el modelo (13.2) son:

1. A es una matriz no singular,
2. las variables exdgenas x; son no estocdsticas, linealmente independientes y con

momentos muestrales finitos, esto es,

1 I
Jim 7 %k =Q
t=1
es una matriz finita no singular de orden k x k,

3. los vectores €; se distribuyen independiente e indenticamente con una distribu-
ciéon normal multivariante con vector de medias nulo y matriz de varianzas y
covarianzas X, € ~ i1idN (0, X). También se dice que €; es un proceso de ruido
blanco vectorial porque cumple los supuestos

a) estacionariad en media, F(e;) = 0,
b) estacionariedad en varianza (homocedasticidad)

€1t 011 012 cee O1lm

) €t Qo1 Q2 ... Oy
E(ee;) = F . (€1t €2 Emt) = =3,

Emt Oml Om2 --- Omk

¢) y ausencia de autocorrelacién, F(e€;) = 0Vt # s.

Observacion T8. Para las perturbaciones estocdsticas de cada ecuacion j-ésima,
€je(t = 1,...,T), suponemos que se mantienen los supuestos del modelo cldsico de
regresion: (1) media nula, E(ej;) = 0, (2) varianza constante (independiente de t),
E(e?t) = 0jj, ¥y (3) ausencia de correlacion serial, E(ejiejr—) = 0 VE # 0. Ademds,
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13. Modelos de ecuaciones simultaneas 183

permitimos que las perturbaciones de cada par de ecuaciones simultineas estén “con-
tempordneamentecorrelacionadas, E(eyeje) = 045 (4,5 =1, ..., m), pero eliminamos la

posibilidad de correlacion “dindmica”, E(eitejt,k) =0Vk #£0.

Las T observaciones del modelo (13.2) pueden escribirse en forma matricial como

A <Y1 y2 ... }’T> +B (X1 Xo ... XT> = (el € ... eT)
o bien
(13.3) AY +BX = E
siendo
Yi Y2 ... Yir X1 X2 ... Xir €11 €12 ... €r
Yor Yoo ... Yor Xo1 Xoo ... Xor €21 €29 ... €7
Y = . . . , X = . . . , E=
Yimi Y2 ... Yur X1t Xio ... Xor €ml €m2 ... €mT
mxT kxT mxT

Observacion 79. En (13.3) hemos ordenado los datos de las variables enddgenas en
las filas de Y. Alternativamente podriamos haber dispuesto estos datos en las columnas
de una matriz Y de orden T X m. En este caso obtendriamos una forma matricial que
seria la traspuesta de (13.3), Y'A' + X'B = E'.

DEFINICION 94. Las ecuaciones (13.1), (13.2) y (13.3), que explicitamente expresan

relaciones de simultaneidad entre las variables enddgenas, consituyen la forma estructural

del modelo de ecuaciones simultdneas.

Resolviendo el sistema de ecuaciones simultdneas (13.1) para las m variables endégenas,

podemos expresar cada variable enddgena tinicamente en términos de variables exdgenas
Yip =mi1 X + moXoe + -+ + T Xpr + une

Yor =mo1 X1e + mooXop + -+ + mop Xpr + uat
(13.4)

Yt =mm1 Xue + TmaXot + -+ 4 T Xt + Ut
Para la observacion t-ésima, podemos escribir (13.4) como
(135) yt:HXt+ut, tzl, 2, ,T

que puede también obtenerse premultiplicando (13.2) por A~!, de manera que

II =— A'B vy u=A"le
~~~ S——
(mxk) (mxm)(mxk)

Ahora es claro que el vector de perturbaciones u; = A~'¢; tiene las propiedades

1. B(w) = E(A '¢) =0,
2. B(u)) = (A 'efA’™ ) = AT'SA T = Q,
3. E(wul) = E(A e A’ ") =0,
4. uy ~ idN(0, Q).
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184 13.1. Forma estructural y forma reducida

Las T observaciones en (13.5) pueden escribirse de forma matricial como
(13.6) Y=IX+U
que puede también obtenerse premultiplicando (13.3) por A~!, siendo U = A~'E.

DEFINICION 95. Las ecuaciones (13.4), (13.5) y (15.6), que esconden las relaciones
de simultaneidad en la matriz de varianzas y covarianzas de las perturbaciones, son tres

representaciones alternativas de la forma reducida del modelo de ecuaciones similtdneas.

Las ecuaciones (13.4), (13.5) y (13.6) son la extensién multivariante del modelo
lineal general. El estudio del modelo lineal general multiecuacional va mas alld del al-
cance de este curso. Sin embargo, muchos de los resultados establecidos para el modelo

uniecuacional se extienden facilmente al modelo multiecuacional.

PROPOSICION 115. El estimador de minimos cuadrados de la matriz de coeficientes

IT y de la matriz de coraviazas €2 de la forma reducidad son

1

T T -1
IM=YX'(XX)" ! = (Z ytx;;) (Z xtX:f) y Q= T % Zﬁtﬁ;
t=1 t=1

EJeMPLO 24. Consideremos el modelo de oferta y demanda
qf =ay + agpr + azry + exg

q; =b1 + bap; + €

d
q; ZQf

en donde qf es la cantidad de un bien que desan comprar los consumidores, q; es la
cantidad de ese mismo bien que desean vender los productores, p; es el precio del bien,
¢ es la renta de los consumidores, €14 y €3¢ son las perturbaciones estocdsticas que
transforman el modelo microeconomico de oferta y demanda en un modelo econométrico.
Esperamos que as < 0 y by > 0. La condicion de equilibrio q;i = q; determina la cantidad
vendida y comprada en el mercado y el precio de mercado. De aqui, las variables q; y
pr se determian conjuntamente (variables enddgeneas) en el modelo, mientras que la
variable v, se determina fuera del modelo (variable exdgenas). Utilizando la notacion

dada para la forma estructural, podemos escribir el modelo de oferta y demanda como

1T o) (@ B P2\ (1) [ewn
S S [H R [N )

Resolviendo el sistema para q; y pt, obtenemos la forma reducida

@\ _ [T T 1 _ [
Pt 21 22 Tt Ut

en donde

_ P — a1z P2 _€1p — g€y
T =" TMp="T""", Ut="""—,

1 —apan 1 — a0 1 —arpae

fo1 — 2111 —an1 12 €9t — Q1€1¢
Mo == oy =— L gy =

21 ) 22 ) 1
1 — appae; 1 — ajoa — Q12021

Conviene notar que en la forma estructural propuesta hemos fijado la cantidad demanda-

da como la variable dependiente en la ecuacion de demanda y el precio como la variable
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13. Modelos de ecuaciones simultaneas 185

dependiente en la ecuacion de oferta. Esta eleccion es arbitraria y podemos alternativa-
mente considerar que el precio es la variable dependiente en la ecuacion de demanda y

la cantidad vendida es la variable dependiente en la ecuacion de oferta

1 o Pt " B Bia 1 _ €l
a1 Q By O Tt €5

que equivale a multiplicar las ecuaciones de demanda y oferta en (13.7) por 1/cai2 y

1/ag1, respectivamente.

13.2. El problema de la identificacién

DEFINICION 96. Un pardmetro de un modelo estd identificado si su valor puede

deducirse del conocimiento de la funcion de verosimilitud.
PROPOSICION 116. Los pardmetros de la forma reducida estdn identificados.

DEMOSTRACION. La distribucién normal multivariante estd completamente carac-
terizada por los dos primeros momentos (vector de medias y matriz de varianzas y co-
varianzas). De aqui, la forma reducida (13.6) caracteriza completamente la distribucién

de Y, cuyos dos primeros momentos son
EY)=IIX y V(y)=Q

y su funcién de densidad conjuta es

T

p(Y) = (2m) """/ 2e:cp<—% > (v —TIx,)' Q7 (y, — Txy))
t=1

que nos permite encontrar los estimadores de maxima verosimilitud

T T -1 T

. A 1

Il = (Z thfs> (Z xtx;> = YX'(X'X)"! y Q= Z Y
t=1 t=1 t=1

=l

O

COROLARIO 12. Un pardmetro de la forma estructural estd identificado si su valor
puede deducirse de los pardmetros de la forma reducida.

DEFINICION 97. La tripleta (A,B,X) se denomina estructura del modelo (13.3).

DEFINICION 98. Dos estructuras (A, B,X) y (A, By, X.) son observacionalmente

equivalentes o indistinguibles si conducen a la misma forma reducida.

DEFINICION 99. Una estructura (A, B, X) es identificable si no existe otra estructura
(A, B, X,) indistinguible de (A, B, ).

PROPOSICION 117. Si no se imponen restricciones sobre la estructura (A,B,X),
ninguno de los pardmetros estructurales estd identificado.

DEMOSTRACION. Premultiplicando (13.3) por una matriz no singular P # I, obten-
emos la forma estructural

PAY + PBX = PE
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186 13.3. Condiciones de orden y rango

cuya forma reducida es
Y=-A"'"P'PBX=P 'PE=TIX+U

De aqui, las estructuras (A, B, X) y (PA,PB,PX) son indistinguibles. O

La demostracion anterior nos sugiere un interpretacién intuitiva del problema de
identificacion. Una ecuacién estructural es identificable si no existe ninguna combinacién
lineal de ecuaciones estructurales que sea indistinguible de ella. Ahora bien, en (13.1)
todas las ecuaciones incluyen las mismas variables endégenas y exégenas, por tanto, no
podemos distinguir ninguna ecuacién de las otras ni de cualquier combinacién lineal de
todas ellas. De aqui, al estimar una ecuacion estructural no sabemos si realmente estamos
estimando los pardmetros de interés (A, B, X)) o, por el contrario, una combiacién lineal
de pardmetros estructurales (PA,PB,PX). Veamos un ejemplo.

EJEMPLO 25. En el modelo de oferta y demanda (24), la combinancidn lineal wiqf +

waqd (w1 +ws = 1) junto con la ecuacion de equilibrio q{ = qf, proporciona una ecuacion
gt = (w1a1 + wab1) + (w1a2 + wab2)pr + (wiaz + wabs)re + (Wi€rr + waea)

que es indistinguible de la ecuacion de demanda. De aqui, en la regresion q, sobre 1, p;

y ¢ no sabemos si estamos estimando la ecuacion de demanda
qt = a1 + azpy + asry + €y

o una combinacion lineal de las ecuaciones de demanda y oferta. En cambio, no existe
una combinacion lineal de las ecuaciones de oferta y demanda que sea indistinguible de
la ecuacion de oferta. Esto sucede porque hemos impuesto una restriccion: la variable r;
no aparece en la ecuacion de oferta. Si incluimos ry en la ecuacion de oferta, entonces
estd ecuacion tampoco es identificable.

13.3. Condiciones de orden y rango

Si el problema de identificacién surge porque todas las ecuaciones estructurales in-
cluyen las mismas variables, entonces una forma de resolver el problema es omitir algunas
variables en (13.1) fijando algunos de los parametros estructurales oj; y 8j; en cero. Este

tipo de restricciones se denominan restricciones de exclusion.

PRroPOSICION 118. Condicién de orden. Una condicién necesaria para que una
ecuacion estructural sea identificable es que el nimero de varibles exégenas exluidas sea

mayor o igual al nimero de enddgenas incluidas menos uno.

PROPOSICION 119. Condicién de rango. Una condicion necesaria y suficiente para
que una ecuacion sea identificable es que el rango de la matriz G sea igual a m — 1, en
donde la matriz G estd formada por los pardmetros que las variables excluidas en dicha

ecuacion tienen asociados en las restantes ecuaciones.

Sin perdida de generalidad nos centramos en la identificacién de la primera ecuacion

estructural y ordenamos las variables endégenas y exégenas de tal modo que podemos
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13. Modelos de ecuaciones simultaneas 187

particionar (13.2) como

Yy
aj;  aip  aig vie | + bi; big) [(xi)  [en
1t =
Az Az Ao Bo1 Boy ) \ xo €2
Yot
A e B Xt €t
Yt

en donde hemos particionado el vector Y; para resaltar que, en la primera ecuacién,
Y1 es la variable a explicar, a;; = 1, la cual depende de msy variables enddgenas yo;,
pero no depende de las mg variables enddégenas y3:, aj3 = 01xm,. Andlogamente, hemos
particionado el vector X; para indicar que Y7; depende de k; variables exdgenas X1,
pero no depende de las ky variables exégenas xa;, b1a = 01xk,. Obviamente, se cumple

que 14+mo+m3 =my ki + ko = k. De aqui, particionamos la relacién AIIl = —B como
T ™
1 aio 0 HH H12 b11 0
21 2| =
Aoy Axp Ay Bo1 Ba
Il3; Il

de donde obtenemos las relaciones que podemos usar para determinar la identicafibilidad

de la primera ecuacién estructural
11 + aplly; =bqg
11 + ajpllyy =0

Las kq primeras ecuaciones aj1II1; = by; nos permiten obtener by; a partir de ajo. De
las ko ultimas ecuaciones aj2Ilss = —mq; podremos obtener los mo coeficientes ajo de
las enddgenas si ko > mo. Esta es precisamente la condicion de orden, que asegura que
tenemos al menos tantas ecuaciones como incognitas. Ahora bien, esta condiciéon no es
suficiente para que exista solucién, necesitamos ms ecuaciones linealmente independi-
entes para determinar mo incognitas. De aqui, el rango de la submatriz Ilsy tiene que
ser igual a mg, p(Ily) = mo.
Para evitar el cdlculo de la matriz Ilso, es conveniente notar la siguiente relacién

p(I2) = p(G) — mg

en donde la matriz G = (Ags Bay) se obtiene de un modo inmediato a partir de la forma

estructural.

DEFINICION 100. De las condiciones de orden y rango extraemos las siguientes con-

clusiones:

1. si ko > ma y p(Age Bag) = m — 1, la ecuacion estd sobreidentificada.
2. si ko =mg y p(Aga Bag) =m — 1, la ecuacion estd exdctamente identificada.

3. st ko < ma, la ecuacion estd subidentificada.
EJEMPLO 26. Consideremos el modelo de oferta y demanda
qt =a1 + agpy + azry + e demanda
qi =b1 + bopy + €21 oferta

Las variables enddgenas y exdgenas del modelo son (qi, pt) y (1, 1¢). En la primera
ecuacion, no se excluye ningua variable; por tanto, no se cumple la condicion de orden y

la ecuacion estd subidentificada. En la seqgunda ecuacion se excluye la variable exdgena
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188 13.4. Métodos de estimacion

r¢; por tanto, se cumple la condicion de orden ko = m12 = 1. En cuanto a la condicion
de orden, la matriz G = (a3), cumpliéndose que p(G) =m — 1 = 1. Concluimos que la
ecuacion de demanda estd exdctamente identificada.

St modificamos el modelo incluyendo una variable en la ecuacion de oferta
qr =a1 + aspr + asry + €13 demanda
qt =b1 + bapt + b3pr—1€2t  oferta

entonces ambas ecuaciones estdn exactamente identificadas.

EsempLo 27. Consideremos el siguiente modelo macroecondomico
Cr=ap+a1Ys + et
It =Po + p1Y1 + B2Gi1 + ex
Y, =Cy + I + Gy

en donde (Cy, I;, Yi) son las variables enddgenas y (G, Gi—1) son las variables

exdgenas. Sustituendo la identidad en las ecuaciones de Cy e I; tenemos

Ct =ap + a1ly + aaGy + €1y

It =by + b1Ct + baGt + b3Gr1 + €t
en donde, siguiendo un razonamiento similar al del modelo de oferta y demanda, con-
cluimos que la ecuacion de consumo estd exactamente identificada, mientras que la de
inwversion esta subidentificada.

13.4. Métodos de estimacién

En la estimacién de un modelo de ecuaciones simultaneas podemos seguir dos estrate-
gias: (1) estimar separadamente cada ecuacién del sistema y (2) estimar conjuntamente

todas las ecuaciones del sistema.

13.4.1. Estimacién individual de ecuaciones. Cada variable endégenay; (j =
1, ..., m) puede expresarse como una combinacién lineal de las restantes variables

endogenas y de las variables exdgenas mas una perturbacion estocastica estocastica
(13.8) yi =Yy, + X'+ ¢

en donde y;» es la j-ésima fila de Y, Y; es la submatriz resultante de eliminar la j-ésima

fila de Y, X es la matriz k x T" de variables exdgenas, y €; es j-ésima fila de E.
PROPOSICION 120. El modelo lineal general (13.8) presenta endogeneidad
plim %Yjej = Aj_lo'j #0
en donde Aj_1 es la submatriz resultante de eliminar la fila j-ésima de Aj_lE yoj;esla
j-ésima columna de 3.
DEMOSTRACION. Eliminando la fila j-ésima de la forma reducida
Y=-A"'BX+A'E

obtenemos
Y;=—A;'BX+A'E
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13. Modelos de ecuaciones simultaneas 189

Vemos que Y; es una transformacién lineal de todas las perturbaciones de la forma
estructural. De aqui,

o1 o1 .1
plim TYjej = — plim TAj 1BXej + plim TAj 1Eej
_ . Xe; _ . Ee;
=— Aj B plim —TJ + Aj Lplim —2

T
T
phm Zt:l €1t€jt

T 014
T J
D i €2t
=0+ A; T =A; '
S et omj
Iim &%=—
P T

O

18.4.1.1.  Minimos cuadrados ordinarios. Dada la sencillez y amplia disponibilidad
en paquetes estadisticos de este método de estimacién, es siempre una tentacion el
estimar las ecuaciones por minimos cuadrados ordinarios. Sin embargo, este estimador

no tiene propiedades deseables en este contexto.
PROPOSICION 121. Los estimadores de minimos cuadrados
y; = (Y, MxY) 'Y, Mxy; y 6; = (XM;X')'XM,y;,
son inconsistentes, en donde Mx = Iy — X/(XX')71X y M; = Iy — Y;(YjY;-)_le.
DEMOSTRACION. Notando que
’3/]' :’7]' + (Y]’MxY})_leMxej
8]' :5]- + (XM]'X/)_IXM]‘EJ'

es facil comprobar que

B . M.e;
:Ajlo'j;éO y plim 1{37&0
O

18.4.1.2.  Minimos cuadrados indirectos. Si las variables exdgenas son fijas, la for-
ma reducida cumple los supuestos béasicos del modelo clasico. En este caso, el estimador

de minimos cuadrados ordinarios
II=YX'(XX')"!
es consistente.

DEFINICION 101. El estimador de minimos cuadrados indirectos de 4, y d; se obtiene
resolviendo el sistema de ecuaciones

(1 -,) =3
en donde (1 — ;) es la j-ésima fila de A y Sj es la j-ésima fila de B cambiada de
$gno.

PROPOSICION 122. El estimador de minimos cuadrados indirectos es consistente si

la ecuacion estd exactamente identificada.
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190 13.4. Métodos de estimacion

13.4.2. Minimos cuadrados en dos etapas. Como su nombre indica, este
método proporciona estimaciones de los pardmetros de (13.8) siguiendo un procedimien-
to en dos etapas. En la primera etapa, se realiza la regresién de las variables endégenas
explicativas Y; sobre todas las variables exdégenas del modelo X, y se obtiene la ma-
triz (m — 1 x T) de valores ajustados Y; = Y;X/(XX')~'X y la matriz de residuos
Vj =Y, - Yj. En la segunda etapa, se estima la ecuacion de regresion

yj = Y;"Yj + X/(Sj + ej
que se obtiene sustituyendo la identidad Y; = Yj —i—Vj en (13.8), siendo e; = €; +V97j.
PROPOSICION 123. Los estimadores de minimos cuadrados en dos etapas
’S’j = (?jMx?g)il?jMxyj Yy Sj = (XI\A/IjX’)’le\A/ijj
son consistentes, M; = Iy — \?3(\73\?3)_1{@

DEMOSTRACION. Los estimadores sélo dependen de variables exégenas. (Il

PROPOSICION 124. El estimador de minimos cuadrados es un estimador de variables

instrumentales que usa Y; como instrumentos de Y; y X; como instrumentos de X;.

PROPOSICION 125. Si la ecuacidn estd exactamente identifica, el estimador de mini-

mos cuadrados en dos etapas es equivalente al de minimos cuadrados indirectos.

PROPOSICION 126. FEl estimador correcto de la varianza de la perturbacion
52— 1 YA, —X'§;) Y4 — X
05 = 7 (v; = Y3¥; = X0;) (y; = Yj¥; — X9;)
es consistente.

DEFINICION 102. El estimador de la clase k remplaza la matriz Y por Y — kV.

Prof. Dr. José Luis Gallego Gémez Apuntes de Econometria. LADE y LE. Curso 2008-2009.
Departamento de Economia. Universidad de Cantabria Material publicado bajo licencia Creative Commons



