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@ El Modelo de Regresién Lineal Simple nos permite explicar y en
términos de x.

@ Sea
y:ﬁO‘f‘ﬁlX"i'Ua
donde

e y: variable dependiente, endégena, explicada o regresando...
e x: variable independiente, exdgena, explicativa, de control,
regresor...

Bo y B1: parametros poblacionales.

e u: término de error o perturbacién no observable.
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UcC

Modelo de Regresién Lineal Simple et

DE CANTABRIA

@ (1: parametro de pendiente. Mide la relacién entre x e y, es decir,

cémo cambia y cuando se producen modificaciones en x.
@ (p: término constante. Es el valor de y cuando x y u son cero.

@ Si todos los deméas factores contenidos en u se mantienen cons-

tantes (Au = 0), x tiene un efecto lineal sobre y, es decir,

Ay = B1Ax si Au=0.
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UcC

Modelo de Regresion Lineal Simple: ejemplos onspne

DE CANTABRIA

y = Bo + Bix + u.

@ Cultivo de soja y fertilizante: Si y =cosecha y x = cantidad de
fertilizante, el término de error (u) recoge factores como:
o calidad de la tierra.
o lluvia.
@ Ecuacioén salarial simple: Si y =salario y x =afios de estudio, el
término de error (u) recoge factores no observables como:
e experiencia laboral.
e capacidad o habilidad.
e antigliedad en la empresa.

Alexandra Soberon (UC) ECONOMETRIA | 4 /42



UcC

Modelo de Regresion Lineal Simple: supuestos onspne

DE CANTABRIA

o Linealidad en los parametros: y = 3y + S1x + u,
es decir, un cambio unitario en x tiene el mismo efecto sobre y

con independencia del valor inicial de x, i.e.
Ax =1= Ay = [, Vx,Au = 0.

e Media condicional cero: E(u|x) = 0 Vx. Para cualquier valor de
x, la media del término de error no observable es siempre la misma

e igual a cero.

E(u|x) = E(u) =0.
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UcC

Funcién de regresion poblacional lineal et

DE CANTABRIA

@ El supuesto E(u|x) = E(u) = 0 nos lleva a

E(y|x) = Bo + P1x.

@ Esta expresion nos proporciona el valor de la funcién de regresién

poblacional. En este caso es lineal.

@ Nos indica cémo varia el valor medio de y ante cambios en x, es

decir,
OE(y|x
(gyl ) _ 8
X
o Asi, E(y|x) = Bo + B1x es la parte explicada por x y u es la parte

no explicada por x.
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Funcién de Regresion Poblacional b

Calificaciones en el examen vs. ratio estudiantes-maestros )

Test score (Y)
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Fuente: Stock & Watson (2011)
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Funcién de Regresién Poblacional ooy

DE CANTABRIA

E(y|x) es una funcién lineal de x, donde para cualquier x la distribucién
de y estd centrada alrededor de E(y|x).

E(y|x) como funcion lineal de x.

Fuente: Wooldridge (2005).
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Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) UF

DE CANTABRIA

o ldea basica de la regresion: estimar los parametros poblacionales
(Bo, 41) a partir de un conjunto de datos.

e Siendo {(xj,y;) : i = 1,---,n} una muestra aleatoria de tamafio
n tomada de una poblacién desconocida, para cada observacién i

tenemos
yi = Po + B1x; + u;

@ Supuesto necesario estimadores OLS: E(u|x) = E(u) =0 que
también implica Cov(x, u) = E(xu) = 0.

@ jPor qué? Recuerda de la probabilidad basica que

Cov(x,y) = E(xy) — E(x)E(y).
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Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) UF

DE CANTABRIA

@ Dado que u = y — By — B1x, es posible expresar los pardmetros
desconocidos en términos de x,y,Bo y [1. Asi, obtenemos dos

restricciones de momento:

Ely — o~ p1x] =0
E [x(y — Bo — f1x)] = 0.

@ Método de los momentos: proceso de estimacién que implica la
imposicion de restricciones de momentos poblacionales sobre los
momentos muestrales.

@ ;Qué implica todo esto? Sea una muestra aleatoria de observacio-
nes de y, {yi}/_, para estimar E(y) utilizamos la media muestral
y= % i1 Yi-
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UcC

MCO: método de los momentos ey

DE CANTABRIA

@ Objetivo: elegir los valores de los pardmetros poblacionales que
aseguran que las versiones muestrales de las restricciones de mo-

mento son ciertas:
n
"ty ()’i — fo — 51Xi) =0
/:nl A A
nt ZX,' (y; — Bo — 51Xi> =0
i=1

@ Dada la definicion de la media muestral y aprovechando las propie-
dades basicas de la suma, podemos reescribir la primera condicién

como
y= Bo + 312
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UcC

MCO: método de los momentos e

Reemplazando la expresién de Bo
n
> xi ()/i - (Y - 517) - 51Xi) =0
i=1

y agrupando términos,
n N n
S xilyi—y)=p51>_xi(x—X%).
i=1 i=1

Utilizando las relaciones "7 1 (xi — X)x; = 371 (xi — X)? y
Sl = 7% = Sy = Y)(x = %),

n n

o~

i =X —y) =5 (x—x)>.

i=1 i=1
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UcC

MCO: método de los momentos e

@ Los estimadores MCO resultantes son:

o~

Bo = ¥-Bix,

s SR -)
i O — %)
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UcC

Ejemplo practico o

DE CANTABRIA

@ Objetivo: estudiar la relacién entre el rendimiento sobre el capital
de una empresa y el sueldo de los directores generales de dicha
empresa (CEO).

@ Variables disponibles:

e salary: sueldo anual de los CEOs.
e roe: rendimiento del capital medio de las empresas.

@ Modelo: salary = By + [1roe + u
@ Recta de regresion: @ = 963,191 + 18,501 roe.

@ ;Cuél es el cambio predicho en salary ante un aumento unitario en

roe?

@ ;Cudl es el sueldo predicho si roe = 307
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Propiedades estimador MCO de la pendiente UF

DE CANTABRIA

@ El estimador de la pendiente (31 es simplemente la covarianza mues-

tral entre x y y dividida entre la varianza muestral de x.
@ Si x e y estan correlacionadas positivamente, (1 sera positiva.
@ Si x e y estan correlacionadas negativamente, 31 serd negativa.

@ Para obtener (51 la condicién necesaria es que x varie a lo largo de

la muestra.
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UcC

Funcién de regresion muestral ooy

DE CANTABRIA

Una vez obtenidos los estimadores podemos calcular el valor ajustado
(predicho):

y = Bo + Bix

Valores ajustados y residuales.

Fuente: Wooldridge (2005)
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UcC

MCO: criterio de minimizacién de residuos ey

DE CANTABRIA

o Criterio MCQO: escoger Bo y 31 tal que la suma de residuos al

cuadrado, E(u?), sea lo mas pequefia posible.

@ Residuos: diferencia existente entre el valor observado y; y el

valor ajustado o predicho y;:
Up=yi—Yi=Yyi— (Bo + lei>

@ Analogo muestral del modelo del problema a minimizar E(u?)

n n

ming, g Z (ai)2 = ming, g, Z (Yi - BO - B1Xi>2 .

i=1 i=1
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UcC

MCO: criterio de minimizacién de residuos ey

DE CANTABRIA

@ Las condiciones de primer orden son

n
> ()/f = Po— 51Xi> =0,
i=1
n ~ ~
> X (Yi = Po— 51Xi) =0.
i=1
o Estas condiciones de primer orden son el andlogo muestral de las

condiciones de primer orden poblacionales, es decir,

E(u) =0,
Cov(x,u) = 0.

Alexandra Soberon (UC) ECONOMETRIA | 18 / 42



UcC

Propiedades de los estimadores MCO oo

DE CANTABRIA

@ La suma (y la media muestral) de los residuos MCO son cero,

n
> Ui =0.
i=1

@ La covarianza muestral entre los regresores y los residuos MCO es

cero,
n
E x,-ﬁ,- =0.
i=1

@ La covarianza muestral entre los valores ajustados y los residuos
MCO es cero,
yiui = 0.

i=1
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Propiedades de los estimadores MCO uc

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA

e El punto (X,y) siempre se encuentra sobre la recta ajustada, es
decir

y = Po + p1x.
@ y; puede ser descompuesto entre el valor ajustado y su residuo

asociado, que estan incorrelacionados, es decir,

yi =Yi+ 1.
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UcC

Bondad de ajuste et

DE CANTABRIA

e Coeficiente de determinacién (R?): se interpreta como el por-
centaje de la variacion muestral de y que es explicado por x y se
calcula como la fraccién de la suma total de los cuadrados (SST)

que es explicada por el modelo:

gro b 4 SR
SST SST

donde
o Suma Total de los Cuadrados (SST): SST = 37, (vi — y)*.
o Suma Explicada de los Cuadrados (SSE): SSE =", (i -y
o Suma de los Cuadrados de los Residuos (SSR): SSR = "7 | G2

e SST = SSE + SSR.
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UcC

Bondad de ajuste P

@ SST = SSE + SSR. Prueba:

Syi—9 =i — )+ i -9
i=1 i=1
=3[+ @ -7
i=1
-y O +22n:ai(}7i -Y) +zn:()7i -Y)
-1 -1 i=1

= SSR+2 (3 — ) + SSE,
i=1

donde sabemos que .7, ui(y; —y) = 0.
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UcC

Unidades de medida y forma funcional e

DE CANTABRIA

@ ;Cémo cambios en las unidades de medida de la variable depen-
diente o de la independente afecta a las estimaciones MCQO?

salary = 0,963191 + 0,018501 roe

o Cambio en (Y): si Y es multiplicada por ¢ = 1000,
salary = 963,191 + 18,501 r0e
o Cambio en (X): si definimos roedec = roe/100,

salary = 963,191 + 1850, 1roedec
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Unidades de medida y forma funcional e

@ Las relaciones lineales no son suficientes para describir las relacio-
nes econdmicas.
@ Modelo lineal: implica que el incremento de y ante cambios en x

es siempre igual, independientemente del nivel de x:
salary = By + P1roe + u

o Elasticidad constante (log-log): la relacién entre x e y se esta-

blece en términos de incrementos relativos.
log(salary) = Bo + [1log(roe) + u,
donde f; es la elasticidad de salary respecto a roe. Asi,

%Asalary = 31 %Aroe.
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Unidades de medida y forma funcional UF

DE CANTABRIA

o Semielasticidad (log-level): el cambio se produce en términos

porcentuales.

log(salary) = o + B1roe + u
Si Au = 0, entonces (100 - 51) es la semielasticidad de salary
respecto a roe,

%Asalary = (100 - 31)Aroe.

o Semielasticidad (level-log): controlamos incrementos relativos

de x,

salary = By + P1log(roe) + u,

donde AY = & %Ax.
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UcC

Unidades de medida y forma funcional e
Modelo Var.Dep | Var.Indep Interpretacién
Nivel-nivel Y X AY = 1AX
Nivel-log Y log(X) | AY = (61/100) %AX
Log-nivel | log(Y) X %AY = (10051)AX
Log-log log(Y) log(X) NAY = 1 %AX
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UcC

Insesgadez de los estimadores MCO P

DE CANTABRIA

@ Supuestos necesarios:

e Linealidad: el modelo poblacional es lineal en pardmetros,
y = Bo + Bix + u.

e Muestreo aleatorio: Contamos con una muestra aleatoria de
tamafio n, {(x;,y;) : i =1,2,--- ,n}. Asi, el modelo muestral es
yi = Bo + Bix; + uj.

o Media condicional cero: E(u|x) = 0 de modo que E(u;|x;) = 0.

e Variacion muestral de la variable explicativa: no todos los

valores muestrales de x son iguales.

@ Para analizar el sesgo del estimador MCO es necesario reescribirlo

en términos de los parametros poblacionales.
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Insesgadez de los estimadores MCO uc
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@ Estimador de la pendiente:

S =Xy Y (i = X)yi

=S TRp p
@ Numerador:
D iRy = Y (= X)(Bo + Puxi + ui)
-1 i=1
= Z(X,- — 7)B0 + Z(X,' — ?)ﬁ1X,‘ + Z(Xi — ?)Ui
i= i=1 i=1
= /@0 Z(X{—Y)—Fﬂl Z(X,‘ —;)X,‘—‘rZ(X,‘ —;)Ui
i=1 i=1 i=1

n
= Bist+ Y (i —X)u,
i=1

dado que Y7 (xi —X) =0y >.7  (xi —X)xi =y, (xi — X)°.
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UcC

Insesgadez de los estimadores MCO e

@ De este modo,
~ m Xj — X )Uj
@ Definiendo d; = (x; — X),

31=51+(3>Zdu,

o Finalmente,

E(Br) = p1+ <51§> ,Zn;diE(Ui) = b
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UcC

Insesgadez de los estimadores MCO P

DE CANTABRIA

@ Los estimadores MCO de 5y y 51 son insesgados.

@ La prueba de insesgadez de los estimadores MCO depende de los
4 supuestos. Si uno sélo falla entonces los estimadores MCO no

son necesariamente insesgados.

o La insesgadez es una descripcion de los estimadores. En concreto,

nos indica si estd cerca o lejos del verdadero parametro.
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Insesgadez de los estimadores MCO e

@ La propiedad de insesgadez es una descripcién de los estimadores
que nos indica que si disponemos de un n° finito de muestras de
tamano n de la misma poblacién y estimamos el mismo modelo
con cada una de las muestras:

o tendremos una distribucién de valores estimados de 3;, con una

realizacién numérica distinta para cada muestra.

o la media de la distribucién de dichos valores estimados de j3;

coincidira con el pardmetro poblacional 3;.
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Varianza de los estimadores MCO st

DE CANTABRIA

@ Ademas de saber que la distribucién muestral de 57 estd centrada
en (1, también es relevante saber qué tanto puede esperarse que

o~

(1 se aleje, en promedio, de 3.

@ Asi seremos capaces de elegir el mejor estimador de una amplia

gama de estimadores insesgados.
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Varianza de los estimadores MCO st

DE CANTABRIA

@ Supuesto adicional: Var(u|x) = 02 (homocedasticidad) y dado
que Var(u|x) = E(u?|x) — [E(u|x)]* y E(u|x) =0,

02 = E(v®|x) = E(u®) = Var(u).

@ Asi, 02 es la varianza incondicional, también conocida como la

varianza del error.

@ o (la raiz cuadrada de la varianza del error) es conocida como la

desviacién estandar del error.
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Varianza del

estimador OLS: homocedasticidad

Modelo de regresion simple bajo homocedasticidad.

fiy1x)

—¥
——
.—/'r
— = o
,.'/{‘
gy P o -
o » -
el [ 1= 1=
— e £ £ /
. i i Pls /
ol = i s /
TR gl - e
X, s z E(ylx) = By + Bix
X ommsags

Alexandra Soberon (UC)

Fuente: Wooldridge (2005)
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Varianza del

estimador OLS: heterocedasticidad

La Var(wage|educ) aumenta con educ.

flwageleduc)
wage
—
— - -~ 3
o | Sl | -
- # = 7
= e B
o .~ Elwageleduc) —
= Bo -+ Breduc

educ

Alexandra Soberon (UC)

Fuente: Wooldridge (2005)
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Varianza del estimador OLS

Var(/gl)

Alexandra Soberon (UC)
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1\2Z

(2 Zd,?Var(u,)

A=

1\ ¢ 2 2 2 (1 = 2
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Varianza del estimador OLS UF

DE CANTABRIA

e Cuanto mayor sea la varianza del error (¢2) mayor serd la varianza

del estimador de la pendiente Var(5;).

@ A medida que aumenta la variabilidad de las x;, la varianza del

estimador de la pendiente Var(j3;) sera menor.

@ Como resultado, a medida que se incrementa el tamafio de la mues-
tra n también aumentara la varianzacién total de las x; obteniendo

una menor Var(B).

e Problema: la varianza del error (¢2) es desconocida.
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2 UcC

Estimaciéon de la varianza del error o st

DE CANTABRIA

@ Dado que los errores, u;, no pueden ser observados nosotros nos

conocemos la varianza del error, o2.

@ Lo que podemos observar son los residuos de modo que podemos

usarlos para estimar la varianza del error:

U = yi—fBo— B
= ui— (Bo — 50) - (Bl - ﬂl) X;.

@ Reemplazando los errores por los residuos, un estimador factible

de o2 seria

1 n

~2 4 ~2
”—n;%'
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2 UcC

Estimacion de la varianza del error o st

DE CANTABRIA

@ Problema: Este estimador es factible pero sesgado. Como los re-
siduos verifican ™17 U = 0y n7 137 Gix; = 0, sélo hay

(n — 2) residuos independientes (grados de libertad).

@ Un estimador insesgado factible de o2 es

SSR

7= n—2Z (n—2)

2 son estimadores consistentes de o2. Para ta-

e Tanto 32 como &
manos muestrales moderados es irrelevante cual de los dos utilizar
dado que siempre que n no sea muy pequefio nos proporcionaran

estimaciones numéricas muy similares.
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Estimacion del error estandar de la regresién o o

DE CANTABRIA

@ En el caso poblacional vimos que la funcién de esperanza condi-
cional E(y|x) es la proyeccién lineal de y dado x, en el sentido de
que minimiza E(u?).

@ Por analogia, en el caso de la estimacion MCO a partir de una
muestra de los coeficientes del modelo de regresién clasico tenemos
Var(u|x) = o2 de modo que sd(531) = .

@ De este modo, 0 = V52 es el Error Estandar de la regresién.

@ Reemplazando o por & obtenemos el Error Estandar de (31,

= o

) =)
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Teorema de Gauss-Markov para la regresion simple  putw

DE CANTABRIA

@ Supuestos:

e Linealidad en los parametros del modelo.

o Muestreo aleatorio.

Variaciéon muestral en la variable explicativa.

Media condicional cero.

Homocedasticidad.

@ Teorema: En el contexto del modelo de regresién lineal, bajo los 4
supuestos anteriores 3y y B1 son los estimadores de menor varianza
entre los estimadores lineales e insesgados.
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Regresién a través del origen e
@ En ocasiones se impone la restriccién de que cuando x = 0 el
valor esperado de y es cero. Ej: si el ingreso es cero (x = 0), la

recaudacion de impuestos de las rentas del trabajo y debe ser cero.

@ Regresién a través del origen:
y = bBix.

@ Problema de suma de cuadrados residual:
n ~ N2
> (}/i - 51Xi) :
i=1
e Estimador MCO:
= i1 XiYi
/8]_ — Zl—l y

n 2
1 X

i=
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