BLOQUE 4. CALCULO DIFERENCIAL DE

FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE.
ESTUDIO DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION

* Crecimiento y decrecimiento.

Extremos absolutos y relativos.

Concavidad y convexidad.

Asintotas.

Dibujo de la curva y = f(x).

Es imprescindible conocer la grafica de una funcidon para poder analizar el fenémeno
que representa: donde crece o decrece, cuales son sus valores maximos o minimos, su
curvatura.

La Optimizacion, una de las aplicaciones mas importantes del Calculo y de gran
importancia en los analisis econdmicos, tiene como base el estudio de los extremos de
una funcion: jcudndo se alcanza los méximos ingresos o los costes minimos?

La derivada de la funcion sera la herramienta que permitird conocer y dibujar la grafica
de una funcién asi como detectar sus valores maximos o minimos.

1. Crecimiento y decrecimiento

i) Una funcion y = f(x) definida en (a, b) es creciente en x, E (a,b)si existe un
entorno de x,, £ (xo,s), en el cual se cumple:
Vx, x, €E(xp6) | x<xo<x, . flx)=f(x)=f(x,).
ii) Una funcion y = f(x) definida en (a, b) es decreciente en x, E (a,b)si existe un
entorno de x,, £ (xo,s), en el cual se cumple:
Vx, x, €E(xp.6) /| x<xo<x, . flx)=zf(x)=zf(x,).
iii) Una funcién y = f(x) definida en (a, b) es estrictamente creciente en x, € (a,b)si
existe un entorno de x,, E (x0 ¥ ), en el cual se cumple:
Vx, x, €E(xp6) /| x<xo<x, . flx)<f(x)<f(x,).
iv) Una funcion y = f(x) definida en (a, b) es estrictamente decreciente en
X, € (a,b)si existe un entorno de x,, E (x0 ,E ), en el cual se cumple:

Vx;, x, EE(xp,e) /1 x <x,<x, ,  f(x)>f(x0)> f(x,).



El ser creciente o decreciente esta estrechamente relacionado con el signo de la derivada
f“. Si la grafica de la funcidn tiene soélo tangentes con pendientes positivas en 7, la
grafica se elevard y f sera creciente en /. Del mismo modo, si las tangentes tienen
pendientes negativas, es ldgico pensar que la funcion decrecerd. El siguiente teorema
expresa esta idea formalmente.

Teorema. Sea fderivable en el punto x,. Se cumple:

i) Si f'(x,)> 0 entonces f'es estrictamente creciente en x,,.

ii) Si f'(x,) <0 entonces f es estrictamente decreciente en Xx, .

De dicho resultado se deduce:

Sea funa funcion derivable en el punto x,. Se cumple:

i) Si f'es creciente en x,, entonces f'(x,)=0.

if) Si f'es decreciente en x,, entonces f'(x,)=<0.

2. Extremos absolutos y relativos

Sea fdefinidaenDy x,ED:

i) f(x,) esel maximo absoluto de f'en D si f()c0 )= f(x) VxED.
ii) f(x,) esel minimo absoluto de f en D si f()c0 )= f(x) VxED.

Los valores maximo y minimo absolutos de f en un intervalo / se denominan valores
extremos o extremos absolutos de f en I. No toda funcién posee extremos en un
intervalo. Por otro lado, el valor médximo o minimo puede alcanzarse en mas de un
punto. En la mayor parte de los problemas practicos de optimizacion, el objetivo es
hallar el maximo o minimo absoluto de una funcion dada en algin intervalo.

Recordemos que segin el teorema de Weierstrass una funcién continua en un
intervalo cerrado y acotado [a, b] alcanza en él un maximo y un minimo absolutos.

Sea fdefinidaenDy x,ED:

i) f tiene un mdximo relativo en x, si f (x0 )z f (x) para todo x de un entorno de
x, - El maximo relativo es f{ x, ).
ii) f tiene un minimo relativo en x, si f (x0 )s f (x) para todo x de un entorno de

x, - El minimo relativo es f{ x,, ).




Los maximos y minimos relativos son los extremos relativos de la funcion. Es evidente
que todo méaximo absoluto es maximo relativo, y todo minimo absoluto es minimo
relativo. En consecuencia, localizando los extremos relativos, entre ellos estaran los
absolutos.

Veremos a continuacion coémo localizar los posibles extremos relativos de una funcion.

Teorema (Condicion necesaria de extremo). Si una funciéon f tiene un extremo

relativo en un punto x,, y f'es derivable en x,, entonces f'(x,)=0.

Esto nos lleva al concepto de valor critico. Si f estd definida en x, y f'(x,) =0, se
dice que x, es un valor critico de f'y el punto (x,, f(x,)) es un punto critico. Si no
existe f'(x,) se dice que (x,, f(x,)) es punto singular. Por ejemplo, son puntos

singulares los puntos angulosos y los extremos de un intervalo cerrado que sea parte del
dominio de la funcion.

Por tanto, los puntos candidatos a ser extremos relativos son los puntos criticos, y
los puntos singulares. Pero este teorema no dice que en cada valor critico se deba
alcanzar un extremo relativo. Un ejemplo ilustrativo es la funcion y = x*: x = 0 es un
valor critico y sin embargo, no es extremo de la funcion. De hecho, su gréfica crece
indefinidamente a lo largo de todo su dominio.

Se vera a continuacion cémo decidir si un punto critico o singular es o no extremo
relativo. Damos a continuacién varios criterios para ello:




Teorema (Criterio de la primera derivada para extremos relativos). Sea y = f(x) una
funcién continua en D, y sea x, un punto critico o punto singular de f.

HSif (x>0 ‘v’xE(x0 —r,xo) yf (x)<0 VxE(xO,x0+r), entonces
(x, , f(x,)) es maximo relativo de f.

i) Si f°(x) <0 ‘v’xE(x0 —r,xo) y f (x>0 VxE(xO,xo +r), entonces
(x, , f(x,)) es minimo relativo de f.

iii) Si f * (x) tiene el mismo signo en el intervalo (x, - r,x, + 7 )- {x,} , entonces

(x, , f(x,)) no es extremo relativo de f.

Este resultado se deduce rapidamente gracias a la relacion entre el signo de la derivada
y el crecimiento de la funcion.

Teorema (Criterio de la segunda derivada). Sea y = f(x) talque f “(x,) =0y

existe f * “(x) en un entorno E(x,, r).

i) Sif “’(x,)>0, fposee un minimo relativo en Xx, .
if) Sif " (x,) <0, fposee un maximo relativo en x, .

iif) Sif *’ (x,)=0, no obtenemos ninguna informacién de la funcion.

El Criterio de la segunda derivada s6lo es aplicable al estudio de puntos que
anulan a f ‘. El Criterio de la primera derivada se puede aplicar también a puntos
singulares, incluidos los extremos de intervalos cerrados del dominio de la funcion.

Para determinar los extremos absolutos de una funcion f; se determinan sus extremos
relativos (incluidos los extremos de intervalos cerrados o semicerrados del dominio), y
se comparan los valores de sus imagenes. El mayor valor es el maximo absoluto de fen
[a, b]. El menor valor es el minimo absoluto de f'en [a, b].

3. Concavidad y convexidad

Saber si una curva es creciente o decreciente proporciona s6lo una visién parcial. Es
necesario conocer como crece una funcion, es decir, determinar si es concava o
convexa.

Sea f'una funcion derivable en un punto x,. Se dice que f'es concava (hacia arriba) en
x, sl existe un entorno E(x,, r) de x, donde la grafica de f estd por encima de la

grafica de la recta tangente a f'en (x,, f{ x,)), es decir si

f(x)2 f(xo)'*‘f'(xoxx_xo) VXEE(xoar)




De forma semejante se define el concepto de convexidad (o concavidad hacia abajo). La
funcion f, derivable en x, se dice que es convexa en x, (o concava hacia abajo en x,)

si existe un entorno E(x,, ) donde la grafica de f estd por debajo de la grafica de la

tangente a fen (x,, f( x,)), es decir si

f(x)s f(xo)"‘f'(xoxx_xo) VXEE(xoar)

El significado geométrico de estos conceptos es que la grafica de una funciéon ’se dobla
hacia arriba” donde f es concava, y ”se dobla hacia abajo” donde f es convexa. Por lo
tanto, donde una funcion f es concava, la pendiente de la tangente aumenta, es decir, la
derivada f“(x) es creciente, y donde f'es convexa, la pendiente de la tangente disminuye,
y asi f“(x) es decreciente.

Por lo tanto, para determinar donde una funcién es concava y donde es convexa, basta
averiguar donde es f ‘(x) creciente y donde decreciente, lo que podremos averiguar
mediante el signo de la derivada de f “(x) (si esta existe), es decir, a través del signo de
la derivada segunda de f (x). Donde la derivada segunda f''(x) sea positiva, la

funcion f sera concava, y donde f''(x) sea negativa, la funcion f sera convexa.

Cuando la derivada segunda se anule, se deberdn investigar las derivadas de orden
superior.

Los puntos que separan intervalos de concavidad de intervalos de convexidad de una
funcién, son puntos donde la derivada segunda, si existe y es continua, debera ser cero.
En ellos la tangente atraviesa la grafica de la funcion, esto es, a un lado esta la grafica
de /" por encima de la tangente, y por el otro lado esta por debajo de la tangente. A estos
puntos se les llama puntos de inflexion de 'y corresponden a los extremos relativos de
la derivada primera.

Por tanto, sea x, tal que f"'(x)=0 o no existe.
* (x,,f(x,)) es punto de inflexion si f “’(x,) > 0 ‘v’xE(x0 —r,xo) yf(x,) <0
‘v’xE(xO,xO +r).
* (x,,f(x,)) es punto de inflexion si f “’(x,) <0 ‘v’xE(x0 —r,xo) yf(x,)>0
‘v’xE(xO,xO +r).

Para determinar el crecimiento y decrecimiento de una funcién hemos recurrido al signo
de la derivada primera. De la misma forma, para determinar la concavidad y la
convexidad, hemos utilizado el signo de la derivada segunda. Cuando estas derivadas se
anulan no tenemos informacién suficiente para determinar estas caracteristicas.
Disponemos de resultados que se basan en el signo de las derivadas sucesivas de la
funcion.



Teorema. Supongamos que en un entorno de x,, f admite derivadas sucesivas
continuas hasta el orden #, tales que £ “(x,) = - - =f"(x,) = 0 siendo f (x,) la
primera derivada no nula en x,:

i)sinesparyf™(x,) >0, f tiene un minimo relativo en x,

ii) sin es pary f™( x,) <0, f tiene un maximo relativo en x, .

iii) si n es impar y £ ™ x,) >0, fes estrictamente creciente en x,

iv) sinesimpary f™(x,) <0, fes estrictamente decreciente en x, .

Teorema. Si f'es una funcién que en un entorno de x, admite derivadas sucesivas

continuas hasta el orden n, y es tal que
SO () = =f"D(x) =0y ™ x,) =0
entonces:
i)sinesparyf™(x,) >0, fesconcava en x,

ii) sin es pary f™( x,) <0, fesconvexaen x,

iif) si n es impar, ftiene un punto de inflexién en x,, .

4. Asintotas

Dada la curva y = f{(x), una asintota es una recta tal que la distancia desde un punto P de
la curva a la recta tiende a cero cuando P se aleja indefinidamente sobre una rama
infinita de la curva. Se distingue entre asintotas verticales, horizontales y oblicuas.
i) Silim f(x)=k, kE IR, larectay =k es una asintota horizontal.
ii) Si lim f(x)=o,k€EIR0 lim f(x)=%,kEIR, la recta x = k es una
x—k* x—k~

asintota vertical.

iii) Si limf(x)=m,m=0,m<ooy n=1lim(f(x)-mx), n<o,y=mx +nes

xX—>0 X

asintota oblicua.

5. Dibujo de la curva y=f{(x)

A modo de resumen se muestran los aspectos a analizar para determinar la curva y =f(x).

*  Dominio de la funcién f.
* Existencia de simetrias. Una funcion f'se dice que es par si f{—x) = flx) Vx€D,,

en cuyo caso su grafica es simétrica respecto del eje OY. Se dice que f'es impar
si fl—x) = -fix) VxED,, en cuyo caso la grafica de f es simétrica respecto del

origen O.

* Puntos de corte con los ejes OX y OY.

* Asintotas.

* Intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos.
Para cada valor critico o singular x, se tiene:




X <X, X > X,

/'(x)>0 /() <0
fcreciente fdecreciente

ftiene en x, un maximo relativo

Sipara x, se tiene:

X <X, X > X,
/() <0 f'(x)>0
fdecreciente fcreciente

ftiene en x, un minimo relativo

* Intervalos de convexidad y concavidad y puntos de inflexion. Tomamos los
puntos x, tales que f*’(x, ) =0 o donde no existe / *’( x, ):

Si tenemos:
X <X, X > X,
f"(x)>0 f"(x)<0
fconcava fconvexa
ftiene en x, un punto de inflexion (si x, €D, )
Si tenemos:
X <X, X > X,
f"(x)<0 f"(x)>0
fconvexa fconcava

f'tiene en x, un punto de inflexion (si x, €D, )
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