BLOQUE 2. ALGEBRA LINEAL.
MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES (%)

Matrices.

Determinantes.
* Rango.

Sistemas de ecuaciones lineales.

El Algebra Lineal es una parte de la Matematica de frecuente aplicacion en otras areas
de conocimiento. Uno de los elementos estudiados por el Algebra Lineal més utilizado
es el de matriz. Esto es debido a que la Teoria de Matrices ofrece la posibilidad, entre
otras, de trabajar comodamente con modelos de gran dimension, tanto en numero de
variables, como de ecuaciones o datos, ya que brinda una notacién simple y compacta
para designar amplios conjuntos de informacion. Esto redunda a su vez en una mayor
facilidad a la hora de trabajar con estos conjuntos de datos desde un punto de vista
computacional.

La Teoria de Matrices tiene, ademas, gran relevancia tedrica, pues una matriz es la
representacion de determinadas transformaciones entre espacios vectoriales, las
aplicaciones lineales.

1. Matrices

Definiciones

Dadosa; € Rconi=1,...,m,j=1,...,n, al rectangulo de mxn numeros reales en
una tabla con m filas y n columnas de la forma

ay  dp a,
A= ay a-zz a,,
aml amZ amn

se le denomina matriz de dimension m*n. Se denota también como:
A=(ay),i=1,... mj=1,..., n.

Se denota por a; al elemento de la matriz que ocupa la i-ésima fila y la j-ésima
columna.

En general hablaremos de /inea para referirnos tanto a filas como a columnas.

Se denota por M., el conjunto de matrices de dimension mxn.
* Se denomina matriz nula O, ala que tiene todos sus elementos nulos:



* Sin=mlamatriz es cuadrada; en caso contrario, es rectangular.

* En una matriz cuadrada, se llama diagonal principal a la linea de elementos de
la forma a;;.

* Una matriz cuadrada se dice que es diagonal si en ella son nulos todos los
elementos que no pertenecen a la diagonal principal:

.0 0
L_|0 4 0

1 0 0
0 1 0

L= .
00 1

Operaciones con matrices
Dadas las matrices 4 = (a;), B = (b;) € My

* La matriz suma C=A + B € M, tiene como elemento (i, )
ci=a;j+tby,i=1,....mj=1,...,n
* Lamatriz A4 € M, con A ER tiene como elemento (7, ;)
Aaj,i=1,...mj=1,...,n.

* La matriz producto C € M, resultado de multiplicar 4 € M« y B € M5y,
tiene como elemento (7, f)
c; = Zaikbkj, i=lL...,p, j=l,...,n

ol

* Dadad=(a;) EMysn,i=1,...,m, j=1,...,n,sedice que



B=(by),i=1,....m, j=1,...,n

es la matriz traspuesta de A si las filas de B son las columnas de 4 o, lo que es
igual, las columnas de B son las filas de A, es decir,

b,-jzaj,-,,iz1,...,n,j=1,...,m.

A la matriz traspuesta de A se la denota por 4",

Las operaciones matriciales poseen las siguientes propiedades:

1.

3.

Suma de matrices

i) Conmutativa: A+ B=B+ A.

ii) Asociativa:A+ B+ C)=(A+ B)+ C.

iii) Elemento neutro: existe la matriz O € M, tal que A+ O = 0 + A = A para
cualquier 4 € M.

iv) Elemento opuesto: para toda matriz 4 € M., existe la matriz -4 € M.
talque A + (—4) = (—A) + A= 0. Si A = (ay), — A = (—ay).

Producto por un escalar

i) Distributiva respecto a la suma de matrices: AL (A+B)= A A+ A B.
ii) Distributiva respecto a la suma de escalares: (A + u)A=AA + u A.

iii) Seudoasociativa: (A u)A= A (uA).
iv) Elemento unidad: el escalar 1 € R es neutro para el producto: 1 4 = 4 para
cualquier 4 € M.

Producto de matrices

Para cualesquiera A, B, C, D, E matrices de nimeros reales cualesquiera tales que 4
E M, BEM,,, C.DE M,y EE M, el producto de matrices cumple:

4.

i) Propiedad asociativa: A (BC) = (A B) C.
ii) Existen matrices I,, ¢ I, tales que para todo 4 € M,

I,A=A,AI,=A4
iii) El producto de cualquier matriz 4 por una matriz nula O de la dimension
adecuada es una matriz nula.
iv) El producto es distributivo respecto de la suma de matrices:

B(C+D)=BC+BD.
(C+D)E=CE+DE.

El producto de matrices no es conmutativo.

Trasposicion



Dadas A, B € M, C E M.,y a € R, se cumple que:
i) A+B))=A+B'y(aA)'=a A'

i) (AC)'=C'A'
iii) (A")" = A.

Matriz inversa

Dada A € M, se dice que A ' € M, es inversa de A si se cumple que:
AA'=A"4=1,

No todas las matrices cuadradas tienen inversa. Una matriz 4 cuadrada de orden n se
dice que es regular si posee inversa. En caso contrario, se dice que es singular.

Sean A,B € M, matrices regulares. Se cumple que:

i) SiA esregular, su inversa es unica.

i) Lamatriz A" es invertible y se tiene que (4~ ' = 4.

iii) La matriz AB tiene inversay (4B) ' =B~'4"".

iv) SiA esregulary Aes un escalar no nulo, (A4) ' = A4
o=y

Operaciones elementales

Las operaciones elementales por filas en una matriz A € M, permiten, entre otros
aspectos, el calculo de matrices inversas y estudiar el rango.

Se denominan operaciones elementales por filas en una matriz a las siguientes:

* Intercambiar dos filas fiy f;.
¢ Sustituir la fila f; por ella misma multiplicada por un real £ = 0: & f.
* Sustituir la fila f; por f; + k f; con k € R.

De igual forma se definen las operaciones elementales por columnas.

2. Determinantes

Dentro del conjunto de las matrices cuadradas se plantea la existencia de elemento
inverso. Es decir, dada una matriz 4 de orden n, ;existe otra matriz B talque A B=B 4
=1,?

Esto s6lo es posible para determinadas matrices. Para establecer qué matrices admiten
inversa, es necesario el concepto de determinante, valido sdlo para matrices cuadradas.
Permitira calcular de forma efectiva el rango de una matriz cualquiera de dimensién
mxn.

Asi, a toda matriz cuadrada A4 de orden n se le asocia un valor numérico, el determinante



de A4, denotado por det(4) o |A|.

A continuacion se recuerda como calcularlo. Esta definicion permitird abordar otros
métodos de calculo mas sencillos. Dada una matriz A de orden n, se define el
determinante de 4 como la suma de los n! productos signados de n factores que se
obtienen considerando los elementos de la matriz, de forma que cada producto contenga
un elemento y sélo uno de cada fila y cada columna de 4. Es decir

n!

4] = 2 (-D*a;ay, --a,,
=1

donde
* {j1,/2 - .., Jjn} €sunade las n! permutaciones de los elementos del conjunto de
nameros naturales {1, 2, 3, ..., n}.
* sies el namero de trasposiciones o cambios necesarios para reordenar la
permutacion { ji, ja, . . ., ju} enelordende {1,2,3,..., n}.

Como consecuencia, para cualquier n € N el determinante de la matriz nula de orden n
esceroyeldel,es 1.

El determinante de una matriz cuadrada existe y es Unico.

Teniendo en cuenta la definicidn anterior, se calcula a continuacion el determinante de
matrices de orden dos, con lo que asi se deduciran féormulas ya conocidas. Dada

A= ,
ay dy

aplicando la definicién anterior

|A| =(-D"a,a,, +(-D"a,,a,, ,

pues del conjunto {1, 2} so6lo existen las permutaciones:

Ui jay = 1,2} 0 {1, j2i=12, 15,

Por tanto:

0 1
|A| =(-D"ayay +(-1) aya, =a,,ay, —ay,a,,

’

puess; =0y s>=1yaque {2, 1} se transforma en {1, 2} mediante un solo cambio.

Dada una matriz de orden 3 A=|a,, a,, a, | las permutaciones de {1, 2, 3} son
d; Gy 4y

seis y, por tanto, el valor de |4| se calcula a partir de seis sumandos:

|A| = (a),ay 033 + Q1,005 + A130,,03, — (4,023,053, +,,05,055 + 41305,05,)



que se obtienen también aplicando la regla de Sarrus.

Para el caso de una matriz de orden n > 3, se definen previamente los siguientes
conceptos. Dada una matriz 4 de orden n

* Se denomina menor complementario del elemento a; de A paracadai,j=1,2, ..
., n al determinante de la matriz M;; de orden n — 1 que resulta de A4 al eliminar
la fila i-ésima y la columna j-ésima.

* El adjunto del elemento a; para cada i, j=1,2,..., n que se denota por 4;; se
define como 4; = (—1)"7 | Mj; |.

En el caso de una matriz de orden 3:

|A| = (a),Ay 33 + 01305305, + G1304,05, = (0,003,053, + A,0y,05; + A3,0,,05,) =
= a,,(a1305, — a,,a33) + 0y, (a,,G33 — a1305)) + a5 (a1,a5, — a,,a3,) =

_ ap 43 a4y ay  dp
= —dy, +a,, —dy; =
az A4y a3 ds az; Ay

=ay 4y +aydy, +a, A4y,
También se tiene:

|A| = a,,(ayay; — aya3, ) + ay (a,3,0;, — a,a5) + ay (a,a,;, —aj3a,,) =

= a4, +ay 4, +a; 4,

Se obtiene asi la expresion del determinante en funcidon del llamado desarrollo por
adjuntos de una fila o de una columna. En general, si A es una matriz de orden n,

n

|A| = E a, A;, desarrollo por adjuntos de la fila i

J=1

n

|A| = 2 a, A;, desarrollo por adjuntos de la columna j

U’

Independientemente de la fila o columna escogida, el valor obtenido no varia. Por
tanto, el calculo de |A4| se reduce a hallar el valor de n determinantes de orden n—1, lo
que lleva sucesivamente a calcular finalmente determinantes de orden 2 6 3.

Como el valor del determinante de una matriz es unico, es conveniente calcularlo
efectuando el desarrollo por la linea de la matriz que tenga mayor niumero de ce-
ros.

A continuacion se enumeran una serie de propiedades respecto a las operaciones entre
lineas. Sea A€ M, y A ER. Se cumple:



i) Sien la matriz 4 se intercambian dos lineas paralelas, el determinante de la
matriz obtenida es igual a —|A4]|.

ii) Si se multiplican los elementos de una linea de la matriz 4 por un escalar A,
el valor del determinante también queda multiplicado por A.

iii) Si A tiene todos los elementos de una linea nulos, el valor de | 4 | es cero.

iv) Sila matriz A tiene dos lineas paralelas proporcionales o iguales, |4| = 0.

v) La suma de los productos de los elementos de una linea de A4 por los
adjuntos de una linea paralela diferente es igual a cero.

ay coa+py; o,
a, - o, +fp, - a
A 21 2 2 2n
vi) SiA=| . o , entonces
anl anj + ﬁnj ann
ay Oy ay| |9 /31./ a,
a e a, . cee a a ﬁ . a
21 2 2n 21 2 2
14 =" | 2 "
anl Y anj e ann anl oo [))nj oo ann
ap a,
Andlogamente, sid=|a, + B, - o, +p,
anl ann
ap ay, | |9n a,
|A| = all ain + /))11 ﬁm
anl ann anl ann

vii) Si los elementos de una linea de 4 son combinacion lineal de las otras
paralelas a ella, |[4| = 0.

viii)  Si en una matriz A, a una de sus lineas se le suma una combinacién lineal
de las lineas paralelas, el determinante de la matriz resultante es también |A4|.

En lo que respecta a las operaciones matriciales, sean A,B € M,y A ER.

i) 4B = A|B|. o
ii) Para cualquier k EN, k =0, |4"| = |A]".
iii) IALAl = A 1Al

v) lAl=14".

En general no es cierto que |[A+B| seaigual a |4 |[+| B |ni que |A A | coincida con A | A|.



De todo lo visto hasta ahora se puede deducir el siguiente teorema de suma importancia
en el calculo del rango de una matriz.

Teorema. Dada una matriz A€ M, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) A es regular.

ii) |4 = 0.

Y siA es regular ‘A'l‘ _ L

4]

El calculo de determinantes permite obtener la inversa de una matriz regular A€ M,

1 Adia’)

4

donde Adj(A’J es la matriz formada por los adjuntos de los elementos de la matriz

traspuesta de A.

3. Rango

Previamente a la definicion de rango de una matriz, es necesario el siguiente concepto:

Sea A € M,,x,. Se llama menor de orden r de A al determinante de una submatriz
cuadrada de A de orden r.

Dada A € M., se define rango de A, rg(A), al maximo de los 6rdenes de sus menores
no nulos.

Por otro lado sea A € M,,x,. Supdngase que A posee un menor de orden r no nulo.
rg(A)=r siy solo si todos los menores de orden r+1 que lo contienen son nulos.

Con la ayuda de este tltimo resultado, se describe como calcular el rango de una matriz
dada con la ayuda de los menores de la matriz.




Sea la matriz A de dimension m x n, A = . Los pasos a seguir son

los siguientes.

* Si A es la matriz nula, rg(4)=0.

* SiAesnonula, rg(d)=1.

* Sitodos los menores de orden 2 de la matriz son nulos, rg(4) = 1. En caso,
contrario, se escoge uno distinto de cero.

* Se amplia con una fila fija f; y con sucesivas columnas. Si todos los menores de
orden 3 asi obtenidos son nulos, se sustituye f; y se repite el proceso con otras
filas. Si todos los menores de orden tres asi construidos son nulos, rg(4) = 2. En
caso contrario, existe al menos algun menor de orden 3 no nulo y se escoge para
efectuar el siguiente paso.

* Se amplia el menor de orden 3 escogido con una fila fija y con sucesivas
columnas, repitiendo el mismo proceso.

* Al final de todo el proceso se llega a un menor no nulo del mayor orden posible.
Dicho menor se llama menor principal de A y su orden es el rango de A.

Una definicion alternativa de rango involucra el concepto de dependencia lineal de las
lineas de la matriz.

* En una matriz A de dimension m % n, una fila f; no nula depende linealmente de

las filas f1, f2, . . ., fic1, fit1s -+ » fon S
fi= aifit axfot .t apfit g fiert ot Oy,

con ay, ..., o, ER.

e Lasfilas fi, fa,. . ., fu son linealmente independientes si ninguna depende
linealmente de las demas.

El rango de una matriz A de dimension m x n es el nimero maximo de filas o de
columnas linealmente independientes.

Se cumplen las siguientes propiedades:

i) Elrango de una matriz permanece invariante por operaciones elementales.
ii) rg(A) =rg(A4".
iii) Si A es una matriz cuadrada de orden n

rg(A)<msiysolosi|A4|=0.

rg(A)=nsiysolosi|A| = 0.




4. Sistemas de ecuaciones lineales

En las situaciones en las que se utilicen sistemas de ecuaciones lineales o no lineales
linealizables, interesard conocer si dicho sistema tiene o no solucién y, en caso de que
exista, si ésta es 0 no unica.

Por tanto, ante un sistema de ecuaciones lineales las dos cuestiones fundamentales a
plantear son:

* Conocer si tiene solucion y las caracteristicas de la misma.
¢ Calcular la solucién cuando existe.

Un sistema de ecuaciones se dice que es lineal si todas las ecuaciones que lo componen
son lineales en las variables x;, x», . . ., x,. Es decir, son de la forma

oxX, +0L,X, ++a,x, =f

donde a,,---,a,, f € R. Asi pues, un sistema de m ecuaciones lineales y n variables o
incognitas xi, x2, . . . , X, es de la forma

a, X, +a,Xx, +---+a,x, =b

ayX, +apX, +-+a, x, =b,

a X, +a x,+-+a, x =b

m

que matricialmente es:

a,  dp a, \ (X |
ay, dp Aop [[ X2 | _ | 02
anl an2 ann xn bn
O abreviadamente:
Ax=b

donde:

* A es una matriz de dimension m x n, llamada la matriz de coeficientes del
sistema,
* x esuna matriz de dimension n x 1, la matriz de variables o incognitas,
* b es una matriz de dimension mx1, la matriz de términos independientes del
sistema.
y todos ellos formados por nlimeros reales.



La matriz de dimension m*(n+1) que se obtiene de A afiadiendo como columna n+1 la
matriz b se denomina matriz ampliada del sistema y se denota por (A| b):

ay  adp a,, |b
ay A4y a,,|b,
aml amZ amn bm

Un sistema lineal se dice que es homogéneo cuando la matriz b de términos
independientes es nula. En particular al sistema

Ax=0

se le conoce como sistema homogéneo asociado al sistema de la forma general

Ax=b,b = 0.
. . . * * * ., . .
Dado un sistema lineal, se dice que x = (x 1, ..., x ,) es solucion del mismo si al
. . , . B * .

sustituir las incognitas xj, xa, . . . , x, por los valores x 1, . .., x , se satisfacen las m
ecuaciones, es decir,

Ax =b
Existencia de solucion
Un sistema de ecuaciones lineales

Ax=b

€S:

* compatible si admite al menos una solucion.
* incompatible si no tiene solucion.

En caso de existir solucion para el sistema, éste es:

* compatible determinado si la solucion es unica.
* compatible indeterminado cuando hay infinitas soluciones.

Obsérvese que todo sistema homogéneo es siempre compatible, pues una solucion es
la llamada solucion trivial:
xX1=x=...=x,=0

Es compatible indeterminado si posee alguna solucion no nula. Ademas toda
combinacion lineal de soluciones de un sistema homogéneo es también solucion del
mismo.

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes si y sélo si tienen el mismo
conjunto de soluciones.



Sea el sistema lineal compatible

Ax=b
con A € M., XE M, Yy BE M,.;. Se cumple que este sistema es equivalente al
sistema

BAx = Bb,
siendo B cualquier matriz regular de orden m.

Esta operaciéon nos permite transformar un sistema de ecuaciones lineales en otro
equivalente que, eligiendo adecuadamente la matriz B, puede resultar mas sencillo que
el inicial. En particular las modificaciones de un sistema lineal de ecuaciones que
consisten en:

¢ permutar dos ecuaciones,

* multiplicar una ecuacion por un escalar no nulo,

* sustituir una ecuacion cualquiera, por la suma de ella misma con una
combinacion lineal de las restantes ecuaciones del sistema,

pueden realizarse premultiplicando ambos miembros del sistema de ecuaciones por una
matriz regular de orden adecuado. Estas operaciones elementales dan lugar a sistemas
de ecuaciones equivalentes.

Teorema de Rouché-Frobenius. Dado un sistema lineal con m ecuaciones y n
incognitas Ax=b, donde la matriz de coeficientes 4 es de dimension mxn y la matriz
ampliada (A|b) es mx(n+1), se cumple que:

i) El sistema es incompatible siy so6lo si rg(4) = rg(A4|b).

ii) El sistema es compatible si y solo si rg(4) =rg(A4|b); siendo, ademas, compatible
determinado si y so6lo si rg(4) =rg(A|b)=n e indeterminado si y so6lo si
rg(A)=rg(Alb)<n.

Si el sistema lineal es homogéneo y rg(A4) = n, su Unica solucion es la trivial. Sirg(A4) <n,
el sistema tiene infinitas soluciones, siendo siempre una de ellas x* = 0.

Mcétodos de resolucion

Una vez estudiadas las condiciones necesarias y suficientes de existencia y unicidad de
las soluciones de un sistema lineal, asi como el comportamiento de dichas soluciones, el




siguiente objetivo es el analisis de diferentes reglas o métodos de calculo de soluciones
de un sistema compatible de ecuaciones lineales.

Regla de Cramer

Un sistema de ecuaciones lineales se 1lama un sistema de Cramer si tiene el mismo nu-
mero de ecuaciones que de incognitas, y el determinante de la matriz de los coeficientes
es distinto de cero. Un sistema de Cramer es de la forma:

a, X, +a,Xx, +---+a,x, =b

ayX, +apX, +-+a,x, =b,

a,x, +a,x,+-+a, x =b

n

Llamando A a la matriz de los coeficientes, x a la matriz columna de las incégnitas y
b a la matriz columna de términos independientes,

a;  dp a, X b,
ay, dy Ay X, b,
A= . , X= , b=| .
anl an2 ann xn bn

el sistema dado es equivalente a la ecuacion matricial Ax = b.

Puesto que A es regular por hipotesis, tiene inversa 4 ', y multiplicando a la izquierda
por A", de la igualdad anterior resulta

x=A"b,
es decir:
X A4, 4, - Ay\(b
X, _L Alz Azz Anz bz
|4 :
xn Aln A2n Ann bn

Por lo tanto:



1 a,

» Ay a,,

LY R A b, an Do
1—|A|111 pREoN At )= |A|

a, dp b,

ay Ay b,

x, = (o A, by Ay, 4ok b A, )= D2 b,
n |A| 1 “Fln 24%2n n**nn |A|

Sistema general de ecuaciones lineales
Consideremos ahora un sistema general de m ecuaciones lineales con 7 incognitas

a, X, +a,Xx, +---+a,x, =b

ayX, +apX, +-+a, x, =b,

a X, +a x,+--+a, x =b

m

y consideremos sus matrices asociadas de coeficientes y ampliada con los términos
independientes:

a; Ay a, a, a, - a,lb
4= ay a.zz a?n A= ay a.zz a,, b'z
aml am2 amn aml amZ amn bm

La demostracion del Teorema de Rouché-Frobenius nos propociona un método de
resolucion.

Si el sistema es compatible, existe alguna solucion x; = a,, x2 = @,,... Xo = ¢, , €n cuyo

caso, la columna de términos independientes es combinacion lineal de las restantes
columnas de la matriz ampliada (con los coeficientes iguales a los valores de las
incognitas). Por lo tanto, se puede prescindir de la columna de términos independientes
para calcular el rango de la matriz ampliada, resultando éste por lo tanto, igual al rango
de la matriz de los coeficientes.

Reciprocamente, si las dos matrices A y A’ tienen el mismo rango /4, el maximo nimero
de columnas linealmente independientes en 4 y en A’ es 4. Consideremos /4 columnas
linealmente independientes de 4 ( 'y de A”). Las restantes columnas de 4’ (y de 4) son



entonces combinaciones lineales de dichas / linealmente independientes. En particular,
la columna de términos independientes es combinacion lineal de esas 4 columnas de A y
por lo tanto combinacion lineal de todas las columnas de A, esto es, el sistema admite
solucion.

Supongamos ahora que el sistema es compatible y por tanto rg(4) =rg(4’) = h, y sea A
un menor principal de 4, formado por la interseccion de /4 filas y 4 columnas de 4. A
las ecuaciones correspondientes a dichas filas las llamaremos ecuaciones principales;
igualmente llamaremos incégnitas principales a las correspondientes a las /4 columnas
del menor principal.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las ecuaciones principales son las 4
primeras, y también las incognitas principales son las 4 primeras, pues alterando el
orden de ellas se puede conseguir esa circunstancia.

Puesto que las filas no principales de la matriz A’ son combinaciones lineales de las
principales, las ecuaciones no principales son consecuencia de las principales y
podemos prescindir de ellas. Eliminadas dichas ecuaciones no principales nos queda un
sistema equivalente al primero con /4 ecuaciones y n incognitas. Si A=n, el sistema ahora
obtenido sera un sistema de Cramer y por lo tanto compatible determinado. Si /# < n,
existiran n-h incognitas no principales a las que podemos asignar valores arbitrarios

X = A3 Xy = Agseix, =4,

n

y pasando los términos asi obtenidos al segundo miembro nos queda el sistema de /4
ecuaciones con /4 incognitas

a, X, +a,x, +-+a,x, =b -a, A ----a,A_,
Ay X| + Ay Xy + o+ Ay X, =by —ay, A = —ay A,
X, +aXy ++a,x, =b, —a, A —---a,h,_,

que tiene por determinante de la matriz de los coeficientes el menor principal A =0,
por lo que es un sistema de Cramer que admite una solucion. Tomando nuevos valores
para las incognitas no principales variarian los términos independientes del ultimo
sistema, y por tanto su solucion. Como los valores de las incognitas no principales se
pueden tomar de infinitas formas, obtendremos infinitas soluciones, expresadas en
funcién de los parametros A, Ao, ..., A, en que se convierten las incognitas no
principales. Asi que el sistema sera entonces compatible indeterminado.
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