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Microeconomia III. Teoria de la decisidén bajo incertidumbre.

5. Teoria de la decision bajo incertidumbre!?

CONTENIDOS TEORICOS.

5.0. Introduccion

5.1. Definicion de loteria y funcién de utilidad cardinal
5.2. Criterio de la utilidad esperada.

5.3. Medidas de aversion al riesgo.

5.4. Formas de reduccion del riesgo: agrupamiento, diversificacion y difusion.

5.0. Introduccion

Uno de los supuestos que se han mantenido en todos los modelos que hemos
estudiado en las diferentes asignaturas de Microeconomia ha sido el de ausencia de
incertidumbre. A continuacion, relajamos dicho supuesto y presentamos la estructura
basica de decisidén bajo incertidumbre. Decimos que existe incertidumbre cuando
se dan situaciones en las que la eleccién de un agente depende de circunstancias
desconocidas que escapan a su control. Cuando ocurre esto, decimos que la
naturaleza juega, siendo posibles varios resultados mutuamente excluyentes
desconociéndose ex ante cual de ellos ocurrird finalmente. La incertidumbre no se
puede evaluar de forma completa. La pandemia de coronavirus en 2020 es un
ejemplo de toma de decisiones en condiciones de incertidumbre. Cuando surge
primera ola de la pandemia, no se conocian las probabilidades de enfermar y, si una
persona se contagiaba de Covid19, no se conocia las probabilidades de morir.
Tampoco sabiamos quién estaba infectado o incluso cdmo podiamos infectarnos.
Por el contrario, el riesgo si puede ser medido de forma que es posible conocer todas
las situaciones posibles en la que pueden producirse distintos resultados, asi como
sus probabilidades de ocurrencia. Viajar en automovil es un ejemplo de riesgo porque
conocemos los posibles resultados y la probabilidad de que ocurran. Podriamos tener
un accidente vy, si el accidente es grave, podriamos morir. La mayoria de las veces
Illegamos seguros a nuestro destino, por lo que estamos dispuestos a asumir el riesgo
de viajar en coche. Segun el Instituto de Informacion de Seguros de EEUU, las
probabilidades de que una persona muera en un accidente automovilistico durante el
proximo afio es de 1 sobre 47.852. La probabilidad de morir en un accidente
automovilistico durante la vida es de 1 sobre 608. Debido a que se pueden estimar

las probabilidades de eventos de riesgo, podemos protegernos contra esos resultados

! Estas notas estan basadas en apuntes del profesor Pedro Alvarez, de la antigua asignatura Teorfa de la
Decision y de los Juegos, asi como en las notas de clase de Manel Antelo (Universidade de Santiago de
Compostela). Hay que sefialar que estan pendientes de revision y pueden contener errores.
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adversos contratando un seguro de automévil o un seguro de vida. El seguro nos
permite recibir una compensacién cuando ocurre un evento asegurado, como un
accidente automovilistico.

Las probabilidades asociadas a situaciones de riesgo se consideran objetivas si
pueden basarse en experimentos iguales a la situacidon a la que nos enfrentamos vy
que se han realizado en el pasado (por ejemplo, probabilidad de salir cara en el
lanzamiento de una moneda al aire). Por el contrario, se consideran probabilidades
subjetivas si estdn basadas en la realizacion de experimentos similares, pero no
idénticos (por ejemplo, probabilidad de que un equipo de futbol gane a su rival en la
proxima jornada). En la teoria de la decisién bajo incertidumbre, se considera que
las probabilidades son exdgenas al agente decisor, de forma que éste no puede influir
en las probabilidades de sucesos (por ejemplo, probabilidad de que se produzca un
terremoto)?. Bajo este contexto, es necesario definir una serie de conceptos nuevos.
El primero es el concepto de loteria. Asociado a éste, veremos una serie de axiomas
gue nos permitiran establecer relaciones de preferencias entre las distintas loterias.
A continuacidn, se presentara el concepto de funcién de utilidad cardinal, la cual nos
permitird caracterizar las diferentes actitudes de los agentes econdmicos respecto
del riesgo. Se explicara el criterio de la utilidad esperada como una de las formas
para la toma de decisiones bajo incertidumbre, y se expondran algunas medidas de
aversion al riesgo. Por Ultimo, se introduciran algunas de las formas de las que
disponen los agentes econdmicos para la reduccion del riesgo. En concreto, veremos
tres: el agrupamiento de riesgos, la diversificacion de riesgos, y por ultimo, la difusion

de riesgos.

Palabras clave: incertidumbre, aversion al riesgo, loterias.

5.1. Definicion de loteria y funcion de utilidad cardinal.

Todo problema de decision en condiciones de incertidumbre consta de los siguientes
componentes basicos:

a) Conjunto de eleccién o conjunto factible.

A ={a,,a,,....,ay} €s un conjunto discreto y finito.

A: conjunto de acciones que elige el agente.

2 En la llamada economia de la informacion, sin embargo, las probabilidades de ocurrencia pueden ser
parcialmente enddgenas al estar condicionadas a la toma de decisiones del agente. Por ejemplo, la
probabilidad de sufrir un accidente puede ser mayor si el agente ha contratado un seguro a todo riesgo,
en relacién a la situacion en la que el agente no dispone dicho seguro a todo riesgo. Se habla entonces de
una situacién de riesgo moral.
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Ejemplo. Un agente econdmico debe decidir si contratar un seguro, o no, que le cubra
un posible accidente de automavil. Entonces, podemos considerar el conjunto A como

aquel que esta formado por dos elementos: a, asegurarse, y a, no asegurarse.

b) Conjunto de estados de la naturaleza y vector de probabilidades.

S ={s4,5,,.....,5y} €s un conjunto discreto y finito.

S: conjunto de estados de la naturaleza posibles. A los sucesos sobre los que el
agente no tiene control se les llama estados de la naturaleza (lluvia o sequia;
terremoto o no terremoto; alta demanda o baja demanda de un bien, etc.).
Asociado a los distintos estados de la naturaleza se define un vector de
probabilidades® de ocurrencia.

P ={py,pz - 00}

P: vector de probabilidades que asigna una probabilidad a cada uno de los estados
de la naturaleza. Dicho vector de probabilidades debe cumplir dos propiedades:

a) p;20 Vj=1,..U.

Ejemplo. Continuando con el ejemplo del problema de decision de la contratacién de
un seguro de automovil, el conjunto S podria estar formado por dos posibles estados
de la naturaleza: que se produzca un accidente, s;, con una probabilidad p,; o0 que

no se produzca el mismo, s,, con una probabilidad, p, = 1 — p,.

c) Funcién de consecuencias.

A-L
a; = L =% = (X1, e o L Xiys D1y ven e ,Du)
donde £ es definido como el espacio de loterias y (xj, ... ... ,x;y) €s el conjunto de pagos

0 premios, X .

A cada accion del agente, a;, se le asigna una loteria, %;. Por tanto, una loteria no es
mas que el par de vectores x y p, asociados a los pagos y las probabilidades con que
se reciben esos pagos, respectivamente. En incertidumbre, los agentes eligen planes
de consumo contingentes, también denominados /loterias o juegos. Un plan de
consumo contingente se puede entender como una variable aleatoria que toma un
determinado valor con una determinada probabilidad.

Definimos el valor esperado de una loteria j (o juego /) como

3 Consideramos en nuestro modelo que estas probabilidades son exdgenas. En el tema 6 analizaremos la
economia de la informacion donde abandonaremos tal supuesto, considerando que las probabilidades son
enddgenas, de forma que el agente con su comportamiento puede afectar a la probabilidad de los distintos
sucesos.
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U
E(x;) = Zpikxik

k=1
El valor esperado es el resultado de una situacién incierta, obtenido como la suma
ponderada de los valores asociados a cada posible estado de la naturaleza, y siendo
la ponderacién la probabilidad de ocurrencia de cada estado.
Definimos una loteria i como justa (o juego i como justo) como aquella situacion
incierta que genera un valor esperado igual a cero, E(%;) = 0.
Las loterias también se pueden representar de forma extensiva.
Una vez que tenemos un determinado criterio de eleccidon bajo incertidumbre, el
agente puede elegir aquella loteria éptima de acuerdo al cumplimiento de dicho

criterio.

Ejercicio. Considere un juego en el que, si lanzo un dado y obtengo un niamero inferior
o igual a 4, me pagan 60 €; por el contrario, si obtengo un nimero superior a 4,
debo pagar 30 €. Suponga un juego alternativo en el que lanzo una moneda al aire
y, Si sale cara, me pagan 60€; por el contrario, si sale cruz, debo pagar 30 €.

Represente dichas loterias y calcule su valor esperado.

Un criterio de eleccidn en incertidumbre es la regla del valor esperado del juego. Bajo

este criterio, el agente elegira aquella loteria cuyo valor esperado sea mayor.

u
maxE (X) = Z PrcXk
k=1

La principal ventaja de este criterio es su simplicidad, mientras que el principal
inconveniente es su inconsistencia con la evidencia empirica*.
Decimos que una /oteria %; es aditiva si se afiade a una renta inicial segura w,, de

manera que w; = w, + &;. Hay separacion perfecta entre w, y la loteria %;.

Ejercicio. Un agente econdmico con una riqueza inicial de 12.000 € plantea contratar
un seguro a todo riesgo que le permita cubrirse econdmicamente de un posible
accidente de circulacién. Considere que el coste econdmico del accidente asciende a
6.000 €. De esta forma, si no se asegura y no ocurre ningun siniestro, su renta
permanece inalterada. Por el contrario, si no se asegura y ocurre un siniestro, su
renta quedard reducida a 6.000 €. Considere que el coste del seguro (también
conocido como prima del seguro) a todo riesgo es de 700 € y que la probabilidad de

sufrir el accidente es de 0,1.

4 En el Anexo Al se presente la paradoja de San Petersburgo que presenta un ejemplo de inconsistencia
del criterio con la evidencia empirica.
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a) Determine el conjunto de eleccidn, el conjunto de estados de la naturaleza y
el vector de probabilidades asociado.

b) Determine la funcién de consecuencias.

d) Relacion de preferencias sobre el conjunto £.
Debemos encontrar una funcidon que permita establecer relaciones de preferencia
entre loterias. Al igual que en la teoria del consumidor en certidumbre, para conocer

estas relaciones necesitamos definir una serie de axiomas sobre las preferencias.

La relacion de preferencias () esta definido sobre el espacio de loterias £ = {I;} si se
cumple:
A.I)Existe una relacién de preferencias sobre un conjunto de pagos definidos por
X que es completa y transitiva.
Dadas l,el, € L, 0 bien I, >; 1,, 0 bien [, >; [, 0 ambos.

Dadas l,,l,el. € Lsil, »; 1, e, »j 1., entonces [, >; [,

A.II) Reduccién de loterias compuestas.
Definimos como loteria compuesta aquella en la que algun o todos sus pagos
son, a su vez, loterias.

Ejemplo. Supongamos la siguiente loteria compuesta:

I, = |(2.000,1.000; 0,5,0,5), (3.000,1.000; 0,3,0,7) ;0,5,0,5

la lp

De acuerdo al axioma A.II, dicha loteria compuesta se puede reducir a una
loteria simple con pagos ciertos donde las probabilidades de cada uno de los
pagos se obtienen de acuerdo a las reglas de la probabilidad:

lc.~l, = (3.000,2.000,1.000; 0,15, 0,25, 0,6)

A.III) Continuidad.
Ordenamos los pagos o premios de mayor a menor, siendo x™, x™ el maximo
y el minimo de los pagos que pertenecen a X, entonces:
Vi € X,3p: x ~ (XM, XM, 1= pie)
Existe otro pago x,, distinto a xM,x™ que también pertenece a X, cuya
probabilidad asociada es tal que el agente econdmico es indiferente a recibir
x, con certeza o participar en una loteria cuyos pagos son xM,x™ con
probabilidad p,, 1 — p,, respectivamente.
Ejemplo. Consideremos el siguiente conjunto de pagos X-=
{2.000,1.000,500,100}. De acuerdo al axioma A.III, vamos a considerar que
3P1000: 1.000~(2.000, 100; p1900, 1 — P1000)

Prof. Ramoén Nufiez Sanchez. Universidad de Cantabria. 5



Microeconomia III. Teoria de la decisidén bajo incertidumbre.

Podriamos decir, entonces, que toda loteria tiene siempre asociada una renta
tal que recibida con certeza le deja indiferente en relacion a aquella. A esta

renta la llamo equivalente cierto.

A.IV) Independencia.
Si en una loteria compuesta sustituimos todos o algunos de sus pagos por sus
equivalentes ciertos, la nueva loteria ha de ser indiferente a la anterior.
Ejemplo. Supongamos una loteria compuesta como lc =
[(2.000,0;0,5,0,5),300;0,7,0,3], siendo su equivalente cierto 900, de forma que:
900~(2.000, 0;0,5,0,5). Entonces, por el axioma A.IV de independencia:
[(2.000,0;0,5,0,5),300; 0,7, 0,3]~(900,300; 0,7, 0,3)

A.V) Dominancia estocastica de primer orden (DEPO).
Ordenamos los pagos o premios de mayor a menor, siendo x¥, x™ el maximo

y el minimo de los pagos que pertenecen a X, entonces:
Vi, €L
Li=0"x™p,1=p) sip;>pj=L>]
L= (x",x™;p;1-p;)
Las loterias cuya probabilidad es mayor sobre los premios mayores son
loterias mas preferidas. La DEPO es lo equivalente a las preferencias

monaotonas.

5.2. Criterio de la utilidad esperada.

Si se cumplen los axiomas A.I-A.V, existira una funcién de utilidad cardinal®, U(w),
tal que podemos recoger la relacion de preferencias sobre £, comparando el valor
esperado de dicha funcién de utilidad para cada una de las loterias. A esta funcién,
V(l), se también se la conoce como funcion de utilidad von Neumann-Morgenstern®:
AUWEV I, LEL L=l V()= V()
V(1) = Xiz1 pucU(wye) (1)
V(1) = Zk=1 iU (wie)
donde V(l,) y V(l]-) se define como la utilidad esperada del juego de la loteria i y la

loteria j, respectivamente. Es decir, que una loteria i serd preferida a otra j, si la

5 En el anexo A2 se puede consultar la definicidn matematica de la funcién de utilidad cardinal o de
Bernoulli, asi como alguna de sus propiedades mas importantes.

¢ En su libro The Theory of Games and Economic Behaviour, J. von Neumann y O. Morgenstern
desarrollaron modelos matematicos para analizar el comportamiento econdmico de los agentes
econoémicos en condiciones de incertidumbre, asi como los primeros modelos de teoria de juegos. Si
quieres profundizar en a biografia de John von Neumann, consulta el siguiente enlace:
http://www.eumed.net/cursecon/economistas/neumann.htm . Para saber mas sobre la vida de Oskar
Morgenstern, consulta:

http://www.eumed.net/cursecon/economistas/morgenstern.htm.
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utilidad esperada asociada a la primera es mayor que la utilidad esperada de la
segunda. En ese caso, el agente econdmico elegira participar en la loteria /i en

detrimento de j”.

Ejemplo. Supongamos un agente econdmico que se enfrenta a dos loterias, I, y [,,
definidas como:
l, = (20.000,10.000, 5.000,1.000; 0,4,0,1,0,1,0,4)
l, =(20.000,10.000,5.000, 1.000; 0,1,0,4,0,4,0,1)
Suponiendo que debe elegir una de ellas, écudl de las dos sera la elegida si
a) la funcién de utilidad es U(w) = w?

b) La funcién de utilidad es U(w) = In(w)?.

A continuacidon, vamos a presentan alguna de las propiedades que posee la funcién
de utilidad cardinal.
1) La funcién de utilidad cardinal es creciente, continua y dos veces
diferenciable.
Ejemplo. Representacion grafica de una funcién de utilidad de un agente
econdmico.
El hecho de que en la Figura 1, la funcion de utilidad sea creciente y cdncava,
nos expresa el hecho de que, a medida que el nivel de ganancias aumenta, el
valor de la pendiente de la funcidn de utilidad disminuye; es decir, la utilidad
marginal de las ganancias es decreciente. A continuacion, vamos a comprobar
que dicha propiedad no es general, sino que responde a un determinado caso

particular.

7 A pesar de que la teoria de la utilidad es esperada es el principal criterio utilizado en los problemas de
decision bajo incertidumbre, éste no estd exento de numerosas criticas. El Anexo A3 muestra la
inconsistencia del criterio de la utilidad esperada a través de la denominada paradoja de Allais.
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Figura 1
U(w)

Uuw)

w

Representacion grafica de una funcion de utilidad cardinal.

2) La derivada segunda de la funcién de utilidad cardinal nos informa de la
actitud del agente econdmico frente al riesgo.
Para demostrarlo, vamos a usar el concepto de equivalente cierto.
Dada una loteria | = (w;,w,;p, 1 — p), se define el equivalente cierto de la loteria
[ como:

ECH=ww" -1l oUWwW)=V1 (2)
Definiamos el equivalente cierto asociado a una loteria como aquella cantidad
de renta tal que recibida con certeza dejaria al agente econdmico indiferente
entre conseguir tal renta con certeza o participar en la loteria.

Podemos definir tres actitudes o comportamientos de un agente econémico
frente al riesgo, si comparamos el equivalente cierto con la renta esperada de
una determinada loteria. Asi distinguimos entre:

a) comportamiento averso al riesgo < EC(l) < E;(w);

b) comportamiento neutral al riesgo & EC(l) = E;(w);

c) comportamiento amante al riesgo & EC(l) > E;(w).
Si suponemos que el agente econdmico es averso al riesgo, entonces, su
funcién de utilidad cardinal sera céncava, tal y como se observa en la Figura
2.
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Figura 2
Uu(w)
U(w,) Uw)
Ulpw; + (1 — pIw,]
pU(wy) + (1 —p)U(w,)
U(wq)
we ECQ) E(w) W w

Funcidn de utilidad cardinal para un agente averso al riesgo

Demostracion. A partir de la definicidon de concavidad de una funcion,

Uw) e UAw + (1 —Dwy] > AUWw) + (1 = DU Wwy) (3)
Sustituyendo A por p:
Ulpw; + (1 —p)w,] > pU(wy) + (1 —p)U(w,) (4)

donde el término de la izquierda es igual a la utilidad del pago esperado
U[Eli(w)], mientras que el término de la derecha es igual a la utilidad esperada
de la loteria, E;[U(w)], que es igual a la utilidad que le reporta al agente
econdmico el equivalente cierto, U[EC(D)].

UIEW)] > E[lUw)] = U[EC(D)] (5)
dado que U(w) es una funcién mondtona®, entonces:

el individuo es averso al riesgo < E;(w) > EC().m

Ejercicio. Represente graficamente una funcién de utilidad cardinal para los
siguientes comportamientos:
a) Agente neutral al riesgo.

b) Agente amante al riesgo.

8 Decimos que una funcion f(x) es mondtona si dado y = z, entonces f(y) = f(2).
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5.3. Medidas de aversion al riesgo
En el analisis de las elecciones econdmicas en situaciones de riesgo, es conveniente
disponer de una medida cuantitativa de la aversion al riesgo de los agentes

econdmicos. Vamos a analizar dos medidas de aversion al riesgo:

A) Prima de riesgo de Markowitz® o, también denominada de coste del riesgo.
PR(D) = E;(w) —EC(D (6)
La prima al riesgo de Markowitz nos indica la valoracion econémica que hace

un agente econdémico del riesgo inherente a una determinada loteria.

Ejercicio. Calcule la prima de riesgo de Markowitz de un agente econémico,
con una funcién de utilidad cardinal, U(w) = In(w) que se enfrenta a la siguiente
loteria | = (30,5;0,2,0,8)

B) Indices de aversién de Arrow-Pratt

B1) indice de aversién absoluta al riesgo

AAR(w) = — 2 (7)

U

Este indice medira el grado de aversion al riesgo, de forma que un agente
i es mas averso al riesgo que el agente j si AAR;(w) > AAR;(w). El grado de
aversion al riesgo dependera del grado de concavidad de la funcion de
utilidad cardinal.

Por otra parte, dado un agente con una riqueza inicial w,, y una funcion
de utilidad U(w) nos podriamos preguntar la relacién existente entre
AAR(W) Y wy. Podriamos intuir que dicha relacion es negativa. Esta intuicién

se cumple para algunas funciones de utilidad. Por ejemplo, la funcion

d[AAR(W)]
dw

se las conoce como funciones DARA. Hay, sin embargo, otras funciones

que cumplen que: W = 0. Por ejemplo, la funcién exponencial, U(w) =

logaritmica, U(w) = In(w). A las funciones que cumplen que: <0,

—e~% A estas funciones se las conoce como funciones CARA. Por ultimo,

d[AAR(W)

las funciones que cumplen que: ]>0, son funciones IARA. Por

aw
ejemplo, Uw) = aw — Bw?, siendo a, > 0.

B2) indice de aversién relativa al riesgo

ARRz—wZ—“,Vz—Mi (8)

W dw Uy,

° Harry M. Markowitz fue premio Nobel en 1990 por sus contribuciones a la teoria de la economia financiera.
Uno de sus modelos mas importantes es el modelo de seleccion de carteras de activos inciertos. Si quieres
profundizar en a biografia de Harry M. Markowitz, consulta el siguiente enlace:
http://www.eumed.net/cursecon/economistas/markowitz.htm.
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El indice de aversion relativa al riesgo esta expresado en términos de

elasticidad.

A continuacién, vamos a definir los conceptos de prima justa y prima de reserva,
para a continuacién relacionar ambas, con la prima de riesgo de Markowitz.
Prima justa. Definimos una prima justa como aquella prima que representa la pérdida

esperada en un determinado juego.

Ejemplo. Consideramos un agente econdmico que dispone de una renta inicial w, y
que se enfrenta a la posibilidad de sufrir una pérdida de L, con una probabilidad p* ,
siendo w, > L.
La loteria se definird como:
x=[-L0;p",Q1-p" 1]
siendo E(%) = —p'’L, la “ganancia esperada” de la loteria.
Podemos escribir la loteria afiadiendo la renta inicial w, de dicho agente como:
L =[wo—Lwgy p*,(1—p") ]
La renta esperada final por parte del agente econémico sera igual a:
E;(w) = p"(wo — L) + (1 = p")w,
La prima justa, que denotamos por P;, sera igual a la pérdida esperada de la loteria
(con valor positivo):
P(X) =-EX) = p“L
Prima de reserva. Definimos la prima de reserva para un agente econémico averso
al riesgo como aquella prima maxima que esta dispuesto a pagar el agente econémico
por evitar completamente el riesgo econémico. La prima de reserva se define como
la suma de la prima justa y la prima de riesgo de Markowitz.
P.(D) = P;(%) + PR(D)

Ejercicio. Consideramos un agente econdémico averso al riesgo con una renta inicial
w,=6.000€ y que se enfrenta a la posibilidad de sufrir una pérdida de L=3.000€, con
una probabilidad p*=0,1.
a) Calcule la prima justa, la prima de riesgo asi como y la prima de reserva,
suponiendo que la funcién de utilidad cardinal presenta la siguiente forma
U(w) = In(w).

b) Represente graficamente dichas medidas de riesgo.

Frente al valor exacto de la prima de reserva, la formula de Pratt!® establece que

dado un agente con una riqueza inicial wy, y una funcién de utilidad U(w), que se

10 En el Anexo A4 se presenta la demostracidon de dicha formula.
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enfrenta a una loteria %; justa, siendo E(%) =0, y Var(%;) = o2, entonces se puede
aproximar la prima de reserva (asi como la prima de riesgo de Markowitz) a partir de

la siguiente expresién:
1
B.(l;}) = PR(l}) = EO'ZAAR(WO)

Asi pues, lo que un agente averso al riesgo estd dispuesto a pagar por evitar
enfrentarse a una loteria justa es una cantidad aproximadamente proporcional a su
indice de aversion absoluta al riesgo de Arrow-Pratt. Cuanto mayor sea el grado de

aversion al riesgo, mayor sera la prima de riesgo asociada a una determinada loteria.

5.4. Formas de reduccién del riesgo: agrupamiento, diversificacion vy
difusion.

En apartados anteriores se ha demostrado que los agentes econdmicos aversos al
riesgo estan dispuestos a pagar por reducir el riesgo, aumentando su nivel de
bienestar. En este contexto, esta justificada la existencia de instituciones como las
empresas aseguradoras, los mercados de futuros, o la seguridad social. Pero, ide
qué forma estas instituciones pueden reducir el coste del riesgo de los agentes
economicos que contratan sus servicios?. Vamos a ver tres posibles formas: el
agrupamiento de riesgos, la diversificacién de riesgos, y la difusion del riesgo.
5.4.1. Agrupamiento de riesgos??

La agrupacién de riesgo se produce cuando los agentes econdmicos sujetos a
incertidumbre acuerdan compartir las rentas totales obtenidas en todos sus juegos.
Existen numerosas instituciones que agrupan riesgos de diferentes agentes
econdmicos con el objetivo de reducir el coste de ese riesgo. Es el caso de la
Seguridad Social, o de las empresas de seguros. En estos casos, los agentes
econdmicos realizan aportaciones monetarias peridédicas que van a parar a una caja
comun, de forma que cuando alguno de sus miembros sufre algin tipo de
contingencia, ésta es cubierta de forma total o parcial con el dinero de dicha caja
comun.

Nuestro objetivo es demostrar que la decision de agrupar de riesgos genera un
bienestar para los agentes econdmicos mayor que la decisidon de no agrupacion.
Vamos a ver el caso mas sencillo de agrupacién de riesgos con Unicamente dos
agentes economicos: A y B. Supongamos que cada uno de estos agentes econémicos
dispone de una renta w,, pudiendo sufrir una pérdida econémica L con probabilidad
pP,. Cada agente debe decidir si agrupar su renta con la del otro agente; o bien

enfrentarse solo a la posible pérdida econdmica.

! Este apartado esta basado en el capitulo 19 del libro “Microeconomia” 32 Edicién de H. Gravelle y R.
Rees, editado por Pearson Prentice Hall.
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Empecemos viendo cual es la loteria asociada a la decisidén de no agrupar rentas para
el agente econdmico i-ésimo:
ltii = (wo,wo — L; 1 —py,p)
La utilidad esperada del agente econdémico i-ésimo sera:
V(D =1 —pIUwo) + pLU(we — L)

A continuacidn, analicemos la decisién de A y B de formar un consorcio agrupando
sus rentas en una caja comun. Una vez pasada la posible contingencia, cada agente
recibe la mitad de la renta total que hay en dicha caja. Suponiendo que las posibles
pérdidas de cada agente son idénticas (igual a L) e independientes, existen cuatro

posibles resultados para cada agente econdémico, tal y como se sefala en la Tabla 1:

Tabla 1
Renta agente A Renta agente B Probabilidad de Renta
suceso

Wo Wo (1 -py)? Wo
L
wo — L Wo P,(1-p.) WO_E
L
Wo wo —L 1 -pJpL Wy — 3
wg — L wo — L p? wo— L

Rentas obtenidas por dos agentes econdmicos agrupando riesgos

De esta forma, la loteria asociada a decisidon de agrupar riesgos para el agente
economico i-ésimo sera:

. L

ty = (wo,wo — 5wy — L; (1= Y2, 2P, (1 = ), P? )
Por tanto, la utilidad esperada asociada a la decision de agrupar rentas del agente
economico i-ésimo sera:

. L
V() = (1= P)?Uwo) + 2P, (1 = YU (wy = 5) + PRUCW, — L)

Se puede demostrar que V(l}) > V(I}) considerando que los agentes econdmicos son

aversos al riesgo, por lo que V(1) — V(L) > 0.

VL)~ V) = (1= P Y — (= POWGwo) + (P — PGy — 1) + 21P,(1~ PT U (wo = )

2
=2P,(1-P) [U (WO _ %) B U(;/o) B U(woz— L)]

Dado que los agentes econdmicos son aversos al riesgo, la funcién de utilidad cardinal
U(w) sera céncava, por lo que el término dentro del corchete sera siempre positivo.
Dado que las probabilidades son también positivas y menores que la unidad,

entonces, se demuestra que V(l}) — V(Iy) > 0. Los agentes econémicos estan mejor
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en una situacion en la que se agrupan las rentas. La agrupacion no cambia las rentas
esperadas de los agentes econdmicos pero si reduce el riesgo asociada a las posibles

rentas.

Figura 3
U(w)
U(;Vo) uw)
(wo-3t)
U(wo) 4 U(wy — L)
2 2
Ulwg — L)
W

Agrupacién de rentas de un agente averso al riesgo

5.4.2. Diversificacion del riesgo
La diversificacion del riesgo se produce cuando un agente econdmico decide participar
en varios proyectos de inversion pequefios en vez de en uno Unico y grande. De esta
forma, se reparte la inversion entre distintas situaciones arriesgadas, reduciendo el
riesgo global. La diversificacion se basaria entonces en el viejo refran “no pongas
todos los huevos que compres en la misma cesta”. Esta estrategia es utilizada tanto
por los pequefios inversores, cuando adquieren por ejemplo un fondo de inversion,
hasta las grandes empresas multinacionales, cuando entran en nuevos sectores
productivos, distintos a los ya operativos.
Veamos un ejemplo. Supongamos una situaciéon en la que un agente econdmico
desea asignar una determinada renta W entre dos activos financieros: A y B,
independientes entre si, pero con un mismo rendimiento esperado y varianza.
Supongamos que ambos se distribuyen bajo una misma distribucion estadistica:
1o iid.(Ro%),Vi=AB
siendo R la rentabilidad esperada, mientras que ¢? se definiria como la varianza
asociada a la rentabilidad real de los activos, medida que aproximaria el riesgo del

activo.
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Consideremos que el agente econdmico asigna a al activo A, mientras que (1 —a) es
asignado al activo B, siendo «a € (0,1). Demostraremos que es mas ventajoso
diversificar la renta entre los dos activos, a pesar de que el rendimiento esperado, R,
y la varianza, o2, son iguales, frente a la opcidn de invertir en uno solo. Si el agente
econdémico decide diversificar, la renta obtenida a partir de su cartera de inversion
sera:
ar,W+ (1 —a)rgW =[ar, + (1 — a)rg]W =r.W
donde r; = ar, + (1 — a)ry es la rentabilidad real de la cartera de activos A y B, siendo
r, Y 1 la rentabilidad real de los activos A y B, respectivamente.
La rentabilidad esperada de la cartera de inversion sera:
E(r¢) =Elary + (1 —a)rgl =aE(r) + (1 —a)E(rs) =R
Por su parte, la varianza de la cartera de inversion se definird como:
Var(r;) = Var[ar, + (1 — a)rg] = a?Var(ry) + (1 — a)?Var(rg) + 2a(1 — a)Cov(r,, 135)
=[a?+ (1 —-a)?lc? < c?
Se demuestra, por tanto, que la configuracion de una cartera de una inversiéon con
dos activos A y B, independientes entre si, permite disminuir el riesgo. La estrategia
de diversificacion, por tanto, es beneficiosa para el agente econdmico, siendo el
efecto mayor si consideraramos activos cuyo rendimiento esta correlacionado
negativamente!?.
Veamos cual es la proporcion éptima de renta invertida en el activo A, de forma que
logremos minimizar la varianza asociada a la cartera de inversiéon del agente
economico.
MinVar(rg) = [a? + (1 — a)?]o?

a
dVar(r,
Warle) _ o ., 2002 +2(1 — a*)(~1)o? = 0
da
L1
72

La cartera de inversion Optima esta compuesta en un 50% por el activo A y el otro

50% por el activo B.

1\? 1\2 1
Var(re) = [a? + (1 — a)?]o? = <§) + (1 - —) o?=-0"
5.4.3. Difusién del riesgo
Demostraremos que la difusién del riesgo permite reducir el riesgo con un ejemplo.
Consideremos un proyecto de inversién en el que se puede ganar 10.000€ o bien

perder 9.000€ con idéntica probabilidad. Consideremos un agente econdmico que

2 En el caso de la bolsa de valores, la diversificacion no logra eliminar el riesgo totalmente dado que
existen riesgos no diversificables. De hecho, aunque existen casos de rendimientos de valores que tienen
una correlacion negativa, la mayoria estan correlacionados positivamente. De esta forma, cuando la
situacion econdmica general de un pais empeora, lleva aparejada una caida generalizada de los
rendimientos de los activos.
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dispone de una renta segura igual a 10.000€, cuyas preferencias vienen
determinadas por la funcion de utilidad cardinal: U(w) = In(w).
a) Demuestre que el agente econdmico no llevaria a cabo el proyecto.
b) Suponga que el proyecto de inversidon se puede asumir entre n diferentes
socios, disponiendo todos ellos de la misma dotacion inicial de renta e
idénticas preferencias. éCuadl sera el nUmero minimo de socios que llevaria a

que cada agente estuviese dispuesto a participar en el proyecto?.
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ANEXO A1l. La regla del valor esperado y la paradoja de San Petersburgo.

La regla del valor esperado puede considerarse un criterio alternativo a la regla de la
utilidad esperada. Utilizando dicha regla se elegiria aquella loteria cuyo valor
esperado fuera el maximo. A pesar de su sencillez, el criterio del valor esperado suele
ser inconsistente con la evidencia empirica. Podemos demostrarlo presentando la
denominada paradoja de San Petersburgo, publicada por Daniel Bernoulli en 1738.
Paradoja de San Petersburgo

Consideremos un juego en el que se lanza una moneda al aire. Si sale cara, el juego
finaliza y el jugador obtiene 2€. Si sale cruz, se vuelve a tirar la moneda. En caso de
gue salga cara en este segundo lanzamiento el juego finalizaria y el jugador obtendria
2?2 = 4€. Si sale cruz, se vuelve a tirar la moneda....En definitiva, el juego consiste en
lanzar una moneda hasta que salga cara. En el caso de que saliera por primera vez
en la n-ésima tirada, el jugador ganaria 2"€. Deberiamos entonces preguntarnos:
écuanto estaria dispuesto a pagar un agente econdmico para poder participar en este
juego?.

Calculemos el valor esperado del juego: la probabilidad de que salga cara por primera

vez en la n-ésima tirada sera:

11, 11
Pn =573 2 2m
n—1veces

Por tanto, el valor esperado sera:

[oe]

0 1 0
Ew) =) p2i=) S2m=Y 1=
n=1 n=1

n=1

Por tanto, frente a esta loteria, el criterio del valor esperado indica que un agente
economico deberia estar dispuesto a pagar una cantidad infinita por participar en
ella. Esta prediccién, sin embargo, no concuerda con la evidencia empirica.

Una posible explicacién a esta paradoja podria venir del hecho de que los agentes
econdmicos dan valor econédmico al riesgo inherente a situaciones de incertidumbre,
por lo que el valor de los pagos de un juego deberia medirse no solo en términos de
ganancia esperada sino en términos de la utilidad que dicha ganancia le genera al

agente econdmico.
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ANEXO A2. Definicion de la funcién de utilidad de Bernoulli y propiedades.

Definicion:
La funcion Uw):R - R se define como la utilidad del pago w. A partir de cualquier
funcion U(w) se puede definir una funcién de utilidad sobre el conjunto de loterias L.

Para una loteria [; € L:

U
VW) = ) puli () = B [lUW)]
k=1

Nos referimos a las funciones U(w) como funciones de utilidad de Bernoulli, y a las
funciones de utilidad sobre loterias V(1) como funciones de utilidad von Neumann-
Morgenstern.
La funcion U(w) permite transformaciones afines positivas que mantienen el orden
de preferencia a la hora de ordenar distintas loterias. Por tanto, dada la funcion U(w)
es posible su reemplazo por otra funcién U(w) siempre que:

Uw) =a+bUw)
para cualquier valor de w, don a y b son constantes, con b > 0.

Demostracion:

U
VW) = puli () = B [UW)]
k=1

U U U
V) = Z P U(wy) = az Puc + b Z piUwy) = a+bV(l;)
=1 =1 =1

Se cumplird que la ordenacion de loterias de acuerdo a las preferencias del agente

dv(ly)

sera la misma si nos aseguramos que T > 0.
L
av(l; p
Por otra parte, se ha demostrado que % = b. Por tanto, b solo podra tomar valores
i

positivos, b > 0.m

Funcién de utilidad cardinal

Mientras que en la teoria de consumo bajo ausencia de incertidumbre eran posibles
todas las transformaciones monoétonas positivas, fueran lineales o no, en el caso de
la teoria de consumo bajo incertidumbre las transformaciones deben ser lineales.
Asi, las preferencias de consumo Cobb-Douglas podian estar representadas de forma
equivalente por las siguientes expresiones: U(xy,x;) = xf‘xf 0 U(xy,xy) = aln(x;) +
Bln(x,), dado que el escalar que resultaba de sustituir los valores de consumo x; y x,
en U(x,,x,) 0 U(x,, x,) solo servia para ordenar cestas de consumo. Deciamos entonces
gue la funcidn de utilidad era de caracter ordinal. En el caso de la teoria de consumo
bajo incertidumbre, dicha transformacion no es posible, dado que los distintos valores

que determina una determinada funcion de utilidad pueden influir en la ordenacién
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de distintas loterias, y por tanto, en la actitud respecto del riesgo. Es por ello que
hablamos de una funcién de utilidad cardinal.
Ejemplo:
Considere las siguientes loterias:
l, = (20.000,10.000, 6.000,1.000; 0,4,0,1,0,1,0,4)
[, = (20.000,10.000, 6.000,1.000;0,1,0,4,0,4,0,1)

1

a) Ordene las loterias si la funcidn de utilidad cardinal fuera U(w) = wz.
b) Considere la siguiente transformacidon mondtona positiva: T(w) = [UWw)]?.
Demuestre que la ordenacién de preferencias del agente econdmico ha

cambiado con dicha transformacion

Volviendo a la paradoja de San Petersburgo, Bernoulli sefiala que la pérdida de una

cantidad de dinero L implica una variacién en la utilidad que, en valor absoluto, es

mayor que la variacién provocada por la ganancia de la misma cantidad. Por tanto:
Ulwg) —U(wy — L) >U(wy + L) — U(wy)

Para que se cumpla tal desigualdad, U(w) debe ser una funcién cdéncava respecto a

las ganancias. A partir de este resultado, se enuncia la conjetura de Bernoulli en la

que se define la siguiente funcién de utilidad U(w,) = In(w,), por lo que la utilidad

esperada de este juego:
- n
E[UmW)] = ) = In(2) = 2In(2) = 1,39

El valor de la utilidad esperada de este juego toma un ndamero finito.
En 1944, John von Neumann y Oskar Morgenstern demuestran formalmente la

conjetura sentando las bases de la teoria de la utilidad esperada.
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ANEXO A3. Inconsistencia de la teoria de la utilidad esperada: la paradoja de Allais.

La regla de la utilidad esperada se basa en el supuesto de que la conducta de los
agentes econdmicos es racional. A pesar de podriamos pensar que los axiomas en
los que se basa dicha teoria parecen razonables, la evidencia empirica muestra que
la conducta real de los agentes dista de forma notable de lo sefialado por tales
axiomas. A continuacion, vamos a presentar la paradoja de Allais, enunciada en 1953
y que presenta una inconsistencia en la teoria de la utilidad esperada relativa a la
divergencia entre los valores predichos con los observados.
Experimento
Considere una situacién en la que un agente econdmico debe elegir entre dos juegos:
- Juego A. Recibir 1 € con probabilidad 100%.
- Juego B. Recibir 5 € con probabilidad del 10%, 1 € con probabilidad de un
89%, no recibir nada con probabilidad de 1%.
Antes de seguir adelante, el agente econdmico debe elegir uno de estos juegos. A
continuacion, se presentan dos nuevos juegos.
- Juego C. Recibir 1 € con probabilidad 11% o no recibir nada con una
probabilidad de un 89%.
- Juego D. Recibir 5 € con probabilidad del 10%, o no recibir nada con
probabilidad de un 90%.
A continuacién, el agente econémico anota el juego que prefiere.
Resultados del experimento
Muchas personas prefieren el juego A respecto a B, asi como el juego D respecto a
C. Sin embargo, estas elecciones violan los axiomas de la utilidad esperada.
Demostracion
A continuacidn, sefalemos las implicaciones de que 4 > B:
U(1) > 0,1U(5) + 0,89U(1) + 0,01U(0)
Reordenando esta expresion, tenemos que
0,11U(1) > 0,1U(5) + 0,01U(0)
y afadiendo 0,89u(0) a cada uno de los miembros, tenemos que
0,11U(1) 4 0,89U(0) > 0,1U(5) + 0,9U(0)
Por tanto, en la segunda etapa el agente econdmico maximizador de la utilidad
esperada deberia preferir C respecto a D, para cumplir los axiomas del criterio de la

utilidad esperada.m

Implicaciones de la paradoja de Allais
La importancia de la paradoja de Allais es aun objeto de controversia en cuanto a

critica de la teoria de la decisidn racional bajo incertidumbre.
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Por un lado, algunos economistas senalan que esta anomalia invalida el criterio de la
utilidad esperada, por lo que son necesarios nuevas aproximaciones tedricas que
describan la conducta de los agentes econdmicos. Dentro de esta corriente se
encuadra la denominada economia del comportamiento, la cual se dedica a estudiar
los patrones de eleccién de los consumidores utilizando conceptos, e ideas de otras
ciencias sociales como la psicologia o la sociologia.

Por el contrario, otra corriente de economistas considera que estas paradojas no
sirven para invalidar completamente la teoria de decision bajo incertidumbre la cual
considera a los consumidores como perfectamente racionales. Es, sin embargo,
necesario, hacer ajustes a los modelos para tratar de aproximar dicha teoria a la

evidencia empirica.
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ANEXO A4. Derivacion matematica de los indices de aversidon absoluta y relativa al
riesgo de Arrow-Pratt.
En primer lugar, definimos una loteria ¥, = (x;q, ... ... VXU D1y e e ,py) aditiva, con valor
esperado cero E(%) = XY_, pi xi =0, como aquella en la que se aflade una riqueza
inicial segura w,. Hay separacion perfecta entre w, y ¥,. Entonces se define I; =
Wy + x4, e e JWo + Xy D1y een e ,Pu)
Consideremos un agente econdmico que tiene una renta inicial segura w, que se
enfrenta a una loteria I; =W, = (wy + xiq, -.. .. S Wo + Xiy; D1y wen o ,pu),- El equivalente cierto
EC(I;) asociado a la loteria [; es tal que:

UIECID] =V ()
Ademas, la prima de reserva se define como P.(I;) = w, — EC(I;). Por tanto, EC([,)=w, —
P.(1;). Para calcular dicha prima de riesgo con loterias de poco riesgo es posible utilizar
una aproximacién de Taylor. A ésta también se la conoce como aproximacion de

Arrow-Pratt.

u
Ulw, — P.(ID] = Z Pk UWo + xi)
=1

Expandiendo ambos lados a través de una serie de Taylor alrededor de wy:
12 0 12 1 271711
Uwg) — P.(I)U" (wp) + -+ = Z Pik [U(Wo) + x3 U (wp) + E(xik) U"(wp) + -
k=1

= Uwo) + U'Wo)E @) +5U" Wo)E[(%)?]+...
donde ... indica términos de orden superiores a dos en la expansion. Dado que E(X,) =
0y Var(®,) = E[(¥)?)]. Si despreciamos los términos de orden superiores a dos en la

expansion, podemos hacer la siguiente aproximacion.
1
U(wo) — B.(I)U'(wp) = U(wy) + EU”(WO)VQT'@L‘)

Cancelando U(w,) en ambos lados, y reordenando, tenemos la expresiéon que
relaciona la prima de reserva, P.(I;) con el indice de aversion absoluta al riesgo para

loterias de poco riesgo alrededor de w,, AAR(w,):

P(l,) = %Var(fi) _U,((W") o bien,

u'(wo) '
1 N
() = EVar(xi)AAR(WO)

La interpretacidon de dicha expresion es bastante intuitiva: la prima de riesgo es
proporcional a la varianza del componente aleatorio, Var(%;), que puede considerarse
como una medida de la magnitud del riesgo; y ademas es proporcional a una medida
del grado de aversion absoluta del riesgo del agente econémico, AAR(w,).

En segundo lugar, definimos una loteria multiplicativa como aquella que representa
una fraccion de w,, con lo cual se pueden alcanzar w,(1 +#) donde # es una variable

aleatoria con esperanza igual a cero, YY_, p, % = 0. La prima de reserva relativa P.
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U
Ulwo(1=B)] = D pellwo(1 + )]
k=1

Se puede demostrar que la prima de riesgo relativa se puede expresar como:

_U”(Wo)w
U’ (wp) 0

B() = %Var(f‘) < ) = %Var(f‘)ARR(WO)
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