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4 Juegos dindmicos (I)

4.1 Introduccion

En los dos temas anteriores hemos estudiado los juegos estéticos, para los cuales hemos
propuesto distintos criterios de solucion (de seleccién entre las combinaciones posibles de
estrategias) a partir de la forma normal. En este tema pasamos a ocuparnos de los juegos
dindmicos, en los cuales la toma de decisiones deja de ser simultdnea para tener un caracter
secuencial. Aunque seguiremos utilizando la representaciéon en forma normal y los concep-
tos de solucion asociados ella, para este tipo de juegos resulta conveniente su modelizacién
inicial a partir de la forma extensiva, ya a que través de ella se puede recoger explicitamente

la naturaleza secuencial de la toma de decisiones.

En el Tema 1 ya hicimos una primera aproximacion a la forma extensiva, utilizando para
especificarla un diagrama que denomindbamos drbol del juego. Al menos para los juegos mas
sencillos, era posible recoger las reglas del juego mediante dicha representacién gréfica. Un
concepto especialmente relevante era el de conjunto de informacion, el cudl nos permitia incor-
porar al modelo la informacién de que disponian los jugadores en las distintas situaciones en
las que les podria tocar mover. A partir del mismo se establecia la diferencia entre un juego
dindmico con informacién perfecta (todos los conjuntos de informacién constan de un tinico
nodo) y un juego dindmico con informacién imperfecta (al menos un jugador tiene un con-
junto de informacién con dos o mas nodos). Las figuras 4.1 y 4.2 recogen, respectivamente,

un ejemplo de un juego con informacién perfecta y de uno con informacién imperfecta.

(4,3,5)

(2,6,4)

(1,5,3)

(2,3,1)

(7,3,2)

(3,5,3)

(4,4,4)

(5,7,2)

Figura 4.1. Un juego multietdpico con informacion perfecta
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4.1. Introducciéon

(1,3,3)

(2,2,4)

(3,1,2)

(3,0,2)

(5,1,1)

(1,4,0)

(1,0,4)

(1,3,3)

Figura 4.2. Un juego multietdpico con informacion imperfecta

En este tema nos ocuparemos tinicamente de los juegos dindmicos con informacién perfecta.
En primer lugar daremos una descripcién mds formalizada de la forma extensiva y veremos,
a continuacién, como pasar de ella a la forma estratégica. Una vez sepamos como represen-
tarlos, pasaremos al andlisis de los mismos, esto es, a plantearnos como cabe esperar que se

desarrollen las distintas situaciones de interdependencia estratégica que recogen.
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4 Juegos dindmicos (I)

4.2 Representacion en forma extensiva

Como paso previo a una definicién mas formalizada de la representaciéon en forma extensi-
va, es necesario que nos familiaricemos primero con la terminologia propia de este tipo de
representacion. Para ello vamos a tomar como referencia el arbol del juego del ejemplo de

las votaciones estratégicas del Tema 1 y que aparece recogido de nuevo la Figura 4.3.

(0,0)

(2,1)

Figura 4.3. Votaciones estratégicas: el drbol del juego

Utilizaremos el término historia terminal para referirnos a cada una de las secuencias de
movimientos que constituyen un desarrollo completo del juego, esto es, que van del nodo
raiz a uno de los nodos terminales. Denominaremos Z al conjunto de todas las historias

terminales posibles, el cual vendria dado en nuestro ejemplo por:
z={(A,B),(4,C),(B,4),(B,C),(C,A),(C,B)}.

El conjunto Z nos proporciona implicitamente la siguiente informacién sobre la estructura

del juego:

1. El orden en el que deciden los jugadores. En tanto que secuencia, cada historia termi-
nal nos informa sobre las historias no terminales o posiciones por las que ha de pasar
el juego para desarrollarse conforme a esa historia completa. Ademas, hemos de tener
en cuenta que existe una posicién inicial (la correspondiente al nodo raiz) sin historia
previa. Vamos a denominar X al conjunto de todas las historias parciales o posiciones
posibles del juego, del cual formaré parte la posicion inicial que representaremos por
.

En nuestro ejemplo, el conjunto de posiciones vendria dado por X = {@, 4, B,C}.

5
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4.2. Representacion en forma extensiva

Cada una de los elementos de X constituye una posicién x, la cual podemos identificar
a partir de la historia no terminal que nos lleva a ella. Asi, el hecho de que A € X
significa que existe una posicién en la cual un jugador tendria que decidir sabiendo
que previamente se ha vetado el proyecto A. La posicién inicial es la tinica que no

tiene una historia previa, de ahi que utilicemos la notacién @ para referirnos a ella.

2. Las alternativas de que dispone cada jugador en cada posicién del juego en la que
le toque mover. En el nodo raiz habré tantas alternativas como valores distintos toma
el primer componente de las secuencias. En nuestro ejemplo, todas las secuencias em-
piezan por A,B o C, por tanto, estas seran las alternativas entre las que podr4 elegir
el jugador al que le toca mover al principio del juego. Cada movimiento posible en el
nodo raiz dard lugar, bien a un nodo terminal, bien a una posicién que podemos identi-
ficar con el movimiento que nos ha llevado a ella. En nuestro caso los tres movimientos
posibles en la posicién inicial nos llevan a posiciones en las que le toca mover a otro
jugador. Si consideramos todas las secuencias de acciones cuyo primer elemento sea
el mismo, podemos ver, a partir de todos los valores que toma su segundo elemento,
el conjunto de movimientos posibles en esa posicién. En nuestro caso, si cogemos, por
ejemplo, todas las secuencias que tienen como primer elemento A, veremos que las
alternativas que tendria el jugador que le toca mover en esa posicion serian By C. En
general, nos referiremos al conjunto de movimientos disponibles en la posicién x como
A(x). En nuestro ejemplo, una especificacion completa de las acciones disponibles en

cada una de las posiciones del juego vendria dada por:

A(©@)={A,B,C}; A(A) = {B,C}; A(B) = {A,C}; A(C) = {A,B}.
Por tanto, a través de la especificacion de Z es posible recoger parte de la estructura del
juego, quedandonos pendiente de incorporar:

» la informacién sobre a qué jugador le tocaria mover en cada una de las posiciones o

historias parciales del juego x;

= la informacién de la que dispondrian los jugadores en cada una de las posiciones en

las que le tocaria mover;
= la valoracién por parte de cada jugador de los posibles desarrollos del juego.

Dado el conjunto de jugadores J y el conjunto de posiciones del juego X, la asignacién de

cada posicién a un jugador podemos recogerla a través de una particion' de X en tantos

!En teorfa de conjuntos una particién de un conjunto dado es una coleccién de subconjuntos no vacios del
mismo (bloques) que cumplen las propiedades de (1) ser disjuntos y (2) su unién es el conjunto original.
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4 Juegos dindmicos (I)

bloques como elementos tenga J :
P(X) = {X1, . /XN}/

donde X; = {x,,---,x,,} es el subconjunto de posiciones en las que le corresponde mo-
ver al jugador i. En el ejemplo que estamos analizando podemos recoger la asignacion de

jugadores mediante la particion:
P(X) = {x1, X1} = {{@},{4,B,C}}.

Pasemos ahora a considerar la forma de incorporar las preferencias de los jugadores en rela-
cién a los posibles desarrollos del juego. En la representacién en forma normal suponiamos
que existia una funcién de pagos U;(s) definida sobre las combinaciones posibles de es-
trategias s € S. La tinica novedad en la representacion en forma extensiva es que dichas
funciones de pagos estan definidas sobre cada una de las historias terminales o desarrollos
posibles del juego.
u; : Z— R
z +— Uj(z).

Cada una de las historias terminales llevarad asociado, por tanto, un vector de pagos en el
que cada uno de sus N componentes U;(z) se corresponde con el valor que toma una fun-
cién de utilidad cardinal que recoge las preferencias del jugador i en relacién a los posibles
desarrollos del juego Z. Como explicaAbamos en el Tema 1, el supuesto de que se trata de
una funcién cardinal hace que podamos analizar la toma de decisiones de los jugadores en

términos de la maximizacién del pago esperado (de la utilidad esperada).

Por tdltimo, en cuanto la informacién por los jugadores en cada posible situacion en la que les
podria tocar mover, en los juegos de informacién perfecta los jugadores conocen de manera

perfecta la historia previa del juego (la posicién del juego en la que se encuentran).

Ya estamos en condiciones de proponer, aunque por el momento sélo para los juegos con
informacién perfecta, una especificacion de la forma extensiva que vaya maés alla de la re-
presentacion gréfica mediante un diagrama. Si tomamos como punto de partida la repre-

sentacién en forma normal G = <], {SN (U Y, >, en la forma extensiva se mantienen el

conjunto de jugadores J y las funciones de pagos® {U, }ilil, pero, en lugar de los conjuntos

de estrategias de los jugadores S; incorporaremos:
» El conjunto Z de secuencias que constituyen desarrollos posibles del juego.

» Una particién P(X) que asigna las posiciones del juego a los jugadores.

2Es necesario tener en cuenta que las funciones de pagos de la forma extensiva vienen definidas sobre las
historias terminales z mientras que las de la forma extensiva vienen dadas sobre las posibles combinaciones
de estrategias s.
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4.2. Representacion en forma extensiva

Definicién 4.2.1 (Forma extensiva de un juego con informacién perfecta). La forma extensiva
de un juego con informacion perfecta es una 4-tupla I' = <J, Z,P(X), {U}¥ 1>, donde:
w J={1,---,N} es el conjunto de jugadores.

» Z es el conjunto de secuencias que constituyen desarrollos posibles del juego. En tanto que
conjunto de secuencias, Z nos informard implicitamente sobre:

e El conjunto de posiciones o historias no terminales X.
e Las alternativas disponibles por cada jugador en cada una de las posiciones A(x).

n P(X) es una particién de las posiciones del juego en funcion del jugador al que le tocaria mover
en cada una de ellas.

w U;(z) es una funcion de utilidad cardinal para todo i.

» Ejercicio 4.2.1

En la Figura 4.4 se representa una situacién de interdependencia estratégica en la cual
una determinada empresa E (entrante) esta evaluando la posibilidad de entrar (¢) o no
(é) en un mercado que hasta el momento estaba siendo controlado por otra empresa I
(incumbente). Si E decide entrar, I puede optar por acomodar la entrada (a) o bien por

desencadenar una guerra de precios (@). Se pide:
1. Especifique los distintos componentes de la forma extensiva del juego

2. Determine el conjunto de posiciones del juego X y el conjunto de acciones A(x) en

cada una de esas posiciones.

(0,10)

Figura 4.4. Entrada en un mercado monopolizado: ;jacomodacion a la entrada o
<
pTECiOS predutorios?

Solucién 1. La forma extensiva I = <], Z,P(X), {u}¥ 1> viene dada en este caso por:

- J—{E1I}.

n Z=1{¢ (ea),(ea)}.

- POX) = {Xe, X} = {{@}, {e} }.

w Up(e) =0,Ug((e,a) =4,Ue((e,1) = —1; Uj(e) =10,U;(e,a) =4, U(e,l) = —
A partir del conjunto Z podemos obtener la respuesta a la sequnda pregunta:

» X ={Q,e}.
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4 Juegos dindmicos (I)

» A(Q) ={ee};Ale) = {a,a}.

» Ejercicio 4.2.2

Especifique todos los componentes de la forma extensiva para el juego de la La Figu-
ra4.l.

Los dos ejemplos utilizados hasta el momento para ilustrar la forma extensiva son extraor-
dinariamente sencillos. Ademds de ser juegos de informacién perfecta, en ambos habia dos
Unicas etapas y en cada una de ellas el jugador al que correspondia mover se enfrentaba un
ntimero muy reducido de alternativas. La definicién que hemos dado de la forma extensiva
para juegos con informacion perfecta es valida para situaciones en las que en algunas o en
todas las etapas el conjunto de alternativas entre las que puede elegir un jugador viene dado

por una variable continua, como ocurre en el Ejercicio 4.2.3.

» Ejercicio 4.2.3

A dos individuos, I y I1, se les ofrecen 100 € condicionados a que lleguen a un acuerdo
de reparto entre ambos mediante el siguiente procedimiento. El individuo I ha de hacer
una propuesta de reparto al II, si éste la acepta se lleva a cabo, pero si no la acepta

ninguno de los dos recibe nada. Se pide:

s Represente el arbol del juego.

» Especifique cada uno de los componentes de la forma extensiva.

Solucién. Seay € [0,1] una variable continua que representa la proporcién del dinero que I le ofrece
allyr € {0,1} una variable binaria que representa la respuesta del jugador 11 (interpretamos r = 1

como «acepta» y r = 0 como «rechaza»). La forma extensivaT' = <], Z,P(X), {U}¥ 1> vendrd dada
por:

» Z={(y,r):ye0,1],r € {0,1}}.

= X; ={2}, Xp={y:ye€[01]}

100(1—y) sir=1

. 100y sir=1
- Ul(y,r)—{o sir=0.

U“(W):{o sir=0.

Veremos mads adelante que la definicién 4.2.1 también es vélida para juegos con horizonte
infinito. En este tipo de juegos existen secuencias de acciones que no tienen un final determi-
nado, sino que pueden prolongarse durante un niimero de etapas indeterminado. Aunque
las situaciones de interdependencia estratégica del mundo real siempre sean finitas, este tipo
de modelos tienen un gran ndmero de aplicaciones en la economia. El Ejemplo 4.2.1 plantea

una situacién que deberiamos modelizar como un juego de horizonte infinito.
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4.2.1. De la forma extensiva a la forma normal: el concepto de estrategia

Ejemplo 4.2.1

Dos individuos negocian el reparto de una determinada cantidad de dinero V mediante
el siguiente procedimiento. El individuo I tiene el primer turno para hacer una propues-
ta, decidiendo a continuacioén el I si la acepta o no. En caso de que II la acepte se lleva
a cabo el reparto, pero en el caso de que la rechace la cantidad inicial se ve reducida un
10 % pasando a ser II el que debe hacer una propuesta a I y este el que decide si la acep-
ta o no. En caso de que I no acepte la propuesta la cantidad de dinero se ve reducida de
nuevo en un 10 % y prosiguen las rondas de negociacién alterndndose los jugadores a
la hora de hacer las propuestas y perdiéndose siempre un 10 % del dinero disponible al

final de cada una de ellas.

Definicién 4.2.2 (Juegos finitos). Un juego en forma extensiva I es finito si tiene (1) un niimero
finito de historias terminales y (2) horizonte finito.

La descripcion detallada de la forma extensiva puede resultar engorrosa incluso para jue-
gos con informacién perfecta, por lo que en muchos ocasiones no nos detendremos en ella.
Lo verdaderamente importante es ser conscientes de que un anélisis correcto de cualquier
juego dindmico pasa por conocer de manera precisa los elementos que nos pide la forma ex-
tensiva, los cuales son basicamente —para los juegos de informacién perfecta— las distintas
posiciones en las que les podria tocar mover a cada uno de los jugadores, las alternativas

que tendrian en cada una de ellas y los pagos de cada jugador.

421 De la forma extensiva a la forma normal: el concepto de estrategia

Como ya sefialamos en el Tema 1, dada la representacién en forma extensiva de un juego,
siempre es posible pasar a su representacion en forma normal a partir del concepto de es-
trategia. En el caso de un juego con informacién perfecta, dada su representacién en forma
extensiva I', se define una estrategia para un jugador i como un plan completo de accién, en
el sentido de que le asigna un movimiento en cada una de las posiciones x; € X; en las que
le podria tocar mover. Podemos pensar en una estrategia como la respuesta de los jugadores
a un cuestionario sobre que harian en cada una de las situaciones en las que se podrian llegar

a encontrar.

Definicién 4.2.3 (Estrategia ). Dada la forma extensiva I' de un juego con informacion perfecta,
una estrategia para el jugador i es una funcion s;(x;) que le asigna un movimiento a € A(x;) en
cada una de las posiciones en las que le podria tocar mover x; € X;.

En los juegos de informacién perfecta cada conjunto de informacioén contiene una tnica
posicién, por lo que una estrategia asignard tantos movimientos como posiciones (nodos)
tenga asignadas un jugador. En los juegos finitos podemos representar las estrategias de un
jugador ordenando sus nodos de acuerdo con algtn criterio y especificando a continuacién

las posibles secuencias de movimientos respetando dicho orden. A modo de ejemplo, los

10

Prof. Pedro Alvarez Causelo Apuntes de Teoria de Juegos - Curso 2012-2013
Departamento de Economia - Universidad de Cantabria Material publicado bajo licencia Creative Commons



4 Juegos dindmicos (I)

juegos que admiten representacion mediante un diagrama se suele adoptar el criterio de
ordenar los nodos de izquierda a derecha (orden de las etapas) y, en segundo lugar, de arriba

abajo.

En el ejemplo de las votaciones estratégicas el jugador I mueve tnicamente en el nodo raiz
(en la posicién @) por lo que sus estrategias seran un plan muy sencillo que constara tinica-
mente de un movimiento. Su conjunto de estrategias posibles es S, = {A, B, C}. Sin embar-
go, el jugador I tiene asignadas tres posiciones en el juego X, = {A, B, C} por lo que cada
una de sus estrategias constard de tres movimientos. A modo de ejemplo, con la estrategia
s,, = BCB el jugador II responderia vetando el proyecto B si el I vetase el proyecto A o el C
y vetando el proyecto C si el I vetase el proyecto B. Como II puede tener que mover en tres

posiciones distintas y en cada una de ellas tiene dos alternativas, tiene 8 estrategias posibles:
S, = {BAA,BAB,BCA,BCB,CAA,CAB,CCA,CCB}

Para juegos mas complejos iremos viendo otras formas mds manejables de especificar las
estrategias. También dejamos para méas adelante la posibilidad de que los jugadores elijan
en una o mas posiciones de acuerdo a algiin mecanismo aleatorio, de manera similar a la

posibilidad que tenfan de elegir estrategias mixtas en los juegos estaticos.

» Ejercicio 4.2.4

Determine los espacios de estrategias de cada uno de los jugadores para los juegos cu-
ya forma extensiva aparece recogida en las figuras 4.1, y 4.4 y para los juegos de los

ejercicios 4.2.1 y 4.2.3.

Una vez tengamos los espacios de estrategias de los jugadores S;, para completar el paso de
la forma extensiva a la normal s6lo nos faltard utilizar las funciones de pagos de la forma
extensiva —las cuales aparecen en funcion de las historias terminales U;(z)— para obte-
ner las funciones de pagos de la forma normal —las cuales han de estar en funcién de las

combinaciones de estrategias U;(s)—.

Ejemplo 4.2.2

En el juego de las votaciones la forma estratégica del juego vendra dada por:
Jugadores | = {I,II}
Estrategias S, = {(A),(B),(C)}; S, ={(B,A,A),(B,AB),---}

Funciones de pagos Podriamos recogerlas mediante una matriz de pagos 2X8 cuyos
elementos serfan: U,[(B), (B,C,A)| =2,--- U,[(B),(B,AA)]=1,---

11
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4.2.1. De la forma extensiva a la forma normal: el concepto de estrategia

» Ejercicio 4.2.5

Represente en forma estratégica los juegos de las figuras 4.1 y 4.4 y el del ejercicio 4.2.3.

12
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4 Juegos dindmicos (I)

4.3 Induccién hacia atras y equilibrio de Nash perfecto en subjuegos

En la seccién anterior hemos aprendido a representar un juego con informacion perfecta en
forma extensiva y a pasar de ésta a la forma estratégica. Ya tenemos todas las herramientas
para recoger mediante un modelo el nuevo tipo de situaciones de interdependencia estra-
tégica que representan los juegos dindmicos. El paso siguiente ha ser el plantearnos como
resolver dichos modelos, esto es, que criterios proponer a la hora de seleccionar entre los

posibles desarrollos del juego.

Al igual que haciamos en el caso de los juegos estaticos, partiremos inicialmente de dos

supuestos basicos:

= ]la estructura del juego es conocimiento comun (y, por tanto, lo es también la forma

extensiva del mismo);

= ]os jugadores son racionales (deciden de acuerdo con el criterio de maximizacién de la

utilidad esperada) y esto es conocimiento comtn.

4.3.1 Racionalidad secuencial y equilibrio de Nash: la perfeccion en subjuegos

Dado que el concepto de estrategia nos permite pasar cualquier juego dindmico en forma
extensiva a su forma estratégica, parece logico preguntarnos si no seria posible utilizar los
mismos conceptos de solucién vistos para los juegos estéticos, en particular el de equilibrio
de Nash. Consideremos en primer lugar el caso del juego entre la empresa entrante y la in-
cumbente. En la figura 4.5 aparece su representacion en forma estratégica a partir de una
matriz de pagos. La determinacioén de los equilibrios de Nash del juego puede hacerse de
la manera habitual, a partir de las funciones de mejor respuesta de los jugadores. Podemos
apreciar que en este caso existen dos combinaciones de estrategias (puras) que son equili-
brios de Nash: (¢,a) y (¢, a).

Y
S
|>—\
(@]
=
—
(e

Figura 4.5. Forma estratégica del juego entrante-incumbente
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4.3.1. Racionalidad secuencial y equilibrio de Nash: la perfeccién en subjuegos

Parece razonable exigir a las combinaciones de estrategias que propongamos como solucién
de un juego dindmico que sean equilibrios de Nash, esto es, que cada jugador este adop-
tando una estrategia que sea mejor respuesta a las estrategias del resto de jugadores. Sin
embargo, en este tipo de juegos podemos ir un poco més alld. En efecto, en la determinacién
de los equilibrios de Nash a partir de la forma estratégica procedemos cémo si los jugadores
eligiesen simultdneamente sus estrategias de manera irreversible al principio del juego. Esta
perspectiva resulta adecuada para los juegos estéticos, pero no para los dindmicos. En estos
altimos, algunos de los jugadores tendran que tomar su decisién, no al principio del juego,
sino una vez observen los movimientos de los jugadores que mueven antes que ellos, sien-
do esto conocimiento comtn. En el ejemplo que estamos analizando, la empresa incumbente
tendra que decidir si acomoda la entrada o desata una guerra de precios una vez que el en-
trante haya tomado la decision de entrar y no antes de saber lo que hara éste. Ese caracter
secuencial de la toma de decisiones, que no esta presente en la forma normal, pero si en la
forma extensiva, ha de ser tenido en cuenta a la hora de proponer criterios para seleccionar
el desarrollo esperado del juego. En concreto, lo que exigiremos ahora, ademas de que las
combinaciones de estrategias constituyan un equilibrio de Nash, es que cada una de las es-
trategias sea secuencialmente racional, esto es, que el movimiento asignado a cada posicion
del juego se corresponda con el comportamiento racional del jugador si tuviese que decidir

sabiendo que esta en ella.

En el caso de nuestro ejemplo, una de las dos combinaciones de estrategias que es equilibrio
de Nash, (¢,d), no es secuencialmente racional. En efecto, el movimiento asignado a la em-
presa incumbente en dicho equilibrio de Nash no constituye su mejor movimiento una vez
el juego se encuentre en la posicién en la que le toca tomar esa decision. Podriamos decir
que dicho equilibrio de Nash descansa en la amenaza no creible por parte de la empresa
establecida de desencadenar una guerra de precios en caso de que se produzca la entrada.
Ciertamente, si el entrante creyese la amenaza del incumbente su mejor respuesta seria no
entrar, lo que ocurre es que dichas creencias no son sostenibles dada la informacién que tie-
ne el entrante (por ser un juego de informacién completa conoce las funciones de pagos del
incumbente y sabe que irfa en contra de sus intereses desencadenar la guerra de precios).
Por el contrario, el equilibrio de Nash (e, a) si cumple la condiciéon de que las estrategias
de los jugadores sean secuencialmente racionales: la estrategia del incumbente le asigna un
movimiento 6ptimo en la posicién en la que le toca decidir si acomoda o no la entrada. En
los dos equilibrios de Nash se cumple la condicién de comportamiento 6ptimo de ambos
jugadores ante la estrategia del otro, la diferencia es que en el segundo se impone ademas
la condicién de que el jugador que mueve primero estd deciendo bajo unas expectativas de

que el que mueve después se va a comportar racionalmente.
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4 Juegos dindmicos (I)

Con carécter general, en un juego dindmico los jugadores que mueven primero antes de tomar
su decision miran hacia adelante, esto es, tratan de anticipar las consecuencias de cada una de
las alternativas que tienen a su alcance, para lo cudl deberdn formarse unas expectativas
sobre el desarrollo del juego en cada una de las posiciones que faltan por resolverse. La ra-
cionalidad secuencial lo que exige es que esas expectativas tengan en cuenta la racionalidad
del resto de jugadores, en el sentido de que si les llega el turno de mover en una determina-
da posicién lo relevante sera lo que les interesa hacer en esa posicién (y no, en el caso de que
esto fuera posible, lo que pudieran haber dicho antes de empezar el juego que harian en ella
en caso de alcanzarla). Podriamos decir que vamos a cribar las combinaciones de estrategias
que son equilibrios de Nash para quedarnos tinicamente con aquellas que cumplen el re-
quisito adicional de ser consistentes con el supuesto de que la racionalidad es conocimiento

comun.

Una combinacién de estrategias que, ademds de ser equilibrio de Nash, cumpla este requi-
sito de la racionalidad secuencial se dice que constituye un equilibrio de Nash perfecto en
subjuegos. Antes de justificar el porqué de esta denominacién, vamos a explicar un proce-
dimiento sencillo para determinar los equilibrios de Nash perfectos en subjuegos para los

juegos con horizonte finito e informacién perfecta.

4.3.2 El procedimiento de la induccién hacia atrds

Enjuego con informacién perfecta y horizonte finito, siempre es posible determinar los equi-
librios de Nash del mismo que son perfectos en subjuegos utilizando un procedimiento sen-
cillo que se conoce como induccién hacia atras. Dicho procedimiento consiste en comenzar
por determinar los movimientos 6éptimos del jugador que mueve en dltimo lugar y proce-
der secuencialmente hacia atrds hasta alcanzar el nodo raiz. En el ejemplo de la amenaza de
entrada, resolveriamos primero el problema de decisién de I en la tinica posicién del juego
que tiene asignada, procediendo después a resolver el de E bajo el supuesto de que es capaz
de anticipar la respuesta (racional) de I en la siguiente etapa. En la Figura 4.6 aparecen mar-
cadas en grueso las ramas del arbol que constituyen el movimiento 6ptimo del jugador al
que le toca mover en el conjunto de informacién correspondiente. La senda o camino que se-
lecciona el proceso de induccién hacia atras constituye la trayectoria de equilibrio del juego

y se conoce como resultado por induccién hacia atras.
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4.3.2. El procedimiento de la induccién hacia atras

(0,10)

Figura 4.6. Resultado por induccion hacia atrds para el juego entrante-incumbente

En un juego tan sencillo como el anterior, el resultado por induccién hacia atrds coincide
con el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos debido a que la trayectoria de equilibrio
incluye las dos tnicas posiciones en las que tienen que tomar decisiones los jugadores. En
general, sin embargo, en un juego existirdn posiciones fuera de la trayectoria de equilibrio;
en este caso, el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos ya no coincidird con el resultado por
induccion hacia atras. Mientras que el resultado por induccion hacia atrés s6lo nos indicaré
la trayectoria de equilibrio del juego, el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos recogera
los movimientos 6ptimos de los jugadores en cada uno de sus posiciones, estén o no en la
trayectoria de equilibrio del juego. A modo de ejemplo, en el juego recogido en la Figura 4.7
el resultado por induccién hacia atrés es (a1, arp2), mientras que el tnico equilibrio de Nash
perfecto en subjuegos del mismo es (ayy, appa;74). En ese mismo juego, la combinacién de
estrategias (apy, ar1ay74) es un equilibrio de Nash, pero no es perfecto en subjuegos al asignar
un movimiento no éptimo al jugador I en uno de sus conjuntos de infomacién. Podriamos
decir que este equilibrio de Nash se sustenta en la amenaza no creible —porque va en contra

de sus intereses— del jugador II de mover ajp; si el jugador I mueve aj;.

arm (1,4)

—
o1 e
N Q1
~— ~—

(2,8)

Figura 4.7

A continuacién aparece otro ejemplo, ya conocido, en el que se aplica la induccién hacia
atrds para determinar tanto el resultado por induccién hacia atrds como el equilibrio de

Nash perfecto en subjuegos.

Ejemplo 4.3.1 Juego de las votaciones estratégicas.
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(0,0)

(1,2)

(0,0)

(2,1)

(1,2)

(2,1)

Figura 4.8. El juego de las «votaciones estratégicas». La induccion hacia atrds no
s6lo nos permite determinar la trayectoria de equilibrio, sino también la
combinacién de estrategias que constituye el equilibrio perfecto en subjuegos.

Pongdmonos primero en lugar del jugador I. En el momento de tomar su decisién es
consciente de que las consecuencias dependen de como responda el jugador I, por lo
que tratard de anticipar dicha respuesta. Podriamos decir que el jugador que mueve
en primer lugar se plantea el problema de decisiéon del que mueve después como paso
previo a tomar su propia decisién. Al ser un juego de informacién completa, el jugador
I conoce las preferencias del jugador I, por lo que puede resolver perfectamente la
segunda etapa. De esta manera, anticipard que, tanto si él veta el proyecto A, como si
veta el proyecto B, el jugador II vetard el C, mientras que si él veta el C, el I] vetara el
A. Tras este razonamiento, claramente le interesa vetar el proyecto B, con lo que lograra

que salga su proyecto preferido, el A.

Tenemos ya una propuesta de solucion para este juego: el jugador I elige B y el 11 elige
C. Para determinar la soluciéon hemos aplicado la induccion hacia atras: hemos resuelto
primero la segunda etapa y a continuacién —dando por supuesto que el jugador que
mueve primero anticipa como se resolverd la segunda— la primera. Para los juegos
sencillos, con un ntimero reducido de jugadores y de movimientos para cada uno de
ellos, podemos determinar el resultado por induccion hacia atrds sobre el propio arbol.
Para ello, nos situaremos en cada uno de los nodos en los que puede tener que mover
el jugador que mueve el Gltimo y sefialaremos su alternativa mds preferida en cada uno
de ellos. Procederemos a continuacién de la misma manera con el jugador que mueve
el pentltimo y asi sucesivamente hasta alcanzar el nodo raiz del arbol. Como puede
apreciarse en la la Figura 4.8 misma, la induccién hacia atrds nos determina no sélo

lo que podriamos denominar la senda o trayectoria de equilibrio del juego —que en
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4.3.3. Subjuegos de un juego con informacién perfecta

este caso serfa (B, C)— sino también la combinacion de estrategias que constituye el

equilibrio de Nash perfecto en subjuegos—en este caso concreto (B, CCA)—.

» Ejercicio 4.3.1

En el juego de las votaciones estratégicas, jconstituye la combinacién de estrate-
gias (B,CCA) un equilibrio de Nash? En caso de que su respuesta sea afirmativa,

(constituye un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos?

La aplicaciéon de la induccién hacia atrds a juegos con informacién perfecta nos permite
seleccionar los equilibrios de Nash perfectos en subjuegos para cualquier juego con infor-
maciéon perfecta. Al aplicar dicho procedimiento estamos considerando que los jugadores
que mueven primero se ponen en los pies de los que mueven en etapas posteriores, tra-
tando de anticipar cudl serd su movimiento. Al tratarse de juego de informacién completa,
conoceran perfectamente sus preferencias y esto, junto con el conocimiento comun de la ra-
cionalidad, les permite resolver su problema de decisién tan bien como el propio jugador
al que le tocard mover cuando le llegue su turno. Podriamos decir que la induccién hacia
atrds elimina las estrategias que incluyen promesas o amenazas no creibles, esto es, que pro-
ponen movimientos de los jugadores cuya ejecucion llegado el momento iria en contra de
sus intereses. En otras palabras, la induccion hacia atras incorpora la exigencia de la racio-
nalidad secuencial a la hora de seleccionar entre las combinaciones de estrategias como los
candidatos a desarrollo esperado del juego. Un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos,
ademds de exigir que las estrategias de cada uno de los jugadores sean mejores respuestas a
las de los otros, establece una condicién adicional: que el comportamiento asignado a cada
jugador sea secuencialmente racional. Visto de otra manera, en un equilibrio de Nash que
no sea perfecto en subjuegos algunos de los jugadores estdn adoptando estrategias que son
mejores respuestas a estrategias de los otros a las que deberian asignar probabilidad cero

bajo el supuesto de que la estructura del juego y la racionalidad son conocimiento comun.

» Ejercicio 4.3.2

Determine el resultado por induccién hacia atrds y el equilibrio de Nash perfecto en

subjuegos para el juego de la Figura 4.1.

4.3.3 Subjuegos de un juego con informacién perfecta

Hasta el momento nos hemos limitado a utilizar la induccién hacia atrds para seleccionar
de entre los equilibrios de Nash aquellos que cumplen el requisito adicional de ser secuen-
cialmente racionales, esto es, las estrategias de los jugadores deben ser 6ptimas, dadas las

estrategias del resto, no sélo al principio del juego sino también en cualquiera de las po-
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4 Juegos dindmicos (I)

siciones en las que podria tener que mover. Hemos dicho que los equilibrios de Nash que
cumplen esta condicién adicional se califican como perfectos en subjuegos. Para entender el
porqué de esta denominaciéon debemos dar primero una definicién de lo que se entiende

por subjuego.

Dada una posicién cualquiera del juego x podriamos decir que ella misma constituye la
posicién inicial (nodo raiz) de un juego reducido que es lo que constituye el subjuego asociado
a esa posicion. A modo de ejemplo, en el juego de la figura 4.1 el movimiento a por parte de I
da paso a un subjuego que arrancaria en la posicién a la que asignamos ese mismo nombre
a (la historia que nos lleva a ella) y que puede recogerse mediante el arbol que aparece en la
tigura 4.9. De la misma manera el movimiento b darfa paso a un subjuego distinto también
entre II y III. Ademads de estos dos subjuegos, tendriamos otros cuatro, los asociados a
las posiciones del jugador III: (a,«), (a, B)(b,«) (b, B). Ciertamente estos subjuegos recogen
un problema de decisién unipersonal mas que un juego propiamente dicho, pero ello no
impide su consideracién como subjuego. En ocasiones se considera también un subjuego el
juego completo. En este caso s6lo se consideran subjuegos propios aquellos subjuegos que son

distintos del juego completo.

(3,1)

Figura 4.9. Subjuego al que da paso el movimiento a por parte del jugador I en el juego
de la Figura 4.1.

Definicién 4.3.1 (Subjuego de un juego con informacién perfecta). Dada la forma extensiva
I' de un juego con informacién perfecta y una posicion cualquiera del mismo x, el subjuego T'(x)
asociado a dicha posicion viene dado por la siguiente forma extensiva:

Jugadores Los jugadores que en I tienen asignados movimientos en x y en todas las posiciones que
siguen a x.

Historias terminales E! conjunto de secuencias completas de acciones que arrancarian en x.
Particién de jugadores La misma que proyecta I' sobre la parte del juego que se inicia en Xx.

Funciones de pagos Las correspondientes de I para las historias terminales y los jugadores que
forman parte del subjuego.
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» Ejercicio 4.3.3

Determine todos los subjuegos del juego del entrante y la empresa incumbente y del

juego de las votaciones estratégicas.

Una vez dada la definicién de subjuego, ya estamos en condiciones de aclarar el significado
de la expresion equilibrio de Nash perfecto en subjuegos. El requisito adicional de racio-
nalidad secuencial que introduciamos a través de la induccién hacia atrds es equivalente a
exigir a las estrategias de los jugadores que sean 6ptimas no sélo para el juego completo,

sino también para cada uno de los subjuegos del mismo.

Definicién 4.3.2 (Equilibrio de Nash perfecto en subjuegos para juegos con informacién
perfecta). Una determinada combinacion de estrategias § constituye un equilibrio de Nash perfecto
en subjuegos, de un juego con informacion perfecta, si dicha combinacion de estrategias, ademds de
constituir un equilibrio de Nash del juego completo, asigna un equilibrio de Nash a cada uno de los
subjuegos del mismo.

En relacién con la definiciéon anterior, es necesario precisar que lo que exige para los sub-
juegos que constituyen un problema de decisién de un tinico jugador, es que la estrategia
correspondiente le asigne un movimiento 6ptimo en dicha posicién. Puede resultar 1til pen-
sar que cuando un jugador toma una decision en una determinada posicién —salvo que ésta
sea un posicion final— esta decidiendo en realidad entre subjuegos (con cada movimiento
dard paso a un subjuego distinto), por lo que tratard de anticipar como se resolveria cada
uno de ellos. La respuesta es que esperard que cada subjuego de desarrolle conforme a un

equilibrio de Nash.
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4 Juegos dindmicos (I)

4.4 Ejercicios
» Ejercicio 4.4.1
Dado el juego representado en la figura adjunta:
» Especifique los componentes de la forma extensivaI'.

» Determine el resultado por induccién hacia atrés y el equilibrio de Nash perfecto

en subjuegos.

» Ponga un ejemplo de un equilibrio de Nash que no sea perfecto en subjuegos.

(2,0)

(3,20)

» Ejercicio 4.4.2

Tres miembros de una institucién publica, A, B y C, han de decidir por mayoria si se
suben o no su propio sueldo en una cuantia de K um .El procedimiento de votacién es-
tablecido exige que cada uno de ellos ha de ir anunciando publicamente su voto, empe-
zando el A y terminando el C. Todos ellos desean el aumento de sueldo, pero al mismo

tiempo le atribuyen un coste de C um al hecho de anunciarlo ptiblicamente.
1. Represente el juego en forma extensiva.
2. Determine el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos.

3. Ponga un ejemplo de un equilibrio de Nash no perfecto en subjuegos.
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» Ejercicio 4.4.3

Dos individuos, I y 11, tienen que repartirse un excedente, por valor de 500 um, mediante
el siguiente procedimiento. El individuo I comienza haciendo una propuesta de reparto
a I1. Si éste la acepta, se lleva a cabo inmediatamente; en caso de que I no la acepte, el
excedente se reduce en 200 um y se le concede a II el turno para hacer una propuesta, la
cual, de ser aceptada por I, se hara efectiva. En caso de que I la rechace cada uno de los

jugadores recibe 100 um.

1. Haga un esbozo del juego y determine tanto el resultado por induccién hacia atras

como el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos.

2. Ponga un ejemplo de un equilibrio de Nash no perfecto en subjuegos.

» Ejercicio 4.4.4

Dos individuos, I, y II, se enfrentan a la posibilidad de llevar a cabo un determinado
proyecto, al cual atribuyen, respectivamente, un valor de 3 000 um y V,, um. La reali-
zacién del mismo requiere una aportacion total de 1 000 um, que han de ser cubiertas
entre ambos de acuerdo al siguiente procedimiento: en primer lugar el individuo I ha de
comunicar al I] cual es la aportacién que esta dispuesto a hacer (c,); a continuacion sera
el agente II quien diga si esta dispuesto a asumir la parte del coste restante —en cuyo
caso el proyecto se lleva a cabo— 0 no —en cuyo caso el proyecto no se se realizard—.

Se pide:
a. Haga un esbozo del juego.

b. Determine el/los equilibrios de Nash perfectos en subjuegos en funcion del valor

de los parametros V/,.

c. Ponga un ejemplo de un equilibrio de Nash no perfecto en subjuegos.

» Ejercicio 4.4.5

Una determinada empresa tiene el monopolio de produccién del bien X, pudiendo pro-
ducir la cantidad que desee a un coste unitario de ¢ um, esto es, su funcién de costes

totales es de la forma:
CT?(x) = cx, (4.1)

donde x es la cantidad total producida. Dicha empresa no vende directamente a los
consumidores, sino que suministra su producto a un determinado precio, P,,, a una em-

presa distribuidora que se encarga, también en condiciones de monopolio, de su venta
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al publico. Ademas del coste de compra el distribuidor incurre también un coste de

distribucién de 4 u.m. por unidad de X vendida:

D

CT (x) = (P, +d)x, . (4.2)

I

La demanda final del producto por parte de los consumidores viene dada por la expre-

sién:

D

P=a—-X, (4.3)

donde x" es la cantidad total sacada al mercado por los minoristas (suponga que sacan

al mercado todo lo que le compran al productor).
a. Realice un esbozo del juego.
b. Determine el resultado por induccién hacia atrés.

c. Determine el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos.

d. Ponga un ejemplo de un equilibrio de Nash no perfecto en subjuegos.

» Ejercicio 4.4.6

En una determinada empresa los representantes sindicales negocian con la direccién de
la misma en relacién a los salarios (w) y el nivel de empleo (L). Suponga que las prefe-
rencias de los representantes de los trabajadores vienen dadas por la funcién de utilidad
U(w,L) = (w —w)L, donde w es el salario que el trabajador representativo podria ob-
tener en otro empleo y L es el nimero total de trabajadores contratados por la empresa.
Respecto a la funcién de beneficios de la empresa, sabemos que ésta tiene el monopolio
del mercado y que la demanda de su producto viene dada por la funcién p = a — Q, don-
de Q es la cantidad total que saca al mercado . Para simplificar el modelo, se considera
también que cada trabajador obtiene una unidad de output por cada unidad de trabajo
que aporta (Q = L) y que la empresa no tiene mds costes que los laborales. Suponga que
es el Sindicato quien decide el nivel salarial, fijando a continuacién la empresa el nivel

de empleo que desean. Se pide:

a. Plantee la situacién anterior como un juego y determine el resultado por induccién

hacia atrés.

b. Determine el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos.
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» Ejercicio 4.4.7

Dos indiviudos, I y II, se enfrentan a la siguiente situacién: se le entregan a I dos mo-
nedas de oro idénticas y se le pide que haga una propuesta de reparto con el II; si éste

acepta la propuesta se lleva a cabo, pero si no la acepta ninguno de los dos recibe nada.
» Represente el juego en forma extensiva.
» Determine el resultado por induccién hacia atras, ;con qué problema se encuentra?

» A pesar del problema encontrado en el apartado anterior, ;cudles cree usted que

son los ENPS de este juego?
» Considere la siguiente combinacion de estrategias:
e Eljugador I propone quedarse el con las dos monedas.

e Eljugador II aceptaria si le ofrece una o dos monedas, pero no aceptaria si no
le ofrece ninguna. ;Constituye dicha combinacién de estrategias un equilibrio

de Nash? ;Es racionalizable la estrategia del jugador I?
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4.5 Aplicaciéon I: El modelo de duopolio de Stackelberg

Introduccion

En el tema anterior hemos analizado los modelos clasicos de oligopolio de Cournot y de Ber-
trand, en los cuales las empresas tomaban sus decisiones de manera simultanea. Los juegos
dindmicos nos permiten analizar situaciones en las cuales las empresas deciden de manera
secuencial, esto es, algunas de ellas conoceran las decisiones de las otras antes de tomar su
propia decisién. En esta apartado vamos a analizar el modelo de Stackelberg3, otro modelo
clasico de duopolio similar al de Cournot, pero con la novedad de que una de las empresas
acttia como lider, esperando la otra (sequidora) a conocer su decisién antes de tomar la suya.
Dado que nuestro interés se centra en el analisis de los aspectos estratégicos, presentamos
el modelo en un marco sencillo con una demanda de mercado lineal y funciones de costes

también lineales e iguales para ambas empresas.

Consideremos una situacion en la cual el mercado de determinado bien es abastecido por
dos tnicas empresas, L y S. La caracteristica basica del modelo de Stackelberg es que L ac-
tda como lider, en el sentido de que la otra empresa esperara a conocer x; antes de elegir xs.
Vamos a analizar un modelo sencillo en cuanto a las condiciones de demanda y de costes.
Supondremos que el coste total para la empresa i de poner en el mercado una determina-
da cantidad del bien x; vienen dado por una funcién C;(x;) que vamos a suponer lineal e

idéntica para ambas empresas:
Ci(x;) =cx; para i=1L,S. (4.4)

El producto se vende en el mercado a un precio tnico, el cual quedard determinado conjun-
tamente por la cantidad total puesta en el mercado por ambas empresas y por la demanda

del mismo, la cual vamos a suponer también lineal:
p=a—bX, (4.5)

siendo X = x1, + xg.

Representacion en forma extensiva y en forma normal

En la Figura 4.10 aparece representado un esbozo de la forma extensiva del juego. Podemos
apreciar que se trata de un juego de informacién perfecta con dos etapas. En la primera eta-

pa L tiene que decidir x;, siendo esta una variable continua que suponemos puede tomar

3Heinrich von Stackelberg (1905-46) fue un economista alemén que present6 este modelo de oligopolio en
1934, formando parte de su obra Estructura de mercado y equilibrio.
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4.5. Aplicacion I: El modelo de duopolio de Stackelberg

cualquier valor no negativo. En la segunda etapa es S la que tendra que decidir, conociendo
X1, la cantidad xg, que también suponemos continua y no negativa. Cada una de los infi-
nitos desarrollos posibles del juego lleva asociado un vector que recoge los beneficios que

obtendrian cada una de las empresas para ese par de cantidades y que vendrian dados por:

mr(xp, xs) = xpla—b(xp +xs) —c|;  ms(xr, xg) = xg[a — b(xp + x5) — cJ.

Figura 4.10. El modelo de Stackelberg: esbozo del drbol del juego

Partiendo de la definicién 4.2.1 podriamos dar una descripcién mas formalizada de la forma

extensiva:
= J={L,S}.
e Z = {(x,%s) : x1,%s € [0,00)}.
e X, = {B), Xo={x.:x €000}
= 7 (xp,xs) = xpfa —b(xp +x5) —cl;  ms(xr, xs) = xsla —b(x + xs5) —cl.

El paso de la forma extensiva a la estratégica tan s6lo requiere tener en cuenta que las estra-
tegias de la empresa seguidora han de ser planes que asignen una respuesta a cada posible
xr. Podemos recoger una estrategia para la seguidora a través de una funcién rs que asigne

una produccién por parte de la seguidora rg(xy ) a cada posible xp:

rg . Xr - Ry

X1, Ts(xL),
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4 Juegos dindmicos (I)

en cuyo caso la forma estratégica vendria dada por:
= J={L S}
m Sp ={xp:x. €[0,0)}; Ss={rs(xp)}.

= e fxe,rs(xn)] = xo[a—blae +rs(x0)] — s mslxe, rs(xe)] = xsla—blxe +rs(x1)] — .

Determinacién del resultado por induccién hacia atras y del equilibrio de
Nash perfecto en subjuegos

Una vez tenemos la representacion del juego en su forma extensiva y en su forma normal
podemos aplicar los criterios de seleccion vistos para juegos dindmicos. Como se trata de un
juego de informacion perfecta, podemos aplicar el procedimiento de la induccién hacia atras
para determinar las combinaciones de estrategias que son equilibrios de Nash perfectos en
subjuegos. En este caso la 16gica del procedimiento viene a ser la siguiente. La empresa lider
antes de decidir qué cantidad sacar al mercado tratard de anticipar cudl sera la xg elegida
en la segunda etapa por la seguidora para cada posible x. Por ser un juego de informacién
completa, la lider conoce la funcién de beneficios de la seguidora y serd capaz de determinar
su funcion de mejor respuesta Bg(x1). Esta funcion recogera las expectativas de la lider sobre
lo que haré la seguidora en la segunda etapa y decidird en la primera etapa de acuerdo con
ellas. Comenzaremos, pues, resolviendo la segunda etapa, para determinar las expectativas

de la lider sobre el comportamiento de la seguidora:

Segunda etapa: determinacién de la estrategia de la empresa seguidora.
Dado que en el momento de tomar su decision la seguidora conocerd x;, podemos plantear

su problema de decisién como,
max 7t (xr, Xg) = méxxgla — b(xs + xr) — c|. (4.6)
Xs Xs

Dado que la funcién objetivo es concava, la condiciéon de primer orden serd a la vez necesaria

y suficiente:
d 7tg

dxs

Dicha condicién nos informa implicitamente de la respuesta de la lider x¢ para cada posible

(x5, xp) =a—2bxg —bxp —c=0.

valor de xy. Se trata, pues, de una funcién de mejor respuesta que vamos a denotar por

Bs(x1) y que podemos hacer explicita sin mas que despejar x¢:

s_a—c 1
Xg = —219 2xL = Bs(XL). (47)

Primera etapa: la estrategia de la empresa lider.

Una vez conoce la funcién de mejor respuesta de la seguidora, podemos plantear el proble-
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4.5. Aplicacion I: El modelo de duopolio de Stackelberg

ma de la lider como:

. [ a—c 1
Max 7ty [x1, Bs(x1)] = maxx [ﬂ — blxp + (7 — 5] - C], (4.8)
que podemos simplificar y expresar como:
3 a—c 1
I’IJICELiXxL< 5~ ExL>' 4.9)

De nuevo la concavidad de la funcién nos garantiza que la condicién de primer orden serd

a la vez necesaria y suficiente. En este caso dicha condicién es:

dmy . _a—c 1,
E[xL/BS(xL)] = 2xL_O/

y despejando obtenemos de forma explicita la cantidad 6ptima para cada posible valor de

los pardmetros:
a—c

2b

X; =

La induccién hacia atrds nos ha permitido seleccionar una combinacién de estrategias que

sabemos constituird un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos:

(s §)_(a—c a—c_1x>
el 2t

Si sustituimos x] en Bs(x],) obtenemos lo que se conoce como resultado por induccién hacia

atras (RIA) que recoge la trayectoria de equilibrio del juego:

(J?L,ﬁs) _ (ﬂz—bC, ﬂ4—bc>.

Como hemos visto anteriormente, el ENPS, en tanto que combinacién de estrategias, nos

informa del movimiento asignado a un jugador en cada una de sus posiciones. Por el con-
trario, el RIA nos informa tnicamente de la respuesta de los jugadores en las posiciones que
estdn en la trayectoria de equilibrio. E1 ENPS contiene una informacién mucho mas rica, ya
que ademads de decirnos cual es la trayectoria de equilibrio nos informa implicitamente acer-
ca de la razon por la cual es esa y no otra: dado el comportamiento esperado de la seguidora

en los distintas posiciones (subjuegos) en las que él la puede colocar su mejor decisién es £

» Ejercicio 4.5.1

Determine el RIA y el ENPS para el modelo de Stackelberg bajo las siguientes condicio-

nes de demanda y de costes:

p=130—X;
CT; = 10x;; i = L, S.
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4 Juegos dindmicos (I)

Valoracion de los resultados

En el tnico ENPS del juego la cantidad total sacada al mercado seria:

A N . a—c a—c 3(a—c
X=Ttds =7+ :Z( b ,

vaciandose el mercado para un precio,

ﬁ:a—b[gﬂ]:ch

a—c
4 b ’

4

Bajo estas mismas condiciones de demanda y de costes, cuando las empresas decidian de
manera simultdnea (modelo de Cournot) la cantidad sacada al mercado era menor y, por
tanto, el precio de equilibrio mayor. La empresa seguidora obtendrd un menor beneficio que
cuando eligen de manera simultdnea ya que estd vendiendo una cantidad menor y con un

margen mds reducido. Sin embargo, ser lider si es rentable ya que su beneficio sera:

. a—c a—c a—c)? a—c)? -
NL(XL,XS)Z( 1 )( T >=( 8b) >( 9) :nL(xiC,xiC).

Si comparamos los resultados que obtienen las empresas con los que obtenian en el modelo

de Cournot, la empresa lider tiene una ventaja de ser el primero en mover (first mover advan-

tage). La existencia de esta ventaja puede ser anticipada si tenemos en cuenta que la empresa

lider podria hacer que el juego se desarrollase conforme al equilibrio de Cournot. Para ello

seria suficiente con que ella sacase al mercado en la primera etapa la cantidad de Cournot

5+ para la cual ya sabemos que la mejor respuesta de la seguidora es sacar también “;°. Si
C

en lugar de esa cantidad L decide sacar “5;- ha de ser porque con esta cantidad obtiene un

mayor beneficio esperado dada la respuesta esperada de la seguidora.

» Ejercicio 4.5.2

Compare los resultados de equilibrio del Ejercicio 4.5.1 con los que se obtendrian bajo el

supuesto de que las empresas compitiesen a la Cournot.

El modelo de Stackelberg y el valor estratégico de los compromisos crei-
bles

El modelo analizado pone de manifiesto que, incluso en unas condiciones para las dos em-
presas de absoluta igualdad en cuanto a las condiciones de demanda y de costes, la posibi-
lidad de actuar como lider concede una ventaja estratégica que se traduce en unos mayores

beneficios. ;Cudl es entonces el origen del mayor beneficio de la lider? ;Cémo puede una
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4.5. Aplicacion I: El modelo de duopolio de Stackelberg

empresa lograr esa posicién ventajosa de liderazgo?

Comenzamos por plantearnos qué es lo que hace que una empresa pueda obtener mas bene-
ticios por mover primero, cuando cabria incluso esperar que fuese la seguidora la que pudiese
aprovechar su ventaja informativa en relacién al caso en que no conociese la cantidad que va
a sacar al mercado la otra empresa (modelo de Cournot). En realidad el mayor beneficio de
la lider se deriva de la capacidad que se le otorga en el modelo a comprometerse a sacar una
cantidad determinada con independencia de la que decida sacar la seguidora. En términos
de la forma extensiva, lo que le da ventaja es que puede decidir de antemano en que posi-
cion situar a la seguidora (en que subjuego). El compromiso de la lider a sacar %5 haga lo que
haga la seguidora es lo que le da la ventaja estratégica: si la seguidora sabe que la lider no
puede cambiar esa cantidad lo mejor que puede hacer es sacar “*. De hecho, la cantidad
sacada por la lider en el RIA no es su mejor respuesta a la cantidad sacada por la seguidora,
si pudiese cambiar su decisién con la certeza de que la seguidora no cambiaria la suya lo
haria (reducirfa su cantidad hasta %%). Sin embargo, si la empresa lider dispusiera de esta
posibilidad y la seguidora lo supiese, esa mayor flexibilidad iria en contra de sus intereses.
Ya tenemos, pues, la respuesta a la primera pregunta, la capacidad de comprometerse a no

cambiar su decision es la tinica fuente de la ventaja estratégica de la lider.

» Ejercicio 4.5.3

Considere el modelo de Stackelberg y suponga que la lider tuviese la oportunidad de
cambiar su cantidad después de observar la decisiéon de la seguidora, siendo esto cono-

cimiento comtn. Determine el RIA y valore los resultados.

La ventaja estratégica de comprometerse de antemano a seguir un determinado curso de
accion no es exclusiva del modelo de Stackelberg, sino que se produce en otras muchas si-
tuaciones de interdependencia estratégica. Pero, 2como puede comprometerse de antemano
un decisor a seguir un determinado curso de accién? Parece claro que no sera suficiente
con anunciarlo, sino que el compromiso deberd ser creible. Para el caso concreto del modelo
de Stackelberg la empresa lider podria hacer creible su compromiso a partir de una repu-
tacion previa o de una inversion irreversible en capacidad productiva. Con caracter general
la credibilidad de los compromisos va asociada a que sea costoso su incumplimiento. En
la biasqueda de la credibilidad de sus compromisos los agentes pueden tomar decisiones
que aparentemente van en contra de sus intereses (cortar comunicaciones, establecer contra-
tos explicitos o implicitos con terceras partes que les suponga una penalizacion en caso de

incumplimiento, invertir en exceso de capacidad,...).
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Ejercicios

» Ejercicio 4.5.4

Considere las mismas condiciones de demanda y de costes que en el modelo de Bertrand
con producto homogéneo, pero suponga que una de las empresas acttia como lider y la

otra como seguidora.
s Determine el RIA y el ENPS.

» Valore los resultados, en particular si existe 0 no una ventaja derivada de mover el

primero.

» Ejercicio 4.5.5

Considere una situacién de interdependencia estratégica similar a la del modelo de
Stackelberg, pero con la diferencia de que el producto no es homogéneo y las empre-
sas eligen precios en lugar de cantidades. En concreto, considere un modelo con dos
empresas, 1 y 2, con funciones de demanda para sus productos dadas por x; = 84 —
2pi+pj; i,j =1,2;i # j. Sin perdida de generalidad, suponga también que los costes
de produccién son nulos.

Determine el RIA y el ENPS bajo el supuesto de que la empresa 1 elige primero su precio,
disponiendo la 2 de esta informacién antes de fijar el suyo. Valore los resultados, en par-

ticular determine si constituye una ventaja o no poder comprometerse de antemano(ser
lider).
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4.6 Aplicacion II: Un modelo de negociacién colectiva

Gibbons pags. 62-66.
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4.7 Aplicacion III: Negociacién secuencial

Gibbons pags. 66-69.
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