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APERTURA

En este curso vamos a dotarnos de una base sélida en Anélisis Matemaético
orientado al estudio de las ecuaciones en derivadas parciales (de ahora en
adelante EDP). Asi, pese a que las EDP sélo aparecen al final, el principal
objetivo de este texto es dotar al estudiante de herramientas que le permitan
continuar su estudio de materias donde las ecuaciones en derivadas parciales
jueguen un papel crucial.

Una EDP es una ecuacién donde se relacionan una funcién (que depende de
varias variables independientes entre si) con sus derivadas parciales

G <3?, tLu(X,t), w(g;'t),Vu(f,t),...) =0.
Aqui, x denota tipicamente el punto del espacio mientras que ¢ denota el
tiempo. Por su parte, la funcién u que depende en general de las variables
independientes x y t es la incégnita a determinar.

Si bien ya habéis seguido algtn curso de ecuaciones diferenciales (por ejemplo
en la asignatura Introduccion a las Ecuaciones en Derivadas Parciales), es en este
curso cuando se comenzara a profundizar en estos conceptos.

Ademés de por sus multiples aplicaciones, parte de la dificultad (jy el interés!)
de las EDPs no lineales reside en que no hay una teoria capaz de abarcar
todos los casos. En palabras de Sergiu Klainerman [19]

Is there really a unified subject of Mathematics which one can
call PDE? At first glance this seems easy: we may define PDE
as the subject which is concerned with all partial differential
equations. According to this view the goal of the subject is to find
a general theory of all, or very general classes of PDE’s. (...) it
is now recognized by many practitioners of the subject that the
general point of view as a goal in itself, is seriously flawed.

Dada una ecuacion diferencial, parte de las preguntas que se plantean son la
siguientes

1. ;existe al menos una solucién? De ser asi, ;es dicha soluciéon tnica?
(depende de manera continua de los datos (es decir, ;si cambiamos
los datos iniciales o de borde un poco, la solucién cambia un poco?)
Los problemas para los que la solucién es tinica y depende de manera
continua de los datos iniciales se conocen como problemas bien puestos
en sentido de Hadamard.

2. una vez que tenemos respuestas a las preguntas anteriores, la pregunta
relevante que queda es jpodemos decir algo de cémo se comporta la
soluciéon?



La primera pregunta, si bien parece abstracta, viene realmente de las aplica-
ciones de las ecuaciones diferenciales al mundo real. Si para una ecuacién
diferencial dada (que asumimos por el momento viene de un sistema fisico),
la solucién no fuese tnica no podriamos decidir qué hara nuestro sistema. Es
decir, la unicidad de soluciones es necesaria para que haya determinismo.

Por otro lado, si tuviésemos una solucién tinica pero esta no depende de ma-
nera continua de los datos, dicha solucién seria, de nuevo, inttil para nuestro
proposito de describir la realidad. Para convencerse basta con observar que
el dato inicial real de nuestro problema y el dato inicial que nosotros hemos
medido no coinciden en general sino que sélo estdn cerca. jSi la solucién
cambia drasticamente si uno modifica un poco los datos iniciales, nuestra
prediccién estara drdsticamente mal!

La segunda pregunta es mucho mdas compleja ya que describir las propiedades
de una funcién es algo complicado. Por ejemplo, una funcién de variable real
y que devuelve valores reales

f:]Rl—>lR

tiene muchas propiedades diferentes. Por ejemplo, esta la amplitud mdxima,
el drea encerrada bajo la curva, la pendiente, la curvatura, etc... Para describir
algunos de estos pardmetros se utilizan diferentes espacios vectoriales de
funciones. Por lo tanto dichos espacios son clave a la hora de entender una
EDP y a ellos dedicaremos parte del curso. En particular vamos a estudiar
los espacios de Sobolev H® y WX?, los espacios de Lebesgue L? (que os
fueron brevemente introducidos en Ampliacién de Cdlculo Integral) o las series
y transformada de Fourier (cuyos rudimentos se os explicaron en Introduccién
a las Ecuaciones en Derivadas Parciales).

De la misma manera vamos a explicar los rudimentos de las distribuciones asi
como la definicién y propiedades bésicas de las derivadas débiles. Ambos son
ingredientes basicos en el estudio moderno de las ecuaciones en derivadas
parciales por dar lugar a la formulacién débil de dichos problemas.

Ademas de estos conceptos, introduciremos algunos teoremas para garantizar
la existencia de diferentes ecuaciones en derivadas parciales asi como métodos
para estudiar las propiedades cualitativas de la solucién. Estos métodos
usardn el Lema de Lax-Milgram como herramienta principal (también en
los problemas de evolucién). En nuestra opinién de esta forma conseguimos
que el presente texto deje al lector en una muy buena posicién para encarar
cursos avanzados de ecuaciones en derivadas parciales de nivel similar al
que se observa en los cursos de master.

MAPA DEL CURSO

Para evitar que el estudiante pierda la perspectiva y no tenga del todo claro
cOémo se relaciona un concepto con los demds, hemos preparado un indice
alfabético con los principales conceptos y ademds vamos a dejar aqui un mapa
del curso:
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Ecuacion de Lema de
Helmholtz Lax-Milgram

N7

Tma. punto
fijo de
Schauder

Ecuacion
del calor

Tma. punto
fijo de Difusién
Banach

Iteracion
de Moser

Este mapa intenta indicar cémo se relacionan los conceptos entre si en este
curso. Por supuesto, no hay una tnica manera de navegar entre ellos y otros
libros o apuntes de otros profesores pueden motivar los distintos conceptos
de distinta manera.



ESPACIOS DE LEBESGUE

Al tratar con férmulas numéricas uno rdpidamente acaba teniendo que
estudiar las distintas magnitudes que aparecen involucradas. Sin embargo,
el estudio de las funciones es mucho mas complejo ya que hay distintos
conceptos y cantidades que juegan algtin papel. Por ejemplo estd la amplitud,
la masa o la energia. Para tratar con estas cantidades se utilizan distintos
espacios funcionales y sus normas. Concretamente, las cantidades anteriores
se corresponden a las normas de los espacios de Lebesgue L, L! y L?.

En este capitulo vamos a introducir la definicién y las principales propiedades
y desigualdades de los espacios de Lebesgue que utilizaremos después. En
particular aprovechando que ya tenemos una cierta soltura manejando los
espacios LF vamos a introducir dos ideas novedosas que aparecen frecuente-
mente en Andlisis como son los mollifiers y las funciones cut-off. Ambas ideas
forman parte de la caja de herramientas bdsica de cualquier analista y noso-
tros nos vamos a estrenar con ellas probando varios teoremas de densidad
en LP. Como el principal objetivo de este curso es presentar algunas técnicas
e ideas ttiles para el estudio de ecuaciones en derivadas parciales vamos a
adoptar un punto de vista utilitarista en el sentido de que nos enfocaremos
mads en los resultados y las ideas que en obtener pruebas 6ptimas.

En lo que sigue nos vamos a centrar en funciones
flx): Q- R,

donde, por simplicidad podemos pensar que Q) = R".

A dénde vamos: En este capitulo vamos a recordar los espacios de Lebesgue
de funciones integrables L, asi como algunos de los principales teoremas de
la teoria de integracién como por ejemplo el teorema de Fubini o los teoremas
de convergencia monétona y dominada. Aunque dichos espacios ya fueron
introducidos en la asignatura Ampliacién de Cdlculo Integral en este capitulo
vamos a ampliar lo visto en asignaturas anteriores con diversas propiedades
de estos espacios funcionales. Estas clases de funciones formardn la base sobre
la que construiremos otros espacios, los llamados espacios de Sobolev, mejor
adaptados al estudio de las ecuaciones en derivadas parciales. Concretamente
vamos a dar las definiciones de los espacios L7, a demostrar que L! es un
espacio de Banach y las principales desigualdades que los relacionan (Holder,
interpolacién, Young). También enunciaremos unos resultados caracterizando
sus espacios duales. Ademds recordaremos la nocién de convolucién de dos
funciones y veremos como usarla para construir sucesiones aproximantes.
Finalmente introduciremos la idea de funcién cut-off y la usaremos para
demostrar que C° es un subconjunto denso de L.

Los objetivos de este capitulo son

11
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En el link https:
//youtu.be/BQLO2FApBHM se
puede ver un video de apoyo.

Que alguna propiedad se
verifique en casi todo punto
quiere decir que se verifica
salvo en un conjunto de
medida nula.
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Objetivos minimos Objetivos avanzados
Conocer algunos teoremas basicos Familiarizarse con

de la integracién de Lebesgue los mollifiers y su uso
Conocer los espacios L? Familiarizarse con

asi como sus propiedades las funciones cut-off
Conocer las principales desigualdades | Familiarizarse con

para funciones L las particiones de la unidad
Conocer las diferentes nociones Conocer el Teorema de

de convergencia para funciones L? Banach-Alaoglu

2.1 MEDIDA E INTEGRACION

En esta seccién vamos a enunciar varios resultados fundamentales de teoria
de la medida e integracion. Estos teoremas se usaran durante el resto del
curso por lo que conviene tenerlos a mano. Estos resultados (salvo quiza
el resultado del término que falta en el Lema de Fatou) forman parte de
cualquier curso bésico de medida e integracién como puede ser Ampliacién de
Cdlculo Integral, asi que nos remitiremos a ellos para las demostraciones.

Teorema 1 (Teorema de la convergencia monétona). Sea f,(x) una sucesion
no-decreciente de funciones absolutamente integrables. Sea f(x) su limite
puntual

lim f,(x) = f(x) para casi todo x.

n—o0

Entonces f es medible y ademas

limj fu(x dx—j lim f,(x
Q

n—o0 n—o0

Teorema 2 (Lema de Fatou). Sea f, una sucesién de funciones no-negativas
absolutamente integrables. Sea

lim f,(x) = f(x) para casi todo x.

n—oo

Entonces f es medible y ademds

li)?liogf JQ fn(x)dx = Jnf(x)dx

Teorema 3 (Teorema de la convergencia dominada). Sea f, una sucesiéon de
funciones que converge puntualmente a f

lim f,(x) = f(x) para casi todo x.

n—o0

Asumamos que
fu(0)] < 8(x)

con ¢ una funcién no-negativa e integrable. Entonces f es integrable,

y ademads

lim | fi(odr = | fax


https://youtu.be/BQL02FApBHM
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Teorema 4 (Término que falta en el Lema de Fatou). Sea f, una sucesion
de funciones tales que su potencia p-ésima es absolutamente integrable y se
cumple que

f fo(2)|Pdx < C.
0
Sea f su limite puntual

lim f,(x) = f(x) para casi todo x.

n—oo

Entonces f es medible y ademas

Mm | (| ()7 = |fu(x) = f() P = |f(x)|7) dx = 0.

n—ao0 0O
Demostracién. Vamos a considerar el caso p > 1. Empezamos observando que
sip>1
1

d
o7 =[xl = |l sy

0
Entonces podemos calcular

1
x + ylP — [x]?| = pfo x + sy[P=2(x + sy)yds.

Ahora, usando la desigualdad de Young para ntimeros,

AB < lA” + EB"
p q

con

podemos estimar, para € > 0,
! 1
I+ 917 =L < p | ety glds

1
< f 2 max{|x], [y|}" " ylds
0

< p2P N (|x P+ [ylP Yyl
< p2P x|yl + p2r )P,

y concluimos la desigualdad
[l +yI7 = [x]P| < elx|P + C(e, p)lyl”-
Definimos ahora el error
en(x) = fu(x) = f(x).
Si aplicamos la desigualdad anterior con

x=e, Yy=f,

obtenemos
llen + f17 — lenl”| < €len|” + C(e, p)IfIP,

13
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de donde
—€len|” = (C(e, p) +DIfIP < len+ fIF —lenl’ = fIP < €len|” + (C(e, p) = DIfIP,

y
lew + fI7 = lenl” = |fIP| < €leal” + (1 + C(e, p))If17-

Por lo tanto
llen + fI7 — len]” — |fIP| — €len]? < (1+ C(e, p))IfIP-
Definimos ahora
Fu(x) = [len(x) + f(x)[F = len(x)|P = | f(x)|7] — €len(x)[P.
Observamos que
F,(x) — 0, en casitodo punto x.

Por lo argumento anterior, (1+ C(e, p))|f|? es la funciéon dominante. Por lo
que podemos aplicar el teorema de convergencia dominada y concluir que

llmf llen (x) 4 FO)|P — len(x)|P — |f(x)|P| — €len(x)|Pdx = 0.

Notamos entonces que
limsup | [leq(x) + f(x)|F = [en(x)[" = |f(x)|"|[Pdx = €liminf f e (x)|Pdx
Q

eC(p)(Ifallfr + 1£17,)
eC(p).

<
<

Como € es arbitrario se tiene que

lim f 1fn ()P = £ (x) = fu(0)[P = [f(x)[P[[Pdx = O.
Q

n—0o0

En el caso p = 1 la prueba es més sencilla y se deja como ejercicio. O

Teorema 5 (Teorema de Tonelli). Sean (Qy, 94, dx) y (Q, 9%, dy) dos espacios
de medida c—finitos. Si f > 0 entonces se tienen las siguientes igualdades

Ll (fazf(x,y)dy> dx = le (Llf(x,y)dx> dy = lezf(x,y)dxdy.

Teorema 6 (Teorema de Fubini). Sean (), #4,dx) y (g, 2%, dy) dos espacios
de medida o—finitos. Si f € L1(Q); x ();) entonces se tienen las siguientes
igualdades

Jﬂl (sz(x,y)dy> dx = Jﬂz <L)l f(x,y)dx) dy = JQIXQZf(x,y)dxdy.

Teorema 7 (Teorema de Beppo-Levi). Supongamos que tenemos una serie de

funciones f, tales que
0
f Z | fuldx < c0.
Qn=o

Entonces ZZO:O fn(x) converge en casi todo punto y se tiene que

JQ ngofn(x)dx = ,;()L fu(x)dx
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2.2 EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES ABSOLUTAMENTE IN-
TEGRABLES

Consideramos el conjunto

(1) LHO) = {u(x) medible tal que [u(1(q) o fﬂ lu(x)ldx < oo}.

Observamos que este conjunto se puede dotar de la estructura de espacio
vectorial. En efecto, tanto la suma como la multiplicacién por escalares son
operaciones cerradas en £!(Q4).

Sin embargo, aunque £!(()) sea un espacio vectorial | - |1 no es una norma.
Para convencerse basta con observar lo siguiente: dada u € £1(Q) n C(Q),

definimos
[ u(x) ifxeQ—E
o(x) = { 0 ifxeE

donde E < Q) es un conjunto con medida 0, |[E| = 0. Observamos entonces
que u = v en casi todo punto pero u # v para todo x € (). Entonces, u y v
son dos funciones diferentes tales que

=0l = [ () ~o(x)ldx =0,

Por lo tanto, para dotar a este tipo de funciones de la estructura de espacio
vectorial normado debemos definir la relacién de equivalencia

u~vsiu=uo en casi todo punto.

Entonces tenemos que
(2 L= {Conjunto de clases de equivalencia u t.q. [u] 1) < oo} .

Definicién 1. Dadas una sucesién u,(x) € L' y una funcién u(x) e L!
definidas en un conjunto (), se dice que u, converge en sentido L' a u si

lim fup —ufp1(q) = 0.

Esta convergencia se conoce como convergencia fuerte o convergencia en
norma y se denota como

Uy, — U en L.

Es muy importante no confundir la convergencia en norma
1
u, > uenl,
con la convergencia en casi todo punto

lim u,(x) = u(x) para casi todo x.
n—0

De esta manera conseguimos el siguiente resultado
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Teorema 8. L'(Q) con la norma

Pl |17

es un espacio de Banach, es decir, un espacio vectorial normado comple-
to. Ademds, dada una sucesién f, convergente a f existe al menos una
subsucesion tal que

fn(x) — f(x) para casi todo x,

|fo (2)] < ()

para cierta g integrable.

Demostracién. Que es espacio vectorial normado se deja como ejercicio. Va-
mos a probar que es completo, es decir, que toda sucesién de Cauchy es
convergente.

La prueba se descompone en los siguientes pasos:

1. Conseguir un candidato a limite f. Este paso se hace usando una
subsucesion definida gracias a que la sucesién original es Cauchy.

2. Demostrar que la subsucesion construida en el paso anterior realmente
converge en el sentido deseado a nuestro candidato a limite f.

3. Usar que la sucesién original es Cauchy para conseguir que toda la
sucesion (y no solo la subsucesion) converja a f.

Paso 0: Vamos a explicar la idea para demostrar que, en el cuerpo de los
numeros reales, que una sucesiéon sea Cauchy implica que es convergente.
Sea X, una sucesién de Cauchy de ntimeros reales. Entonces podemos elegir
una subsucesion X, tal que

|X71 - Xnk’ < zik
para todo n > ny. Por lo tanto

Xy, — X | < 27K

Mgt

Definimos entonces

YN = Xy + Xy — Xy + Xy = Xy + oo+ Xy = Xy + O, Xy — Xy = Xy

Por la definicién de la subsucesion se tiene que

N-1 N-1
Y| < Xy |+ D 1 Xy = Xl < [ X + Y 27
j=1 j=1

Por lo tanto, como la serie converge (ya que estd mayorada por una serie
convergente), se tiene que X, tiene que converger. Una vez que tenemos
una subsucesiéon convergente, volvemos a usar la propiedad de Cauchy
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de la sucesion original para demostrar que toda la sucesién (y no solo la
subsucesion) converge a dicho limite.

Paso 1: Sea
ful(x) e L
una sucesiéon de Cauchy. Entonces para todo ¢ > 0 existe n9(¢) tal que
| fr = fullr <e

si n,m = ng. En particular, tomando ¢ = 2k para cada k > 0 podemos
obtener una subsucesién f,, tal que

Ifn = frllr < 27k,

para todo n > ny, y en particular

—k
Hf”k+1 _fﬂk”Ll <27

Esta subsucesién nos va a permitir definir un candidato a limite. Para ello
definimos la siguiente funcién

N
SN(x) = |fuy (x)| + Z |f”k+l(x) _f”k<x)|‘
k=1
Esta funcién estéd claramente en L! (por ser suma finita de funciones de L?),
pero ademds, por la propia definicién de la subsucesién tenemos que
ISnler < [ fo lpr + 1.

Si ahora definimos el So, como el limite puntual

N
Soo(x) = lim Sy(x) = lm £, (0)] + 3 o (6) = i ()],
k=1

dado que la cota superior es independiente de N y la serie Sy es no decre-
ciente tenemos, usando el teorema de la convergencia monétona,

J S, (x)dx = lim J Sn()dx < [fur |1 +1,
Q N—w Jo

es decir, S, € L' y por lo tanto es finita en casi todo punto. Entonces, S, (x)
es una serie (numérica) absolutamente convergente en casi todo punto. Si
ahora definimos

N
gN(x) = fm(x) + Z fnk+1(x) _fﬂk(x)
k=1

observamos que, por la desigualdad triangular aplicada en cada punto x se
tiene
SN (%) < Sn(x) < Seo(x),

y por lo tanto la serie Sn(x) converge absolutamente en casi todo punto.
Denotamos por f(x) a dicho limite

N
F(x) = Jim Sn(x) = Him fu, () + 3 fue, (¥) = fu(3):
k=1

N—-w

17

Ahora podriamos usar el
teorema de Beppo-Levi, pero en
su lugar vamos a intentar
demostrar que L' es completo
de manera autocontenida.
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Ademaés, usando S, € L, por el teorema de la convergencia dominada, se
tiene que dicha funcién f verifica

f ()] < Sen(x)

y es absolutamente integrable f € L!. Esta funcién va a ser nuestro candidato
a limite para la sucesién de Cauchy f, original.
Paso 2: Para verlo basta con observar que

N
gN = fnl(x) + Z fnk+1(x) 7f”k(x) = f”N+1(x>
k=1
y entonces )
I\llim SN(X) = ]\lli_rgofnzwl (x) = f(x)

en casi todo punto. Ademads tenemos que

|f"N+1 (x)| < SOO<x)/

|f(x) _fﬂN+1(x)| < ZSOO(x)f

por lo que el teorema de la convergencia dominada aplicado a |f(x) —
funss (x)| nos asegura que

lim fQ |f(x) = fun,, (x)|dx = JQ 0dx,

N—wo

0, lo que es lo mismo,
i [ = f 1 = 0.

Por lo tanto, la subsucesién que hemos construido converge a f en sentido
L.

Paso 3: Para ver que la sucesién completa converge a f basta con observar
que, dado ¢ arbitrario se tiene que existe ny(d) tal que

Hfﬂ _f”NHLl <4,

donde nn > ng y N es suficientemente grande como para que 1 > ny. Entonces
se tiene que

1fo = Flr = 1fu £ fa = Flor < Ufa = fu i + 1 = fan Il < 8+ 1 = Snaln,

de donde concluimos usando el paso anterior. O

2.3 EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE CUADRADO IN-
TEGRABLE

Una vez que hemos definido el espacio L! de clases de equivalencia de fun-

ciones absolutamente integrables podemos plantearnos estudiar los espacios
que involucran potencias. El primero de ellos es el espacio

() L2(Q)E { clases de equivalencia u t.q. HuHiz(Q) o fQ lu(x)|?dx < oo} .
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A este espacio vectorial lo podemos dotar del producto interno

G | fwsxdr

y de la norma

e =G0 = (]| f(x)\zdx>1/2.

Es decir, si bien L! era un espacio de Banach, L2 esun espacio de Hilbert. Para
demostrarlo bastarfa con adaptar la prueba vista en la seccién anterior. Vamos
a ver unos ejemplos en el caso () = [—L, L]. Nos damos cuenta entonces de
que las funciones continuas estdn contenidas en este espacio

C([-L, L)) = LX([-L, L)),
pero ademds tenemos funciones discontinuas, como por ejemplo

u(x):{ 1 six>0

-1 six<0’
o incluso funciones con algtin tipo de singularidad como

1
e

Las funciones en este espacio verifican una desigualdad conocida como de
Cauchy-Schwarz

u(x) =

@) \ | @t < 1Al iglhe.

Para probarlo basta con observar que
AB< A4 LB veso
T2 2
y por lo tanto
dx < & 24 1 24y — Sy 72 Lo
Qf(x)g(x) X<y Q(f(x)) X+ o Q(g(X)) X = §Hf||L2(Q) + EHgHLZ(Q)'

Si ahora tomamos

82
& =
£

obtenemos

| g < 17108l
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2.4 EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE p—IéSIMA POTEN-
CIA INTEGRABLE

Tras considerar el caso de funciones de cuadrado integrable, podemos definir

(5) LP(Q) = {clases de equivalencia u t.q. H””in(o) o J lu(x)|Pdx < oo} .
0

En el link https:
//youtu.be/aaZyntuvyiMse LOS espacios LP son espacios de Banach y verifican la siguiente desigualdad,

puede ver un video de apoyo. ~ conocida como desigualdad de Holder,

(6) UQHfi(x)dx <[ [Ifilwr)y 1< Z
i—1 i=1

i=1
Veamos rapidamente una prueba de esta desigualdad. Consideremos primero
el caso de dos funciones f y g que ademds cumplen

/

1_
i pi

| flr = lglls = 1.

Entonces, usando la desigualdad [5, Lema 5.7]
A*BF <aA+ BB, a,p<la+p=1

se tiene

| 1rslar = [ Ao gtm iar <1,
Q Q

y concluimos el resultado deseado. Esta desigualdad tiene una consecuencia

Es decir, L" esta inmerso de  1itil
manera continua en LP' ~ LT

y sedenota  1€OTEMA 9 (Interpolacién). Sea f una funcion tal que f € LY (Q) y f € L7 (Q).

Entonces f € L"(Q) para todo r € [p/,q']. Ademas
L (Q) n LT (Q) — L' (Q).

) IFliry < IF1S £,

donde 0 < 6 < 1 se define como

Entonces tenemos que

| e = [ 100
Q Q

Usando la desigualdad (6) con

/ /

v
P=w Y1~ 119y

concluimos el resultado. O


https://youtu.be/aa7yntuvYJM
https://youtu.be/aa7yntuvYJM
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Al ser p arbitrario uno puede preguntarse por
pli_I)l;) HfHLP(Q)~
Esto motiva la siguiente definicion:
0 def . def
8 L*(Q)= {clases de equiv. u t.q. |[ul|p=(q) = ess sup, qlu(x)| < oo}.
donde el supremo esencial se define como
ess sup,..q|u(x)] © ]a cota mas pequefia a t.q. |[{x||u(x)| > a}| = 0.
Entonces se tiene
Lema 1. Dada f € L’(RY) n L*(IR%), 1 < r < o0, entonces
1 |y = | e e

Demostracién. Definimos el conjunto

Ule) = {x e R tq. [f(x)] > |fl= - ).

Observamos que para e fijo suficientemente pequefio el conjunto U(€) es
no-vacio ya que eso seria una contradicciéon con la definicién de norma L*.
Ademas, |U(€e)| < oo por la integrabilidad de la potencia p—ésima. Entonces

tenemos
If1L, = f
U(e)

€

F(x)[Pdx = L(E)( Flie — €)Pdx.

Por lo tanto se tiene que

1flr = (|f e — €)jd(e) V7.

Si ahora tomamos el lim inf obtenemos que

liminf | £l > | £l —e.

De la misma manera, usando interpolacién, tenemos que

1-p'/ '/
1l < 11" P IAIE P

Si ahora tomamos el lim sup obtenemos que

limsup |fllr < | f]re-
pHOO

Para concluir basta notar que € era arbitrario. ]

El teorema 1 explica el origen de la notaciéon L™.

Ya se ha visto en cursos anteriores que las funciones L? se podian aproximar
por funciones escalén (también conocidas como funciones simples) o, dicho
de otra manera, que las funciones escalon eran un conjunto denso de L?. Nos
gustarfa conocer més conjuntos densos del espacio L?. Otro ejemplo mds es
el conjunto de las funciones continuas con soporte compacto Cg:
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En el link https:
//youtu.be/vEtJO2IFDy0 se
puede ver un video de apoyo.
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Lema 2. El conjunto C.(IR¥) es denso en LF(R?) para 1 < p < . Es decir,
dada una funcién f € L7 se tiene que para todo € > 0 existe una f. € C. tal
que

If = fellor < e

Demostracién. No vamos a dar los detalles (el lector puede verlos en [3, 21])
sino que vamos a dar solo la idea en la que se basa. La prueba consta de los
siguientes ingredientes:

» las funciones escalén (o funciones simples) son densas en L7 [21];

» podemos aproximar la funcién indicatriz de un conjunto A por funcio-
nes C.;

* por lo tanto, basta con aproximar en la norma L7 las funciones escalén
por funciones C..

O]

Aunque lo dijimos con anterioridad, es importante remarcar que las funciones
L? no necesitan ser continuas. De la misma manera, estas funciones no tienen
por qué tener limite cuando |x| — oo. Sin embargo, si dicho limite existe
debe ser forzosamente cero y ademas las funciones deben decaer de manera
suficientemente rdpida como para que la integral de la potencia p—ésima
sea finita. Con estos razonamientos llegamos a que estos espacios L se
pueden usar para medir el decaimiento en el infinito y el orden de las
posibles singularidades. En efecto, en estos términos, L*(IR) es el espacio sin
decaimiento en el infinito pero sin singularidades mientras que L' (R) es el
espacio que permite singularidades de tipo |x| 1€ y que decae al infinito
con orden |x|~17¢. De manera similar L?(RR) permite singularidades como
|x|~05*€ y decaen en el infinito como |x|~0°~¢.

Una pregunta importante una vez que tenemos un espacio vectorial es ;jcudl
es su espacio dual?

Asi tenemos el siguiente resultado

Teorema 10 (Representacion de Riesz). Sea 1 < p < o y definamos ¢ tal que

S 4=
P9

Entonces se tiene que el espacio dual topolégico de L?
(LP)* ¥ {¢ : L” — R funcional lineal y continuo}

se puede identificar con L7 y se tiene que todo funcional ¢ € (L?)* cumple

(pf) | floglndx vferr

con g(x) € L7, donde (¢, f) denota la accién del funcional ¢ sobre la funcién

f.


https://youtu.be/vEtJO2IFDy0
https://youtu.be/vEtJO2IFDy0
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Demostraciéon. No vamos a dar los detalles completos de la prueba, pero el
lector interesado los puede consultar en las referencias que damos al final de
este capitulo. Fijamos una g € L9 y definimos el operador

T:LP - R
T = | f)gis

Por la desigualdad de Holder, este operador es continuo

ITA < lglealfler-

Es decir, la norma (como operador) de T cumple
1T < ligles

Para ver la igualdad basta observar que si

f=glgl"?

se tiene que f € LF y

Tf= L 18(x)7dx = |glfs = IflrlglLs-

Ademads, de la linealidad de la integral se concluye que es un operador lineal.
Por lo tanto, T € (L?)*. Nos falta ver que todo operador lineal y continuo
es de esa forma. Esta parte de la prueba es la mas delicada ya que hace uso
del teorema de Radon-Nikodym. El lector interesado puede consultar las
referencias al final del capitulo. O

Los casos p =1y p = o0 son muy diferentes. Asi se tiene

Teorema 11 (Dual de L'). El espacio dual topoldgico de L!
(LY)* = {¢ : L' — R funcional lineal y continuo}

se puede identificar con L* y se tiene que todo funcional ¢ € (L')* cumple

<@mﬁﬁgwmww Vel

con g(x) e L*.

Si bien se conoce el espacio dual de L® (un espacio formado por ciertas
medidas finitas) no vamos a usar ese resultado en este curso.

Estos resultados nos dan un nuevo punto de vista sobre la propia definicién
de funcién. Por un lado tenemos la idea elemental de que una funcién es una
manera de asignar un valor a un determinado punto. Asi por ejemplo, una
funcién

f:O-R
seria simplemente un emparejamiento entre las x € () y las y € R. Esta idea

nos ha servido durante casi toda nuestra adolescencia y hasta en parte de
la carrera. Sin embargo resulta de alguna manera paraddjica teniendo en
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En el link https:
//youtu.be/vEtIJO2IFDy0O se
puede ver un video de apoyo.

En el link https:
//youtu.be/1FvbA2ZvVoY se
puede ver un video de apoyo.
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cuenta que las funciones de los espacios L? estdn definidas en casi todo punto
(ya que si asignamos valores diferentes en un conjunto de medida nula la
clase de equivalencia no cambia y por lo tanto, como funcién L7, la funcién
tampoco). De hecho, los teoremas de dualidad anteriores van atin mas lejos
al establecer que, por ejemplo, toda funcién f € LP se puede pensar como
un funcional en el espacio dual L7. Es decir, podemos conocer una funcién
f € L?, en vez de como emparejamiento entre x’s e y’s, como una integral

| Fxgtoa

donde g(x) se va moviendo en L7. Dicho de otra manera, podemos pensar f
como emparejamiento
f:O—R

o podemos pensar f como funcional
f:LT—R.

Esta idea de conocer las funciones y otros objetos matemaéticos gracias a
realizar diversos tests integrales

| s

nos serd muy Ttil a lo largo del curso.

2.5 DIFERENTES NOCIONES DE CONVERGENCIA

En general, los espacios de funciones tienen dimensién infinita. Eso hace
que que sus propiedades sean muy distintas a las de los espacios vectoriales
de tipo RM. Veamos un ejemplo. Sabemos que si tenemos una sucesion
acotada 7, = RN siempre podemos extraer al menos una subsucesion que
sea convergente. Esto no ocurre en espacios de funciones en general. Por
ejemplo podemos considerar la siguiente sucesiéon de funciones

on(x) = 1—mnlx| si0O<|x|<1/n
mes 0 sil/n < |x|

Observamos que v, son todas funciones continuas. Se tiene que
v,(0) =1Vn #0,

mientras que
vp(x) > 0Vx>0.

Por lo tanto, toda subsucesiéon converge a

o (x) = | 1 six=0
Tl 0 si0<x

De manera que no podemos elegir una subsucesién que tenga un limite
continuo. Es decir, nuestra sucesién de funciones continuas cuya norma esta


https://youtu.be/vEtJO2IFDy0
https://youtu.be/vEtJO2IFDy0
https://youtu.be/1FvbA2ZvVoY 
https://youtu.be/1FvbA2ZvVoY 
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uniformemente acotada no tiene subsucesiones convergentes. Queda claro
entonces que debemos ser muy precisos con varias nociones de convergencia
si es que queremos recuperar algunas de las propiedades conocidas como
por ejemplo la anteriormente mencionada de que sucesién acotada implica
subsucesién convergente.

Definicién 2. Dadas una sucesion u,(x) y una funcién u(x) definidas en un
conjunto €,

o uy € LP converge fuerteau e LF,1 < p < o, si
Jim fup —ufpp () = 0.

Esta convergencia se conoce como convergencia en sentido L? o conver-
gencia en norma y se denota como

U, — uenlLP.

o uy € LP converge débilau e L, 1 < p < o, si

lim (¢, u,) = (p,u) Vee (LP)".

n—oo

Es decir, si

lim | u,(x)g(x)dx = JQ u(x)g(x)dx Vgeld,

n—0o0 Q

con 1 1
S+ =1
Poq

Esta convergencia se denota por

U, —uenlLP.

* u, converge puntualmente en casi todo punto a u si

lim u,(x) = u(x) para casi todo punto en Q)
n—aoo

Asi, volviendo al ejemplo anterior vemos que v, converge en sentido L? a
la funcién idénticamente cero mientras que converge puntualmente en casi
todo punto a la funcién v.

La nocién de convergencia en L” y convergencia débil en L7 estdn relaciona-
das:

Lema 3. Sea f; una sucesién de funciones que converge fuerte en L? a f.
Entonces f también converge débil a f.

Demostracién. La convergencia débil se reduce a comprobar que

| () = Feng iy —0vg e

25

En el link https:
//youtu.be/IQeM3U6DY3s se
puede ver un video de apoyo.


https://youtu.be/IQeM3U6DY3s
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LY
Poq

Usando la desigualdad de Holder se tiene que

ﬁ;ﬁuﬁ—fu»gQMx<|f—ﬂu4gm-»OVgem.
]

Como se podia esperar, la implicacién en el otro sentido es falsa en general.
La relacion entre acotacion de una determinada sucesién y su convergencia
débil se resume en los siguientes resultados (algunos de los cuales dejamos
sin demostracién)

Teorema 12 (Principio de acotacién uniforme y semicontinuidad inferior
débil de la norma). Sea fi una sucesién de funciones que converge débil a f
en L?. Entonces se tiene que

Ifilr < C
Ifller < lminf | fi||rr.
k—o0

Demostracién. La primera afirmacién es una consecuencia del principio de
acotacién uniforme. La segunda se reduce a observar que, definiendo

§(x) = fF(O)If ()P,

por la desigualdad de Holder se tiene que
il = [ Fx)g)as
= liminfjfk(x)g(x)dx

k—o0
< liminf || fi|rr g e
k—o0
7z : 71
< 11I£nmekaLPHfHZp .
—00

O]

Teorema 13 (Banach-Alaoglu). Seal < p < w0y f, € L? una sucesién acotada.
Entonces existe una subsucesién débilmente convergente a f € LF.

Veamos el siguiente esquema para las convergencias en los espacios L? con

1<p<oo:
Sucesion Subsucesion
acotada convergente

en LP débil en LP

N

Sucesién que | | Sucesién que

converge converge

fuerte en LP débil en LP
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2.0 CONVOLUCIONES

Dadas dos funciones f y g definimos la convolucién como

) frglx) = fw flx—y)g(y)dy.

Obviamente

frg=gxf
sin mas que cambiar variables.
La convolucién es una operacién muy importante en andlisis ya que apare-
ce naturalmente al resolver diferentes ecuaciones diferenciales linales o al
disefiar esquemas de aproximacién de funciones.

Lema 4 (Desigualdad de Young). Dadas f € L y g € L9 con

1 1 1

4+ =14=

p 4 r
se tiene que

If = &llerray < If e ey I8l re)-

Demostracion. El caso r = o es una aplicacion de la desigualdad de Holder
mientras que el caso ¥ = 1 es una aplicacién del teorema de Fubini. Veamos
el caso general. Se tiene que

fegl < f Fx—9)lig()ldy

R4
| 1Fe == gty oy

| 1= )P @ £ =) g ()] 0 .

N

A

Ahora vamos a aplicar la desigualdad de Holder con tres términos y expo-
nentes

pr=r1,p2=pr/(r—p)yps=qr/(r—q).

Entonces se tiene

1/r
=P 8Pl = ( [ e - wPlstwliay)

G =P iy = Il
H‘g(y)’(r_q)/rHLqr/(r_q) = ”g“g;_q)/r

Por lo tanto
1f =gl < !f\rmplg!ruqf J f(x=y)IPIg(y)'dydx,
R4 JRA
y, aplicando el teorema de Fubini, concluimos que

\If*g\lmw) < HfHLP(IRd)HgHL'a(Rd)-

27
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Vamos a ver una de las razones que hacen de las convoluciones un objeto
muy util. Sea f una funcién L!. Entonces, tal cual hemos sefialado antes,
dicha funcién no tiene por qué ser continua. Sin embargo, si le aplicamos la
convolucién con una funcién continua j, el nuevo objeto hereda las mejores
propiedades de la funcién j.

Lema 5. Sea f una funcién L? y sea j una funcién C¥. Entonces
g=fxjecCk

Demostraciéon. Comenzamos observando que j € L9 para todo 1 < g < 0. Si
definimos

§=fx]
= | Fwitx =y
R4

S+ 1) = g(0) = [ F) e+ =y) = jx = y))dy

= | =2+ m )z,
]Rd

tenemos que

Podemos calcular que

y por lo tanto

8(x +h) =) < [ fler [ GC A1) = () s
Usando que
lim (- + ) ()l = 0

se concluye la continuidad de g. Ahora observamos que, en caso de poder
intercambiar la derivada con la integral, tenemos que

g = | Fwjt—ydy

y por lo tanto ¢ € CF. Por lo tanto solo nos queda por justificar el paso de
la derivada dentro de la integral. Veamos como podemos intercambiar la
derivada con la integral usando el Teorema de Fubini [15]. Para ello basta
con observar que

Fl)itx - " © @G 9) = (3110, 3501,30) ~ )y

éxz R4

= fRd f Osj((X1, s Xi—1,S, Xig1, - Xg) — y)dsdy

. o [H .
fw fy)oxj(x —y)dy = = fo ds » fW)0sj((x1, e Xi1, 8, Xig1, - Xa) — Y)Y,

por lo que basta con aplicar el Teorema de Fubini para concluir que

f(y)oxj(x —y)dy = aa f fW)j(x —y)dy.
R4 R4

Xi
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2.7 MOLLIFIERS

Definimos ahora la siguiente funcién

R T
J(x) = { Cae 7 six| <1

0 si no

-1
1
C; = (J e 1—x2dx> )
B(0,1)

De esta manera se tiene que

donde

J(x) =0, [T =1

Si ahora definimos el espacio

def

(10) CE(RY) = C*(RY) n C(RY),

observamos que
0
J e Cr.

De la misma manera, para ¢ > 0, definimos la siguiente familia de funciones
llamadas mollifiers

1
Je(x) = S—dj(x/s) e C~.
Sin més que cambiar variables observamos que
| Tellpr = 1.

Si ahora definimos

tenemos que

Ahora observamos que

08 = fw f(y)ox T (x —y)dy

y por lo tanto g € C*. Observamos entonces que la convolucién con un
mollifier es una buena manera de obtener funciones regulares de una funcién
arbitraria dada. Esa observacion es la clave del siguiente resultado

Teorema 14. El conjunto C*(R?) es denso en L*(IR?) para 1 < p < . Es
decir, dada una funcién f € L? se tiene que para todo § > 0 existe €(4) y una
fe € C* tal que

If = feler < 6.

Demostracién. Dada una funcién f definimos

fe:f*je/

29

A veces se utiliza la notacion
D(R) = CX(RY).

Se define el soporte de una
funcién como el conjunto de
puntos donde la funcion no
vale cero.
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para cierto € que fijaremos luego. Por lo visto anteriormente se tiene que f, €
C*®. Cambiando variables y usando la definicién de los mollifiers podemos
calcular que

£~ fel0) = F3) = | flx =) Ty
= fl0) - | fr-enT @)z
= f(x) f J(z)dz — (x —ez)J (z)dz
R4 R4

= | ) = fla e T )
[ () - eI
B(0,1)

Ahora usamos la desigualdad integral de Minkowski [16, Teorema 6.19]

(L JQF(z,x)dy(z) pdv(x))l/p < L <L P(z,x)pdv(x)>l/pdy(z), 1<p<oo
con
F(x,z) = f(x) — f(x —ez)
du(z) = J(z)dz,
y

dv(x) = dx

para obtener

If ~ felur = ( |

<[ @ISO - - el
B(0,1)

p 1/p
dx)

[IRGER IO
B(0,1)

Esta desigualdad se puede  Como se tiene que [3, 4]

escribir como

| el < [1FG ) lurde M £ () = FC = W)l =0,

podemos elegir 0 < € « 1 tal que

1f() = f(—ez)|wr <6

y entonces

|f = fellr < 0.
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2.8 CUT-OFFS Y PARTICIONES DE LA UNIDAD

En ocasiones para resolver un determinado problema hay que estudiar las
propiedades de una determinada funcién en una regién concreta de su
dominio. Para ello conviene localizar la funcion para olvidarnos del resto del
dominio. Es entonces cuando las funciones cut-off, funciones que valen 1 en
un conjunto concreto A y valen o fuera de un conjunto mayor B, son muy
utiles.

Vamos a construir explicitamente una funcién con esas caracteristicas. Defini-
mos ahora la funcién

si no

1
m(y) = { eoy siy >0,

Esta funcion m € C*(R). De la misma manera podemos definir

_ m(y)
MW = Sy m =gy

De nuevo, esta funcién cumple 0 < M(y) <1, M € C*. Concretamente, si
M(y) =0siy <0.

Ademads
M(y) =1si1l—-y<0.

Ahora definimos la funcion cut-off
Z(x) = M*(2—|x|/R).

Observamos que si |x| < R se tiene que

mientras que si |x| > 2R entonces

{(x) =0.

Asi { es una funcién cut-off. Ejemplos similares se pueden construir para
conjuntos més generales. Estas funciones son muy usadas tanto en Analisis
como en Geometria Diferencial porque permiten localizar el problema en un
subconjunto del mismo.

Las funciones cut-off se pueden usar para demostrar el siguiente resultado:

Teorema 15. El conjunto C*(R?) es denso en LP(R") para 1 < p < . Es
decir, dada una funcién f € L7 se tiene que para todo 6 > 0 existe una f5 € C°
tal que

|f = follr < 6.

La demostracion se deja como ejercicio.
Las funciones cut-off sirven de base para construir las llamadas particiones de
la unidad. Consideremos un conjunto compacto %" que esta cubierto por la
coleccion de abiertos U;

H C Ui-(:lui.

Entonces existen funciones {; € C*(R%),i = 0,1,..., k tales que

31
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k
Di(x) =1,
=0

el soporte de {y esta contenido en RY — 7/,

Ci, i =1,..k, tienen soporte compacto y estd contenido en ;.

2.0 CONCLUSIONES

En este capitulo hemos recordado algunos teoremas de teoria de la integracién
de Lebesgue asi como la definiciéon de los espacios de Lebesgue. Ademas
hemos profundizado en estos espacios y hemos probado diversas propiedades
(como es que son un espacio de Banach o una caracterizacién de los espacios
duales) asi como varias desigualdades que los relacionan (Hoélder, Young
e interpolacién). De la misma manera hemos probado varios teoremas de
densidad para espacios L?. Estos teoremas nos serdn ttiles al permitir reducir
la demostraciéon de determinada propiedad en LF a la demostraciéon de
esa misma propiedad en un subconjunto denso. A primera vista este tipo
de argumentos nos pueden parecer iitiles pero oscuros, sin embargo esto no
deberia ser asi. Por ejemplo podemos considerar los niimeros reales como
analogia de los espacios L?. De esta manera, los ntimeros racionales serian
la analogia del subconjunto denso, por ejemplo C°. El hecho de que los
nameros racionales sean densos en los reales es algo clave por ejemplo en
como maneja un ordenador las operaciones. Con esto en mente parece mas
razonable esta tarea de localizar subconjuntos de funciones lo mejor posibles
que sean densos, ya que nos permitird operar con las funciones LP generales.
También hemos visto varias nociones de convergencia que es muy importante
conocer.

Una idea que es muy importante retener de cara a tener intuiciéon es que,
si bien una funcién LF, 1 < p < o no tiene por qué tener limite cuando
|x| — 0, en caso de que dicho limite exista debe ser idénticamente o. Esta
observacion nos permite pensar los espacios L? como una familia de espacios
que valora decaimiento y singularidades. Asi una funcién L no tiene singula-
ridades ni (necesariamente) decaimiento mientras que una funcién L? tiene
singularidades y decaimiento de determinado orden.

210 OTRAS FUENTES

El lector interesado en profundizar mas puede consultar [3, 4, 5, 13, 16, 21,
22, 24, 25].

Concretamente, los teoremas de teoria de la integracién de Lebesgue se
pueden consultar en [21]. Por ejemplo, los teoremas de la convergencia
mondtona, de la convergencia dominada y los lemas de Fatou y el lema del
término que falta en el lam de Fatou corresponden a las secciones 1.6-1.9 de
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[21]. De la misma manera, los teoremas de la convergencia monétona y de la
convergencia dominada y el lema de Fatou se pueden ver en los teoremas
IV.1 y IV.2 y el Lema IV.1 de [3] 0 en los teoremas 4.1, 4.2 y el Lema 4.1 de
[4]. El teorema del término que falta en el Lema de Fatou (también conocido
como Lema de Brezis-Lieb) es el ejercicio 4.17 de [4].

Los teoremas de Fubini y Tonelli se pueden ver en los teoremas IV.4 y IV.5 de
[3], en los teoremas 4.4 y 4.5 de [4] y en la seccién 1.12 de [21].

Para conocer mads teoria sobre los espacios L? se puede consultar el capitulo
4 de [3], el capitulo 4 de [3] y el capitulo 6 de [16]. En particular, que los
espacios LF son un espacio de Banach se puede consultar en los teoremas IV.7
y IV.8 de [3], 4.7y 4.8 [4], en la seccién 2.7 de [21], en el teorema 5.1 de [5] 0 en
el 6.6 de [16]. De la misma manera los teoremas de densidad se corresponden
con los teoremas 4.3 y 4.22, el corolario 4.23 de [4] o a la proposicién 6.7 de
[16]. Si se prefiere, para los resultados de densidad se puede consultar los
teoremas IV.3, IV.22 y el corolario IV.23 de [3] o las secciones 2.16 y 2.19 de
[21] y el teorema 8.17 de [16]. La dualidad de los espacios L? se corresponde
con la seccién 4.3 de [4] y 1a IV.3 de [3] ademads de con la seccién 2.18 de [21]
0 6.15 de [16].

Las desigualdades de Holder y interpolacién se encuentran en el teorema
IV.6 de [3], 4.6 de [4], 2.3 de [21] 0 6.2 y 6.10 de [16]. La desigualdad de Young
para convoluciones se halla en la seccién 4.2 de [21], en el teorema IV.30 de
[3] y el 4.33 de [4] 0 en el corolario 1.21 de [13]. También puede comprobarse
en el Apéndice A de [24] o la seccién 8.2 de [16].

La convergencia débil es el tema que trata la secciéon 2.9 de [21]. Los teoremas
del principio de acotacién uniforme (uniform boundedness principle) y la
semicontinuidad inferior débil de la norma se pueden ver en las secciones 2.11
y 2.12 de [21]. El teorema de Banach-Alaoglu corresponde a la seccién 2.18 de
[21] mientras que una versién més general se puede ver en el teorema 3.16 de
[4]. El lector que quiera profundizar en mas maneras de definir convergencias
puede leer la seccion 2.4 de [16].

Otra posible fuente para profundizar en los mollifiers es la seccién 2.16 de
[21], y los capitulos 4 de [3] y [4], el capitulo 3 de [22] o la seccién 8.2 de [16].

La existencia de particiones de la unidad se puede consultar en el Lema IX.3
[3] 0 el Lema 9.3 de [4].

De la misma manera el lector mds avanzado puede consultar [25] y en
concreto las lecciones 2 y 3 o la seccién 1.2.10-1.2.12 de [2]

Finalmente, el lector interesado también puede consultar el blog de Teren-
ce Tao donde aparecen sus apuntes de la asignatura 245A, 245B y 245C.
Concretamente, se puede consultar https://terrytao.wordpress.com/2009/01/09/
245b-notes-3- 1p-spaces/ para la definicién y propiedades de los espacios L7,
https://terrytao.wordpress.com/2009/03/30/245c-notes-1-interpolation-of-1p-spaces/
para la interpolaciéon en espacios L (hasta el punto 2) y https://terrytao.
wordpress.com/2010/10/02/245a-notes-4-modes-of - convergence/ para diversas mane-
ras de converger.
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En el link https:
//youtu.be/Cnh-D1D4kyQ se
puede ver un video de apoyo.
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2.11 EJERCICIOS SUGERIDOS

JJ xz_y sdxdy

x? —y
JJ EEerR dydx

oy
oy x2 +y?

Ejercicio 1. Calcula

PISTA: Calcula

Ejercicio 2. Demuestra que £! es un espacio vectorial.
Ejercicio 3. Demuestra que L! es un espacio vectorial normado.
Ejercicio 4. Demuestra que L? es un espacio de Banach.

Ejercicio 5. Demuestra que

Fone= | fgxar

es un producto interno para L2,

Ejercicio 6. Demuestra la desigualdad de Minkowski

(JQ JQP(x,y)dx pdy>l/p < JQ (JQ P(xry)|pdy>l/p dx, 1< p<ow

PISTA: Usando un argumento de densidad considera

F(x,y) =

Mz

X(x)14,(v).

j=1

Ejercicio 7. Demuestra el teorema del término que falta en el lema de Fatou
para el caso p = 1. Es decir, demuestra que si

f fu(x)ldx < C
@]

lim | (fs(0)] = Ufs(x) ~ £(2)] = [£(x)]) dx = 0.

se tiene que

n—oo

donde f es el limite puntual de f,.

Ejercicio 8. Demuestra que si tenemos una sucesion f, tal que

fu(x) = f(x) en L?

Ifullzz — 1 fllz2
entonces

|f = fulliz = 0.


 https://youtu.be/Cnh-D1D4kyQ
 https://youtu.be/Cnh-D1D4kyQ
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Ejercicio 9. Sea 1 < p < o0. Demuestra que si tenemos una sucesion f, tal
que
fa(x) — f(x) en casi todo x

y
| fuller = £ ]er
entonces
|f = fullr = 0.
Ejercicio 10. Construye una sucesién de funciones f, tales que
[ fall2 = €

pero que f, no converjan en sentido L? a nada.

Ejercicio 11. Construye una funcién cut-off que sea 1 si [x| < Ryosi|x| > S
con S > R.

Ejercicio 12. Construye una funcién cut-off unidimensional que valga 1 en
un intervalo arbitrario I y o fuera de un intervalo J. PISTA: Usa un mollifier.

Ejercicio 13. Demuestra que C° es un subconjunto denso de L7 1 < p < o0.

Ejercicio 14. Demuestra o da un contraejemplo de que C es un subconjunto
denso de L.

Ejercicio 15. Estudia la convergencia débil de f;(x) = cos(kx) en L?([—7t, 7t]).
(Cuadl es la norma | fi|;2? ¢;Converge fuerte la sucesioén fi?






SERIES Y TRANSFORMADAS DE FOU-
RIER

Una de las principales herramientas del Andlisis Matematico es el llamado
andlisis de Fourier, ya sea en forma de series de Fourier o de transformada
de Fourier. Estas herramientas fueron descubiertas a finales del siglo XVIII y
principios del siglo XIX y, si bien llevan el nombre de Fourier, Cauchy hizo
los mismos desarrollos y, atin antes, los Bernoulli o el mismisimo Euler ya
trabajaron con férmulas similares cuando trataban de resolver ciertas EDPs
lineales [8, 9, 10].

Veamos desde donde encaramos este nuevo capitulo del curso:

De dénde venimos: En el capitulo anterior hemos recordado los espacios
de Lebesgue de funciones integrables L” asi como mejorado nuestro conoci-
miento de ellos y sus propiedades. Dichos espacios ya fueron introducidos
en cursos anteriores de Teoria de la Medida, sin embargo, hemos avanzado
en sus propiedades.

A dénde vamos: En este capitulo vamos a repasar las nociones de transfor-
mada y de serie de Fourier. Comenzaremos con un repaso de las series de
Fourier a modo de calentamiento antes de pasar a la transformada de Fourier.
Aunque dichos conceptos ya aparecieron en cursos anteriores, ahora vamos a
profundizar més en ellos. De la misma manera vamos a repasar la nocién de
distribucién o funcién generalizada y de derivada débil. Una vez visto esto
estaremos en condiciones de estudiar espacios funcionales mds sofisticados
como es el caso de los espacios de Sobolev asi como los operadores integrales
singulares.

Los objetivos de este capitulo son

Objetivos minimos Objetivos avanzados
Conocer algunos teoremas bésicos Conocer las distribuciones
de la convergencia y la clase de Schwartz

de las series de Fourier

de la convergencia
de la transformada de Fourier

Conocer algunos teoremas bésicos Conocer las distribuciones temperadas

Conocer las principales propiedades | Estar familiarizado con
de series y transformadas de Fourier | la idea de derivada débil

3.1 LAS SERIES DE FOURIER

Como calentamiento vamos a comenzar estudiando las series de Fourier y su
convergencia.

Esta teoria sirve también para
funciones que tomen valores
complejos.
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Muchas veces a lo largo de esta
seccién haremos uso de la

el

1

férmula de Euler

= cos(0) +isin(0).

| SERIES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER

Sea L > 0 un pardametro arbitrario. Consideramos el intervalo [—L, L] y las
funciones

En esta seccién vamos a considerar funciones 2L—periddicas, es decir, funcio-
nes tales que

u(x) =u(x+2L) Vx.

Queremos ver como construir y bajo qué condiciones vamos a tener un

desarrollo de la forma
o0

u(x) = Y dgi(x).

{=—0

Vamos a olvidarnos por el momento del caso de desarrollos en serie de
funciones y a centrarnos en el caso, ya conocido, del dlgebra lineal en RN. En
dicho espacio (de dimensién finita N) tenemos combinaciones lineales de la
forma

N
7= Z C(@Z!
=1

donde ¢, forman una base ortonormal del espacio. Usando que ¢; forman
una base ortonormal y escribiendo @ - ¢;, para el producto escalar, obtenemos

- =

( q)n = C?’l‘
Por lo tanto,
N
7= 33 1)
/=1

Esta es la idea que queremos desarrollar en el caso de funciones. Lo primero
es observar que, si n # k,

L
e e
L
= [ ouxg-ilmax
1

L
iTxn —ixk
= — e'te T T gy
2Lj

-L
1 (" iZx(n—k)
T e'L dx
L
11 e
2Li%F(n —k) s
11 k

—L
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mientras que

L
oo gn = | onlx)gui

L
= | oot
1 L

- 1d
o) ™

=1

Asi, las funciones ¢k (x) son ortonormales (con respecto al producto interno
que hemos definido)[7].
Por lo tanto, dada una funcién u(x) podemos tratar de definir

y entonces

u(x) = Z dope(x)
f=—0

= > L 9ore(x)

{=—0

1 ) L _iftgp
=L, (L”W dz) o)

L

(11) = \/127L8_i:00 (J_Lu(z)g—ifzfdz> Pl

En un cierto sentido que especificaremos mds adelante, podemos pensar que para
calcular la serie de Fourier de una funcion lo que hacemos es realizar muchos tests
o mediciones de qué hace esa funcion cuando la multiplicamos contra distintas
exponenciales complejas e integramos. Siguiendo esta analogia se tiene que integrar
contra las distintas exponenciales complejas, es decir, calcular los coeficientes
de Fourier, seria, de alguna manera, realizar mediciones, de manera que si
sabemos todas estas mediciones conocemos la funcion.

Hemos obtenido asi una expresion de la funcién u como serie de exponencia-
les complejas. Sin embargo hay varias dudas razonables:

1. ;cudndo converge la serie (11)? Cada vez que uno escribe una suma in-
finita tiene que preguntarse si dicha suma tiene, para empezar, sentido.

2. ;qué funciones u se pueden desarrollar como serie de exponenciales
complejas? Una manera de llegar a hacerse esta pregunta parte del
hecho de que las funciones ¢, son regulares. Por lo tanto, una suma
finita de ellas serd igualmente regular. Asi, uno podria pensar que (11)
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La funcion Py recibe el
nombre de Niicleo de Dirichlet.

| SERIES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER

s6lo tendria sentido para funciones infinitamente regulares o, por el
contrario, que el hecho de que la suma en (11) sea infinita estropea la
regularidad de u.

3. ¢qué significado preciso tiene el signo = en (11)? De otra manera, ;es
verdad que, para cualquier xg € [—L, L] se tiene

& L P e
u(xo) = \/12T Z (J_Lu(z)euzfdz> ezfxoé?

l=—00
Por supuesto, esta pregunta esta relacionada con la anterior.

Definimos la suma parcial

N N

L
(12)  Snu(x) = ), fugi(x) = )] % (fL“(z)e—inz) F

{=—N {=—N

Estamos interesados en ver cudndo y en qué sentido la suma parcial (12)
converge.

Nuestra intenciéon ahora es sumar la suma parcial (12) de manera que al
final quede un operador integral de tipo convolucién. Para eso tenemos el
siguiente lema:

Lema 6. Tenemos que

L
(13) Snu(x) = J u(z)In(x —z)dz,

L
(N+1) 52)
In(z) = 2L sin (%%) '

Demostracion. La prueba se basa en la férmula de la suma parcial de la serie
geométrica. Gracias a (12) tenemos que

i 1 L s 7T E ;7T é
Snu(x) = — f u(z)e 't*dz | e't*
P 2L\ J_L
1 (" l
= — u(z o R
2L ) ( )EZN

N

1JL 7 (x—2)t
= — u(z A ASAY )/
A IREPY

——N



3.1 LAS SERIES DE FOURIER \

Ahora usamos que

para obtener

Observamos que

1— Tk+1 7’_1/2 1— T’k+1 B 1"_1/2 _ Tk+1/2

1—r 712 1—¢ 12472

Por lo tanto, llegamos a que

. _ p(2N+1)i% (x—z)
In(x—2z) = L mifa-an (1 ¢ i )

2L 1 _ it (x—2)
1 e~ (N+1/2)if (x—2) _ p(N+1/2)if (x—2)
~ 2L I E(—2)/2 _ giE(x—2)/2
_ 1sin((N+3) f(x—2))
2L sin (77

O]

Por lo tanto, para estudiar la convergencia de las series de Fourier basta con
estudiar las propiedades del niicleo de Dirichlet. El siguiente lema recoge
algunas propiedades bésicas y, a la vez, ttiles:

Lema 7. Se tiene que

L
(14) f_L In(z)dz = 1.

Como ademds Zn(z) es par, se tiene que

L 0
(15) Jo IN(z)dz = JL IN(z)dz = %

Demostracién. Observamos que
N N -
ent? =1 2cos (n—z) .
) + 2 I

n=—N n=1

Entonces llegamos a que

1 Y1 L
In(x) = 5 + Z:l 7 cos (nfz> ,
n—=

y se concluye el resultado. O
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La integral Iy aparece cuando
uno considera la aproximacion
de una funcién u como suma
finita de ¢, de tal manera que
se tenga menor error cuadrdtico
medio. Es decir, es una especie
de minimos cuadrados.
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Ahora consideramos

Trivialmente se tiene

Observamos que

Ademas, desarrollando obtenemos
L §
Iy = f ) (u(x) — Snu(x)) (u(x) - SNu(x)) dx

— [ )~ S (x) — Sy + s e

L N N
— [ wpar-2 3 P Y
-L (=—N (=—N
N
2 A 12
= fulf.— > lac
(=—N
Por lo tanto, usando que Iy > 0 obtenemos
N
(16) STl < Jul,
¢=—N

y, tomando el limite N — o0, concluimos la desigualdad de Bessel

0
> e < ule.

{=—w

(17)
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Esto responde a la primera pregunta: la serie no diverge y de converger no
estd del todo claro a qué (al menos en sentido de ser una funcién en el espacio
L?). Ellema 6 nos permite escribir

L
u(x) — Syu(x) = u(x) — f_L u(z)In(x —z)dz

ya que para una funcién periddica

ng F(x)dx = f_LL Fx)dx Va0,

Usando ahora el lema 7, obtenemos que

L
u(x) = u(x) LL 9In(z)dz,

y entonces

(18) u(x) — Syu(x) = JLL(u(x) —u(x —2z))In(z)dz.

Por lo tanto, para probar la convergencia de las series de Fourier tenemos
que estudiar las propiedades de la integral

LLL(u(x) —u(x—2)) Iy (2)dz.

El problema de la convergencia de las series de Fourier es un problema
clasico que ha sido estudiado por multitud de matematicos en la historia.
Como cualquier tema de investigacion candente no ha estado ausente de
cierta polémica. Asi durante el siglo XVIII y principios de XIX se creia que,
dada una funcién continua cualquiera, la serie de Fourier de dicha funcién
convergia puntualmente a dicha funcién. Es a finales del siglo XIX cuando du
Bois-Reymond construye una funcién continua cuya serie de Fourier diverge
en un punto. Finalmente, en 1966, Carleson [6] probé la convergencia puntual
para casi todo punto.

Antes de comenzar con los teoremas de convergencia de series de Fourier,
necesitamos un lema previo:

Lema 8 (Lema de Riemann-Lebesgue). Sea f € C!(|-L,L]) una funcién
periddica. Entonces se tiene que

]\lll_rgo JLLf(z) sin ((N + ;) Zz) dz = 0.

43

El lema de Riemann-Lebesgue
se puede probar con muchas
menos hipdtesis en la funcion f.
Este lema debe compararse con
el ejercicio 14 de la hoja 1.
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Demostracién. Vamos a integrar por partes. Tenemos que

= _LL (z)sin(<N+;) Zz) dz

. N1
L W
— azf(z) cos ((N_{—lZ)ﬂLz) dz
-L (N+3) %
N (—f(z)cos( N+1) fz)) =t
(N+3) T =L
Usando la periodicidad llegamos a que
cos N+3)Zz 212
<) of) ( Z)nL ) ie| < £l
(N+3) % m(N+3)

Por lo tanto, tomando el limite,

lim JL f(z)sin| [ N+ 1 2)dz=0
N—oo J_p, 2/ L e
O

Antes de seguir debemos recordar la definicién de convergencia uniforme:

Definicién 3. Dadas una sucesion u,(x) y una funcién u(x),
* u, converge puntualmente ausi

lim u,(x) = u(x) Vxe Q

n—oo
* u, converge uniformemente a u si

i Jun — ey = Y, mdxun () — ()| =0,

Equipados con las nociones de convergencia de la definicién 2 y la definicién
3, la expresion de la diferencia entre u y la suma parcial de la serie de
Fourier Syu (18) y el Lema de Riemann-Lebesgue 8 ya podemos enunciar los
siguientes teoremas que estudian la convergencia de las series de Fourier.
Comencemos por los teoremas que aseguran convergencia puntual:

Teorema 16. Sea u(x) € C>((—L, L)) una funcién periédica. Entonces la serie
de Fourier converge uniformemente a u. Es decir,

lim |[Syu —u = 0.
Nl ISn HC((fL,L))
En particular, tenemos que

lim Syu(x) =u(x), Vx e [-L,L].

N—oo
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Demostracion. Tenemos que ver si
u(x) — Syu(x)
converge a cero. Para eso tenemos que ver que
L
by = [ ()~ u(x = 2) I (2)d:
—L

converge a cero. Lo primero es observar que el nticleo de Dirichlet es una
funcién par, por lo que

L
J Oxu(x)zIn(z)dz = 0.
-L

Por lo tanto

_ 1 Lu(x) —u(x—2)
2L ), sin (%

Definiendo

observamos que basta con aplicar el Lema de Riemann-Lebesgue a la integral
anterior. Para ello es suficiente con comprobar que la funcién f¥)(z) e
CY([~L, L]) (como funcién de z y para cualquier x). Dadas las hipétesis sobre
la funcién u eso es facil (basta con aplicar el teorema de Taylor a u y notar
que el seno del denominador solo se anula en z = 0). O

El teorema anterior es facil de probar, pero no es muy ttil porque impone
muchas hipétesis a la funcién u. Una versién més general es
Teorema 17 (Dirichlet). Sea u(x) una funcién continua a trozos cuya derivada

uy(x) también es continua a trozos. Entonces se verifica que

u(x+) + u(x—)
> ,

I\l{lirgo Snu(x) =

donde x+ y x— denotan los limites laterales. Es decir, la serie de Fourier
converge puntualmente a la media de los limites laterales.

Demostracion. Vamos a hacer un argumento distinto al anterior (aunque el
argumento anterior se puede afinar hasta cubrir también este caso. Ahora nos
vamos a apoyar en la desigualdad de Bessel para funciones ortonormales
¢, generales para obtener el mismo resultado que nos daba el Lema de
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Riemann-Lebesgue (Lema 8). Fijamos x € [—L, L]. Usando las ideas anteriores
y los lemas 6 y 7 tenemos que

u(x+) + u(x—)
2

x+f -@N dZ+M f -@N

Por lo tanto,

IN = — —SNM(X)

0 sin (£3) 2L
O u(eh) —ux—z)sin((N+ D F2)
+J_L sin (£3) 2L d

satisfacen .
1
|, ontpntartz = g,

donde 47} es la Delta de Kronecker que vale 1 si 7 = £ y 0 si no. Por lo tanto,
para concluir que

! () — u(ex—2) sin (N + 1) £2)
fg sin (73) 2L2 iz =0,

usando la desigualdad de Bessel basta con comprobar que las funciones
u(x—) —u(x—z)

sin (73)

u(x+) —u(x —z)
sin (3)
estan en L2([0,L]) y L2(]0, —L]), respectivamente. Como u es derivable a
trozos con derivada continua a trozos se tiene que las funciones anteriores

son continuas a trozos, por lo que pertenecen a los espacios L? mencionados
anteriormente y podemos concluir el resultado. O

Hay veces que la convergencia de las series de Fourier es puntual y no
uniforme. Esto esta relacionado con el conocido fenémeno de Gibbs.
Vamos a concluir con un teorema que, si bien no asegura convergencia
puntual, se puede aplicar a muchas funciones:
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Teorema 18. Sea u(x) € L?([—L, L]) una funcién periédica. Entonces la serie
de Fourier converge en sentido L2 a u. Es decir,
lim SNLI—M 2(1_ =0.
Am | Iz (=11

Ademas, en este caso la Desigualdad de Bessel es una igualdad:

0

D = Jul.

n=—ao

Demostracién. Fijamos & > 0. Por densidad podemos considerar u, una fun-
cion C? (una versién regularizada usando mollifiers de una funcién simple
con soporte compacto en (—7t, 1) si se quiere) tal que

|ue(x)| < Ju(x)]

[u—ue|2 <e

Entonces, usando la desigualdad de Bessel,

HSNM — MHLZ = HSNM — SNUe + Snue — U + U — MHLZ

A

< [Snu = Sntef 2 + |Sntte — ute g2 + [Jue — 2
< ||ISw (1 —ue)| 12 + |Snue — vef 2 + [ue — u 2
< 2w — uel 2 + [Snue — ue 2

< e+ Sytte — it -

Ademas se tiene que
Snue(x) — ue(x) uniformemente
por el teorema 16 y entonces
|Snite(x) — ue(x)]* — 0 uniformemente .
Observamos que entonces, por construcciéon de la funcién u, y el teorema 16,
|Snvite (x) — e (x)* < 2/ Snue(x)[* + 2{u(x)? < 4lu(x)]* +e,

si N » 1. Es decir,
g(x) = 4u(x)*+¢,

es una funciéon dominante. Aplicando el teorema de la convergencia domina-
da con

fu(x) = [Stte(x) — ue(x)?

concluimos que

lim J fn(x)dx = lim j |SNute(x) — e (x)[2dx = 0.
Q N—=w Jo

N—ow

Dado que ¢ era arbitrario concluimos el resultado. O
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No hay una iinica definicién de
la transformada de Fourier. Por
ejemplo, otras definiciones son

1

=5 . u(x)e e dx,

a(¢)

a(g) = Jj; u(x)e 27 gy,

igx
= Jﬂu(x)e dx,

(&) = Jjooc u(x)e2 ¥ dx.

=
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3.2 INTRODUCCION A LA TRANSFORMADA DE FOURIER

En las secciones anteriores habiamos visto que las funciones 2L—peri¢dicas
en el espacio L?([—L, L]) se podian escribir usando (11):

u(x) = L i fL u(z)e 't dz | ¥
2L . '

{=—00
Ahora nos gustaria considerar periodos cada vez mayores. De hecho, nos
gustaria considerar L = o0 porque entonces no estamos imponiendo ningtn
requisito de periodicidad la funcién u(x).

Definamos .
= —/.
¢ L
Consecuentemente,
T
dé = —.
¢ L

Asfi la férmula anterior queda

u(x) = 1 i i <JL u(z)e_"f%dz> et
2 L),

{=—00 -

1 &
:27T€Z

(jL u(z)eiézdz> e'*xde.
o \J-L

Si ahora hacemos L — o de manera que
a¢ — 0,
la suma anterior es una suma de Riemann y el limite viene dado por la

integral

(19) u(x) = % JOO JOO u(z)e *dze’**dg.

Esta igualdad motiva las siguientes definiciones:

Definicién 4. Definimos la transformada de Fourier de la funcién u(x) como

(20) a) = \/% f_oo u(x)e e dx,

para los valores de ¢ € R tales que la integral anterior exista.

Definicién 5. Definimos la transformada de Fourier inversa de la funcién
v(&) como

(21) 5(x) & vi*n L@ 0(£)eitdE.

Es decir, la transformada de Fourier de una funcién u, si existe, es otra
funcién 1. Observamos entonces que la igualdad anterior (19) se reduce a

=

u =
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Por otro lado,

y entonces se tiene

(x) = u(—x).

Esta igualdad la hemos obtenido formalmente, es decir, sin ser del todo
precisos en los argumentos. Es importante notar que no siempre se puede
definir la transformada de Fourier (o la transformada de Fourier inversa) de
una funcién (al menos en el sentido de ser una funcién cldsica). Sin embargo, es
suficiente que una funcién f(x) sea L! para que exista f(&). Ademés se tiene
que

7@ < fR f(x)ldx VE

Esto motiva estudiar las diferentes propiedades de la transformada de Fourier
en términos de los espacios de Lebesgue.

3.3 LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE FUNCIONES AB-
SOLUTAMENTE INTEGRABLES

En la seccién anterior hemos definido la transformada de Fourier en (20)

A def 1 JOO —ilx
i(¢) = ——=— u(x)e"*dx.
@ = ul
Observamos que la transformada de Fourier es un operador integral
XY,

donde X e Y son espacios de funciones. Por definicién es obvio que este
operador es lineal. Es decir que si u y v son dos funciones con transformadas
de Fourier dadas por

w .
(g) = \/% JOO u(x)e > dx
1 @ ;
0(¢) = Wiz JOO v(x)e ¥dx.
Entonces si w(x) = cju(x) + cv(x) se tiene que

W(8) = c1it(8) +20(3).

Asi que podemos considerar X = L!. Una de las preguntas es ver entonces
quién es Y. Para ello tenemos que

Lema 9. Sea f € L'(IR), entonces f € C(R). Ademés

IFlle < 1f N

lim f(¢&) = 0.

|§l—o0

LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE FUNCIONES ABSOLUTAMENTE INTEGRABLES |
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Demostracién. Para ver que f es continua tenemos que ver que la diferencia

|f(€ + h) 7i(§+h)x . eﬂ'é‘x) dx

1=z [
— ‘\/2? JOO u(x)e "¢ (e_ihx — 1) dx|,

tiende a cero. Entonces bastaria con ver que

A A 1 © .
I < lim —— —_1ldx = 0.
M IF(C+ 1) — f@)l < Mm = | [u()lle jdx =0

Si definimos

observamos que

fn(x) — 0 para casi todo x.

Ademas
fn ()] < 2fu(x)]
por lo que

8(x) = 2[u(x)|

es una funcién dominante. Aplicando el teorema de la convergencia domi-
nada concluimos el resultado deseado. La tltima parte del lema se conoce
como Lema de Riemann-Lebesgue y ya la vimos para series de Fourier. Sin
embargo vamos a hacer una prueba diferente. Para ello observamos que,
dadau e L! podemos conseguir v € C, tal que

lu—v|n <e

donde ¢ es tan pequefio como se quiera. Entonces, usando que el soporte es
compacto (y por lo tanto estd contenido en el intervalo (a,b) para ciertos a y
b)

fzr';xdx

|
f e % dx
= (|

a+7r/§ b

ﬂ\ ﬂ\ ﬂ\

> v(x)e %% dx

b—7t/¢ b )
= (J +J ) o(x)e " dx
a b—m/¢

Ademas, si cambiamos variables z = x — /¢

a+7r/§

5

N o(x)e ¥ dx = . o(z+ 7/ E)e BT/ gz,
\/2” a+7‘[/§

v
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Por lo tanto

a+7m/¢ b )
f +J o(x)e " dx
a a+m/¢
b—m/g b )
j +f o(x)e “ dx
a b—m/¢
a+7t/¢ b ]
f +J o(x)e ¥ dx
b—7/¢

n/C

[0
—
R
N—

Il
N —
=]
N

+
N =
5l
)

N[ =
3-
|

VR

ujxdx

ﬁl

b /¢
J o(x + 7/ &)e " dx.

Si ahora tomamos el limite en ¢ observamos que las dos primeras integrales
se anulan por anularse el integrando que es una funcién continua y por lo
tanto acotada mientras que las dos tltimas, en el limite en ¢, se cancelan una
a la otra por la continuidad de la v. Entonces vemos que el resultado que
queremos probar es cierto para las funciones v € C.. Sin embargo, se tiene
que
2(8)] < [8(&) = 0(E)| +10(E)| < [[u — 0] pa + [0(E)]

de donde se concluye que el Lema de Riemann-Lebesgue es cierto para toda
funcién L. O

Asi, hemos visto que si f € L! entonces podemos definir su transformada de
Fourier y dicha transformada de Fourier es una funcién continua. De hecho
hasta decae en infinito gracias al Lema de Riemann-Lebesgue. Sin embargo,
no podemos en principio iterar esta prueba para definir la transformada de
Fourier inversa ya que, aunque f € L', no podemos concluir que f € L!. Es
decir, de momento se puede definir la transformada de Fourier de funciones en
L! pero atin no somos capaces de definir la transformada de Fourier inversa
de estas funciones imagen de L! por este operador. Lo que si podemos hacer
es probar una serie de propiedades ttiles siempre que asumamos suficiente
decaimiento en infinito.

Teorema 19. Sean u y v dos funciones con suficiente decaimiento en el infinito
y regularidad tales que sus transformadas de Fourier vienen dadas por

i(¢) = Wiz JOOOO u(x)e " dx
0(¢) = T fjooov xX)e ¥ dy.

Entonces

o Si w(x) = dyu(x) entonces
W(g) = icn(g).

Maés generalmente, si w(x) = dfu(x), entonces

D(¢) = (i¢)* 0 (@).
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e De la misma manera, si w(x) = xu(x) entonces
@(8) = iig(§)-

En general, si w(x) = x*u(x), entonces

N dka
a(e) = e
e Si w(x) = u(x)v(x) entonces
(E) = \/%u £ 0

e Si w(x) = u = v entonces

W(E) = vV2mn(g)o(¢).

Demostracién. Vamos a empezar por el primer punto. Por densidad vamos a
asumir que u,v son funciones C. Se tiene entonces que

w(¢) = \/;? Jjooo Out(x)e ¥ dx

_ _\/%T fiu(x)axe—iﬁwx
— iC * —i¢x

= on _Oou(x)e dx

= i¢a(¢).

Para el segundo punto observamos que

1 (* ;
0l (C) = Op—— u(x)e "*dx.
(@) = o= | ulx)
Tenemos que intercambiar la derivada y la integral. Este tipo de calculo ya lo

hemos realizado en este curso usando el teorema de Fubini, por lo que ahora
vamos a usar otra idea. Observamos que

0:11(8) = 65\/;7[ J_OO u(x)e % dx

1 o0 e—i(E+h)x _ ,—ifx
= lim — u(x dx
h—0 \/27‘[ —0 ( ) h
1 o0 . e—ihx _ 1
= lim — u(x)e o "y,
h—0 /271 J_ oo (x) h
Ahora llamamos
—ihx 1

Observamos que

fu(x) = —ixu(x)e % en casi todo punto x.
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Ademas se tiene que

fu ()] < [xf[u(x)],
por lo que

8(x) = [x[[u(x)]

es una funcién dominante. Podemos entonces aplicar el teorema de la con-
vergencia dominada y concluir que

5 tim (7 a1,
c(¢) = hlf(l)ﬁ Y u(x) 2 x
1 0 : —ihx __ 1
= — 1i ox d
word I lim u(x)e p x
_ L[ —ixu(x)e " dx
\/ 27 S ’

de donde se sigue el resultado. El tercer punto se obtiene de la siguiente
manera:

R )
= S o u(x)e "M *dudx
f_@ I f_@ (4)u(x) "

1 © 1 @© ; ;
= \/Z?J <M27c 73(y)e”‘xdy> u(x)e e dx
-0 -0
1
27T
L (y)u(x)e_i(g_”)xdxdy

|
]
A
I\J"—‘
S|
|
] 8
|
3 8
S

donde hemos usado el teorema de Fubini para intercambiar las integrales.
Nos queda el tltimo apartado. Ahora observamos que

00 = o= [ [ ute—ypotyaveax

—0

donde de nuevo hemos usado el teorema de Fubini. O

Asi vemos una caracteristica importantisima de la transformada de Fou-
rier: permite intercambiar derivadas por multiplicadores i¢ y productos por
convoluciones. Estas propiedades son muy ftiles.

Queremos ver si podemos, dada una funcién L! arbitraria, primero calcular
la transformada de Fourier y luego la transformada de Fourier inversa de
dicha transformada de Fourier. Antes de afrontar la respuesta a esta pregunta
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tenemos que realizar un cédlculo que nos sera ttil. Concretamente tenemos
que calcular la transformada de Fourier de la funcién

flx)=e"".

Se tiene que f(x) satisface

Oxf(x) = =2axf(x).

Y entonces

@+2axf(x) =0.

Aplicando las propiedades anteriores,

iCf(8) +20i0¢f (&) = 0

Asi obtenemos la EDO

Si la resolvemos llegamos a

Ademés, se tiene que

oy L[ g L
f(o):\/T—n]Re dx—m,
por lo que
poy . 12
(22) 1) = Ee .

Queremos estudiar si la transformada de Fourier es un operador invertible.
Para dar sentido a la transformada inversa de Fourier de una funcién que ya
es transformada de Fourier de otra tenemos el siguiente resultado:

Teorema 20 (Inversion de la transformada de Fourier). Sea f € L! tal que
f € L!. Entonces

~
A

f=f)
donde feCy )
f = f en casi todo punto x.

Demostracién. Observamos que, por lo expuesto anteriormente en esta sec-
cién, el conjunto de funciones L! tales que su transformada de Fourier es L!

no es vacio. Ademads f € Cy f € C también. Observamos también que como
el integrando en

1 Q0 0 . .
5 J f f(z)e dze* d
—00 J—0

noes L!, no podemos aplicar sin més el teorema de Fubini. Para solucionar
este problema vamos a utilizar un argumento cercano a los mollifiers del
capitulo anterior.
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Consideramos la funcion
t:2

1 . 2
- 15"‘@@ .
9(8) = ¢

Usando la transformada de Fourier calculada anteriormente con

1 - 47 1 V27T

a =@V e
se tiene que
. 1 lx—yl?
P(y) = P e

Entonces se tiene que

\/;71 J]Rf(@)eiéx—iigzdg = JRf(C)qo(C)dg = LRf(g)@(C)dC = f s,

Dado que ¥ es positiva, integra uno y es regular puede servirnos como
mollifier y entonces

lin%f*rpg = fen L.
E—>
Es decir,

«% fR f(@)e®emelag  fen L1,

Al mismo tiempo, si definimos

(&) = f()elex—emer

tenemos que

Hl’% ue(&) = f(&)e’* en casi todo punto x.
£—>

Al mismo tiempo X
() =11 (0

es una funcién dominante, por lo que el teorema de la convergencia dominada
nos asegura que

~
S

m [ et Rl g = [ p(EyeitraE =
lim —— | f@)e 5z = | fe)etraz = flv.

e—0

3.4 LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE FUNCIONES DE
CUADRADO INTEGRABLE

Comenzamos definiendo la clase de Schwartz

Definicién 6. Se define

< ={feC®R) tq. cﬂcf decae mas répido que |x|" Vj,n € N}

55
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Esta clase no es vacia porque se tiene
Crc ..
Ademas el contenido es estricto, es decir, no son clases idénticas ya que

flx)=e M gcy

fx)=e ez
Lema 10. El conjunto . es densoen L¥ 1 < p < .

Demostracion. Basta con recordar que C° era denso en L7 y notar el contenido
anteriormente mencionado. O

Lema 11. Sea f € .7, entonces f € ..
Demostracién. Por la definicién de la clase de Schwartz se tiene que
g(x) = X"\ f(x) e L,

por lo que existe
8(¢)-

Ademads, como 7 era arbitrario, § € C*. De la misma manera
glogge L™ .
Se tiene entonces que ¢ € .. O

Equipados con estas herramientas podemos afrontar la demostracion del
teorema de Plancherel:

Teorema 21 (Plancherel). Sea f € L? entonces se puede definir f € L2 y
ademas

£z = 1f Iz

| rgtae = | F@rg@e
R R
Demostracién. Consideramos el conjunto

e={felltq fell}.

Obviamente se tiene que
Sk,

por lo que el conjunto no es vacio. Si f € L! se tiene que f € L* y entonces
podemos aplicar la interpolacion entre espacios de Lebesgue que vimos en el
capitulo anterior para concluir

S Ll

Ademads, de la densidad de .7 se infiere la densidad de £.
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Consideremos ahora f, g € £. Se tiene que

[ s = [ 0 ( x| stneway )= [ 0 [ Glie ey

Usando ahora el Teorema de Fubini (ya que todas las funciones son L? por la
definicién de £), se tiene que

| Fzx = [ gy
R R
de donde se infiere, sin mds que tomar ¢ = f, que

1£l2 = 1f ]2

Por el teorema de inversién se tiene que
RV

podemos definir la transformada de Fourier para funciones de L? sin mas que
usar la densidad de £. Para ello, dada una f € L? tal que f ¢ £ consideramos
fj € £ tales que

fj— fen L?

Para cada f; podemos definir f] Entonces, dado que f; es una sucesién de
Cauchy en L? y L? es un espacio de Banach, se tiene

HfAj —fAéHLZ = Hfj _fZHLZ — 0.

Por la misma razén, f] también es una sucesién convergente a alguna funcién
g € L2. Definimos f = g. Para concluir que la definicién es correcta observa-
mos que la definicién no depende de la sucesion f; elegida. En efecto, dada
otra sucesion h; que tienda a f se tiene que

1B = &ll2 = Wi = fi + fi = &llz < I = filiz + 1 = 8l 2.

Entonces calculamos que

I = filie = I = fil 2 < Wi = flliz + [f = filliz = 0,

y podemos concluir que
1hj = gll2 =0,

de donde g es tinica y nuestra definicién de la transformada de Fourier en L2
es consistente. ]

En el caso de funciones L? se tiene que la transformada de Fourier

v

fx) = f(=x)

es invertible.

Aunque nosotros no lo vamos a hacer, utilizando ideas un poco mas complejas
se puede extender la transformada de Fourier para funciones L” con 1 < p <
0.
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EI término funcién ideal se
usa para recalcar que si bien el
comportamiento de estos objetos
se asemeja al de las funciones
de toda la vida (por ejemplo,
se puede definir algiin cierto
sentido de integral), lo cierto es
que no son funciones. EI
término distribucién viene de
que se pueden entender algunas
de estas funciones ideales
(por ejemplo la 6 de Dirac)
como distribuciones de masa.
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3.5 DISTRIBUCIONES

Para motivar el concepto de las funciones ideales o distribuciones vamos a
repasar el caso paradigmatico de la § de Dirac. La ¢ de Dirac es, casi seguro,
la distribucién mas conocida y muy posiblemente cualquier estudiante de
fisica 0 matemaéticas haya oido hablar de ella con anterioridad.

Vaya por delante el aviso de que las distribuciones son objetos matemaéticos
delicados, por lo que su estudio en profundidad es complicado. Asi que vamos
a centrarnos en las principales ideas detras de los conceptos estudiados.
Anteriormente hemos mencionado la idea de que una funcién L7 se puede
pensar como el funcional

| g
Q

donde ¢ € L9. Es decir, una funcién L, al no poderse asignar un valor
numérico a todo punto es 1til pensarla como un funcional

f:LT—R.

Esta idea es el punto de partida para el concepto de distribucién.
Volvamos por un momento a la férmula (19). Al menos formalmente se puede

escribir que
B 0 0 —ié(x—z)d p
u(x) = f_oo u(z) f_oo 5.-¢ ¢ | dz.

Es decir, si definimos (de momento esta definicién es formal) la 6 de Dirac
como

S) = | gre e,

observamos que la igualdad anterior en el caso x = 0, se reduce a

(23) u(0) = JOO u(z) (foo ;ei52d5> dz = JOO u(z)6(z)dz.

— —oo £7T —

Es decir, la § de Dirac hace que integrar sea evaluar. Recordando que la integral
de Riemann viene de una suma de Riemann y que la integral de Lebesgue la
generaliza, se tiene que integrar es, en un cierto sentido, equivalente a pro-
mediar y sabemos que calcular medias (salvo casos triviales) nunca devuelve
los valores originales exactos. Esto sugiere que como funcién standard la § de
Dirac no puede existir. Esto mismo lo podiamos haber intuido sin méas que
notar que la férmula anterior se reduce a

y ya habiamos intuido que definir (de manera standard) la transformada de
Fourier para funciones L*(IR) no es posible en general. Sin embargo, siempre
que podamos evaluar una funcién en un determinado punto podemos definir
la 6 de Dirac. Es decir, dada una funcién continua u, la accién de la § de
Dirac sobre esta funciéon consiste en retornar su valor en z = 0. De manera
aln mads precisa tenemos la siguiente definicion:
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Definiciéon 7. La é de Dirac es un funcional
J:C(R) >R

tal que para cada funcién continua u € C(R) se tiene que

(6,u) o u(0).

La accidn de este funcional sobre la funcion u se denota como

(6,u) = J_oooo u(z)o(z)dz.

Podemos pensar que nos interesa saber como actta la J de Dirac sobre las
funciones, més que definir una férmula para ella. En este sentido integrar es,
de alguna manera, el analogo de realizar diferentes mediciones. Asi, vamos
a usar la idea de ver qué hace una determinada distribucién al actuar por
medio de una integral sobre distintas funciones regulares como medio para
conocer dicha distribucién.

Vamos a ver que la § de Dirac (y méas generalmente otras distribuciones) se
pueden definir como limites de funciones cldsicas. Para dar la definicién via
un limite mencionada anteriormente definimos la sucesién de funciones salto

(2) = 0 size[-1/n,1/n|
gnlz) = 2 size[-1/n,1/n]

Estas funciones intentan reflejar el efecto de un impulso cada vez mayor en
una zona cada vez més localizada. Observamos que, para u(z) = 1 se tiene
que

Q0

1=u(0) = J u(z)gn(z)dz.

—o0
Es decir, al menos para ciertas funciones g, cumple que integrar sea evaluar.
Sin embargo, es fécil ver que eso no es ni mucho menos general. Veamos que,
efectivamente, la accién de estas g, (por medio de una integral) nos permite definir
la é de Dirac de manera rigurosa. Es decir, vamos a considerar los funcionales

¢g, : C(R) = R
(9o = [ ulagn(aie

y a estudiar su limite:

Lema 12. Sea g, la familia definida anteriormente y sea u € C(IR) una funcién
dada. Entonces se tiene que
0

u(0) = lim (¢g,,u) = lim u(z)gn(z)dz.

n—00 n—w J_

Demostracién. Tenemos que

(90 = [ uegaleiz

59
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donde hemos usado el cambio de variables
s = nz.

Ahora podemos convencernos facilmente de que

n—oo n—oo

. o1 1 5 B u(0) 1 _
llm ((q)gn/u)) - hm E . u (E) ds — T fl 1d5 — 1/[(0).
O

Observamos que ya nos habian salido mdas veces antes expresiones muy
cercanas o directamente equivalentes sin que lo notdsemos. Por ejemplo,
usando (13) para calcular la N—ésima suma parcial de la serie de Fourier de
u obteniamos

L
SNuUD::J;Lu@)QN(—ﬂdL

y nos preguntdbamos cuando la serie de Fourier convergia puntualmente, es
decir, cuando se tenia que

L
u(0) = lim u(z)In(—2z)dz.

N—ow J_1
De momento hemos visto cémo definir (como limite de funciones cldsicas) la
0 de Dirac. Por supuesto, otras distribuciones se pueden definir de manera
similar:
Definicién 8. Una distribucién ¢ es un elemento del espacio dual de C°. Es
decir, es un funcional lineal y continuo

¢: C*(R) > R.

El espacio de las distribuciones se denota por D* (ya que a veces se escribe
D = CY).
Al espacio de las distribuciones se le puede dar una topologia, conocida

como topologia débil-+. Es decir, se puede dar una idea de convergencia.
Concretamente en un espacio dual podemos definir la convergencia débil-:

Definicién 9. Sean X un espacio de Banach y X* su dual. Se dice que ¢, € X
converge débil-+ a ¢ € X

on =@
siy solo si

lim (¢n,u) = (p,u) VYueX.

n—0o0
Es decir, es la convergencia puntual de los funcionales.
Dado que las distribuciones son un espacio dual podemos usar la nocién
anterior para dar una nocién de convergencia en D*.

Aungque las distribuciones son objetos muy singulares en general, se pueden
aproximar por funciones regulares. Asi se tiene el siguiente resultado

Teorema 22. Las funciones C son densas en D* en la topologia débil-x.
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Ahora podemos intentar extender los conceptos de convolucién, transformada
de Fourier y derivadas a las distribuciones.

Comencemos extendiendo la nocién de derivada para poder dar sentido
a derivada de una funcién irregular. Para ello vamos a usar el espacio de
funciones test C°. Queremos ahora usar la idea de que integrar contra distintas
¢ es realizar mediciones, de manera que si sabemos todas estas mediciones
sabemos qué hace la funcién. Sea ahora ¢(x) € C& y consideremos u € C!(R).
Entonces, integrando por partes, se tiene que

J Oxu(x)p(x)dx = —f u(x)oxp(x)dx.
R R

Es decir, podemos ver cudl es la accion de du en ¢ sin mds que ver cudl es
la acciéon de u en —0dy¢. Esto permite definir un concepto generalizado de
derivada

Definicién 10. La funcién v es la derivada débil de u si cumple que

J v(x)p(x)dx = —J u(x)oxp(x)dx, V¢ e C-.
R R

El hecho de que la igualdad anterior se satisfaga para toda ¢ € C° es crucial
porque representa el hecho de que v se comporta como la derivada de u (si
es que dicha derivada existiese) para toda funcién ¢ que nos sirva de test. La
igualdad anterior permite definir la derivada débil para funciones que sean
solo integrables, si bien la derivada débil en principio puede ser una funcién
generalizada.

De la misma manera que podemos calcular derivadas débiles de funcio-
nes (eso si, estas derivadas débiles pueden ser funciones idealizadas y no
funciones en el sentido clasico), podemos calcular derivadas débiles de distri-
buciones.

Definicién 11. Sea ¢ € D*. Entonces

(oxp, f) = — (9, 0xf)

Queremos ahora extender la idea de convolucién a las distribuciones. Recor-
damos que, para funciones L!, se tiene que

puf = | pfx—y)ay.
Definimos el operador traslacion

uf(y) = fly—h),

y el operador ~

Por lo tanto podemos definir

Definicién 12. Sea ¢ € D*. Entonces

o= ((977)
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De hecho, esta idea de medicién
de una funcion aparece también
en el hecho de que a las

funciones en el conjunto CF se
las conoce como funciones test.



62

| SERIES Y TRANSFORMADAS DE FOURIER

De la misma manera que definimos D* como el dual de C°, podemos definir
las distribuciones temperadas como el dual de .7

Definicién 13. Una distribucién temperada ¢ es un elemento del espacio
dual de .. Es decir, es un funcional lineal y continuo

¢:7(R) > R.

El espacio de las distribuciones temperadas se denota por .7*.

Las distribuciones temperadas son muy importantes ya que permiten definir
la transformada de Fourier. Para ello basta con usar el teorema de Fubini
para obtener que si f, g € L? se tiene que

[ F@s@a = [ rwgwa
R R

Por lo tanto, usando que la transformada de Fourier de una funcién de la
clase de Schwartz es otra funcién de la clase de Schwartz (Lema 11) podemos
definir

Definicién 14. Sea ¢ € .7*. Entonces

o+f=(of)-

3.6 CONCLUSIONES

En este capitulo hemos visto que toda funcién 2L—periédica en L?([—L, L])
se puede desarrollar como serie de Fourier en términos de exponenciales
complejas. Ademds, cuando la funciéon (ademés de ser L2([-L,L])) es C! a
trozos se tiene que la serie de Fourier en términos de exponenciales complejas
converge puntualmente al valor medio de los limites laterales de la funcién
mientras que si la funcién es C?([—L, L]) la serie de Fourier en términos de
exponenciales complejas converge uniformemente (es decir, en C°([~L, L])) a
la funcién. También hemos visto la convergencia en norma L? de las series
de Fourier.

En este capitulo también hemos definido la transformada de Fourier para
funciones L! y L2. Esta transformada es bésica en multitud de aplicaciones
pero también en matemadticas mads abstractas. Igualmente definimos la trans-
formada inversa de Fourier y vimos propiedades de ambas, entre ellas las
mas importantes para nosotros en este curso:

1. Derivadas en multiplicadores:
v sk A
Ru(g) = (i0)" 1(g)-
Esto se probaba sin méas que integrar por partes. Y viceversa, i.e.

d“a(¢)
dgk

*u

u(g) = i

y la prueba de este hecho se obtenia sin més que derivar la expresién
integral.
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2. Productos en convoluciones:

(&) = \/%u x0 = \/;TT JIR a(17)0(¢ —n)dn,

Y viceversa, i.e.

3. Teorema de Parseval /Plancherel
| wxoiax = [ a@rdee.
R R

Finalmente, introdujimos las distribuciones (también conocidas como fun-
ciones ideales) y la nocién de derivada débil. Algunas propiedades de la
derivada débil son

1. si una funcién es derivable en sentido clasico, entonces la derivada débil
coincide con la derivada clésica. Es decir, la derivada débil generaliza
la derivada clésica;

2. hay funciones que no son derivables que tienen otra funcién como
derivada débil (p.e. |x|);

3. podemos definir la derivada débil de una funcién ideal. La consecuencia
es que podemos definir derivadas de objetos muy singulares.

También hemos definido las distribuciones temperadas y extendido las ideas
de convolucién y transformada de Fourier a las distribuciones y las distribu-
ciones temperadas.

3.7 OTRAS FUENTES

El lector interesado en profundizar mas puede consultar [2, 5, 7, 13, 16, 21, 25].
Concretamente, los resultados de la convergencia de las series de Fourier
se pueden hallar (en versiones mucho mds generales que las dadas en estas
notas) en los teoremas 1.1y 1.2 de [13] 0 en la seccién 8.5 de [16]. De la misma
manera, el lema de Riemann-Lebesgue (de nuevo en su versién més general)
se puede encontrar en el lema 1.4 de [13], en 4.27 de [5] 0 en el teorema 8.22
de [16].

Se puede leer sobre la transformada de Fourier de funciones absolutamente
integrables con mayor detalle en las secciones 8.3 de [16], en la 5.1 de [21] 0
en seccién 6 del capitulo 1 de [13]. En particular, el teorema de inversion se
puede ver en 8.26 de [16] y en el teorema 1.13 de [13].

Resultados importantes sobre la clase de Schwartz aparecen en 8.2, 8.3, 8.11,
8.17, 8.23, 8.28 de [16] 0 en la seccién 7 del capitulo 1 de [13]. La construccién
de la transformada de Fourier para funciones L? aparece en el teorema 8.29
de [16], en 5.3, 5.4 y 5.5 de [21] 0 en la seccién 8 del capitulo 1 de [13]. El
lector interesado en cémo extender estas ideas para otros espacios L¥ puede
consultar 5.6 de [21] 0 8.30 de [16].
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El lector interesado en profundizar en las distribuciones puede consultar el
clasico libro [7] o el capitulo 9 de [16]. También puede ver la definicién 1.16
de [13] En concreto, el teorema 22 se corresponde con el teorema 9.5 de [16].
De la misma manera el lector méds avanzado puede consultar la lecciones 4 y
15 de [25] y la seccién 1.3 de [2].

Finalmente, el lector interesado también puede consultar el blog de Terence
Tao donde aparecen sus apuntes de la asignatura 245C. Concretamente, se
puede consultar https://terrytao.wordpress.com/2009/04/06/the- fourier-transform/
para la definicién y propiedades la transformada de Fourier y las funciones de
la clase de Schwartz, https://terrytao.wordpress.com/2009/04/19/245c-notes-3-distributions/
para unas breves notas sobre distribuciones.

3.8 EJERCICIOS SUGERIDOS

Ejercicio 16. Utiliza un argumento de densidad para probar el Lema de
Riemann-Lebesgue para f € L1.

Ejercicio 17. Utiliza el ejercicio anterior para obtener una versién méas general
del Teorema 16 de los apuntes.

Ejercicio 18. Da una prueba diferente del teorema 18 de los apuntes usando
el Lema de Brezis-Lieb (el lema del término que falta en el lema de Fatou).

Ejercicio 19. Sea 1 < p < o0. Demuestra que si
[Snulr < C(p)|ulLr

entonces
ISnu —ufr — 0.

Ejercicio 20. Demuestra que si f, ¢ € L! se tiene que

| F@e@az = | rero@ae
R R

Ejercicio 21. Demuestra que si f, g € .7 se tiene que f * g€ 7.

Ejercicio 22. Demuestra que si f, ¢ € L? se tiene que
frg=Vangf

Ejercicio 23. Sea f € L! tal que

fﬂ{f(x)dx =a.

Demuestra que
1
filx) = ~f(x/e)
converge en D* a aé.

Ejercicio 24 (La derivada débil coincide con la clésica si ésta existe). Calcula
la derivada débil de u(x) = x.

Ejercicio 25 (La derivada débil de funciones no derivables). Calcula la deri-
vada débil de u(x) = |x|.


https://terrytao.wordpress.com/2009/04/06/the-fourier-transform/
https://terrytao.wordpress.com/2009/04/19/245c-notes-3-distributions/
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Ejercicio 26 (Derivada débil de funciones discontinuas). Calcula la segunda
derivada débil de u(x) = |x|.

Ejercicio 27 (Derivada débil de funciones no acotadas). Calcula la derivada
débil de u(x) = log(|x]).

Ejercicio 28 (Derivada débil de la §). Calcula la derivada débil de 6(x).

Ejercicio 29 (Derivada débil de de funciones no integrables). Calcula la
derivada débil de u(x) = 1/|x|.






ESPACIOS DE SOBOLEYV

En el primer capitulo comenzamos viendo los espacios de Lebesgue L. De

manera intuitiva estos espacios median orden de decaimiento en el infinito y

orden de las posibles singularidades. Sin embargo, son incapaces de medir la  Decimos intuitivamente
regularidad de la funcion més alld de eso. Para medir la regularidad se han  porque una funcion LV no tiene
desarrollado multitud de diferentes espacios funcionales. Nosotros vamos a Z;;ZL;S tener limite en el
presentar aqui los espacios de Sobolev, que son posiblemente los més usados

en Anélisis.

Veamos desde donde encaramos este nuevo capitulo del curso:

De dénde venimos: En capitulos anteriores hemos recordado los espacios

de Lebesgue de funciones integrables L ademads de sus propiedades. Estos

espacios resultan insuficientes para medir la regularidad de una funcién

entendida ésta como el ndmero de derivadas.

A dénde vamos: En este capitulo vamos a presentar una escala de espacios

de funciones disefiados para medir el ntiimero de derivadas asi como la

integrabilidad de las mismas.

Los objetivos de este capitulo son

Objetivos minimos Objetivos avanzados
Conocer los espacios de Sobolev H* Conocer el teorema
asi como sus propiedades de compacidad de Rellich

Conocer las principales desigualdades | Familiarizarse con el
para funciones L” y H® operador de Dirichlet-Neumann
y otras integrales singulares

41 MOTIVACION Y DEFINICION

En el capitulo anterior habiamos definido la derivada débil como

Definicién 15. La funcién v es la derivada débil de u si cumple que

J o(x)p(x)dx = —f u(x)oxp(x)dx, ¥ € C.
R R

Habiamos visto que, dada una funcién, la derivada débil puede ser o bien
una funcién o bien una distribucién. Vamos a asumir por el momento que
u € L? es tal que su derivada débil v € L? también. Esto por supuesto no tiene
por qué pasar en general.

También habiamos visto que, dadas dos funciones en L? se tiene que

S

| gox = | Fwgtay.
R R
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Por lo tanto,

| o@@ix =~ | umapar =~ | a@ap@dy
R R R

Usando las propiedades vistas en el capitulo anterior para las derivadas se
tiene que

| o@o@ix =~ | uwmagptd= | En@day,

de donde inferimos que la derivada débil admite la misma representacion en
términos de la transformada de Fourier

0 = ién.
Por lo tanto, si bien estaba claro desde el capitulo anterior que podiamos
medir el nimero de derivadas cldsicas en términos del decaimiento de la
transformada de Fourier, lo cierto es que podemos medir el ntimero de deri-
vadas débiles de una funcién en términos del decaimiento de su transformada

de Fourier.
La discusién anterior motiva la siguiente definicién

(24) HY(R)Z {clases de equivalencia u t.q. [u]2(g), | Oxut]r2r) < oo} ,

0, lo que es lo mismo,

(25) HY(R) £ {Clases de equivalencia u t.q. f (1+ (g2 |a(g)*de < oo}.

La definicién anterior puede generalizarse a mayor ntimero de derivadas y a
un namero arbitrario de dimensiones sin mds que cambiar los pardmetros
(26)

H(RY) & {Clases de equivalencia u t.q. J (1+ &) [a(e) e < oo} :

De esta manera podemos medir cudntas derivadas débiles tiene una funcién
sin més que chequear si estd en determinado espacio de Sobolev. Por supuesto,
podriamos intentar la misma idea en términos de los espacios L. Es decir,
podriamos definir los espacios de Sobolev mas generales

(27) WY(R) = {clases de equivalencia u t.q. |[up(Rr), |Oxtt]1r(r) < oo} .

Observamos que W2 = H! sin més que usar las propiedades de la transfo-
ramda de Fourier. En este curso hemos elegido presentar solo el caso p = 2
porque tiene una vinculacién directa y simple con la transformada de Fourier
ya estudiada pero también porque es posiblemente el espacio més utilizado
dentro de los espacios de Sobolev WP,

4.2 PROPIEDADES BASICAS

Vamos a considerar de momento el espacio H!(R). Este espacio podemos
dotarlo del producto interno

o [ g0+ afag(odx = [ 8@+ RFFOFEE
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y de la norma

i &t P = ([ 15008 H1asstobax) = ([ av i)

Con esta norma se tiene el siguiente resultado

Teorema 23. H'(R) con la norma anterior es un espacio de Hilbert, es decir,
un espacio vectorial normado completo cuya norma viene dada por un
producto escalar.

Demostracion. La prueba de que (f, g1 es un producto escalar se deja como
ejercicio para el lector. El resultado podemos probarlo usando que estamos
en un subconjunto de L2. Si f, es una sucesién de Cauchy en H! entonces
se tiene que f, y 0xf, son sucesiones de Cauchy en L2. Por lo tanto son
convergentes. Digamos que tienen limite f y g. Bastaria ahora con probar que

g = O«f.

Para ver esto observamos que la convergencia fuerte en 12 implica la conver-
gencia débil en L? y como consecuencia se tiene que

J Oxfu(x)h dx—>J g(x)h(x)dx Vhel?
R

De la misma manera se tiene que

j]an(x) dxaff x)dx Yhel?

Como C® c L? tenemos que

J Oxfu(x)p dx—>f g(x)p(x)dx V¢eCr
R

fan(x) dx—»ff x)dx V ¢eCF.

Integrando por partes se tiene que

JRaxfn(xM) ffn Oxp(x dx—»fg x)dx Y ¢eCE.

Observamos ahora que
oxp e CX

y por lo tanto podemos elegirla como funcién test ¢. Llegamos entonces a
que

| Frwagis — | floognix voecs,
R R
y a que

an x(P x_’—Jg dx VQDECOO

De la unicidad del limite se obtiene entonces que

- | smpax= | fapmar voecs,
R R
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y se concluye que g es la derivada débil de f:

g - axf

Como consecuencia se obtiene que toda sucesién de Cauchy en H! es conver-
gente en H'. O

En cuanto que H! es un subconjunto de L? no resulta sorprendente que
tengamos resultados de densidad similares

Teorema 24. La clase de Schwartz .7 es densa en H!(R).

Demostracién. Dada f € H'(R) tenemos que

(1+15H)21/(@) e LA(R)

por la definicién de H 1. Por lo tanto, dado & > 0, podemos encontrar 0 < R <
o tal que

| ariepif@Pa <
GI>R

Por lo tanto, por los resultados de densidad vistos en el Capitulo 1 para los
espacios de Lebesgue, tenemos que existe § € C(RR) tal que

PO €
If =8liew) < 732

Ademas, usando que

podemos asumir que g es tal que

§(2) =0 para |¢] > R.

Por lo tanto

IF = 8lBoe = [ (1+ EP)IFE) - §(0)Pde

R

<f f ) (L+18P)If (@) - §(6)Pdg
(4RSS |&|>R
IgI<R R

[4Es

<e+te

Basta ahora tomar ¢ suficientemente pequeﬁo para conseguir

2
|f _gHHl(]R) <.
Por otro lado, como ¢ tiene soporte compacto y es C* se tiene que g €

(R). O

Usando este resultado es facil conseguir probar otros resultados de densidad
como el siguiente.

Teorema 25. Las funciones test C**(IR) son un conjunto denso en H!(RR).
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Los mismos resultados se obtienen para los espacios mas generales H¥(IR%)
donde el producto escalar viene entonces dado por

ow® | FO2 +EPFOFEE

Observamos que para f € CZ(IR) se tiene el siguiente calculo

f |0xf (%) Pdx = —J F)Af (x)dx < |[fl2105f] 2,
R R

es decir, si una funcién estd en H? autométicamente esti en H! y se verifica
la siguiente desigualdad de interpolacién

2
I < I D2l f e

Esto motiva el siguiente resultado, parecido a los resultados de interpolacién
en espacios de Lebesgue:

Teorema 26 (Interpolacion). Sea f una funcién tal que f € HP(R) y f € H1(R).
Entonces f € H"(R) para todo r € [p, q]. Ademads

(28) ey < 1 Vg | F e
donde 0 < 6 < 1 se define como
r=0p+(1-0)g

Demostracion. Vamos a considerar el caso n = 0 por simplicidad. Usando las
propiedades de la transformada de Fourier se tiene que si definimos

_ 2s|.A 2
Q—LKHM@WG

podemos estimar

_ 2r| A 2 27| A 2
L—ﬁ%ﬁmlwﬁhﬁ+f &a(z)2de

ISI>R

2r 2 |€'|2m ~ 2
SRS+ | (@R

I
2
< R¥IfIR + s,

Observamos entonces que, dado que R era arbitrario en el calculo anterior,

podemos tomarlo
1/2m
I£17:

2(1—
L <Clf i,

y por lo tanto llegamos a

Usando que
If 12 = 1122+ I,

I < [ flms
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[flle < 1 f e,
obtenemos que
I 1 = CLAE ™™ If
que era lo que queriamos demostrar. O

El resultado anterior demuestra que los espacios H® estdn unos contenidos
en otros en funcién del tamano del indice s.

4.3 ESPACIOS DE INDICE NO ENTERO E INTEGRALES SIN-
GULARES

De hecho, el lector atento observara que no hay nada que nos impida definir
hasta espacios de indice no entero

(29)
H*(RY) & {clases de equivalencia u t.qg. J (14 [g)|a(E)de < oo} ,

donde ahora s € R". Vamos a tratar en mas detalle el caso 0 < s < 1. Vamos
a asumir que u es una funcién en la clase de Schwartz .#. La idea ahora
es intentar pasar de la definicion usando la transformada de Fourier a una
definicién nueva que sélo involucre la funcién u en el espacio fisico (en vez
de 11). Como sabemos, la derivada clésica es el limite del cociente incremental
por lo que esperamos expresiones similares en este caso. Por ello definimos

IM y)[?
I = \x — y|1+2$ —————="—dydx.

Ahora, usando las propiedades de la transformada de Fourier, calculamos

|u(x y)[*
I = JJ |x y|1+25 ————>—dydx

u(x+y) —uy)l

:J [ 1F2s dydx
1§x_1 2
:J J ‘ |x|1‘+|2?( ) dgdx
[ 1 4gin? (X
=\ J}R x \1E2s )dx P1a () Pde.

Ahora observamos que

10) = f;sm (Cx>dx

’(’;|25 |x’1+2s

en realidad es una constante. Si cambiamos variables

sin? (£2%
108 = o [ ) w0

|€’|25 |Ax’1+25
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Por lo tanto basta con considerar ¢ tal que || =1y

Ex
1(§) = j}R 48E:PEZS)UZX.

Usando la simetria de la expresion anterior vemos que I(¢) = I(1). Conclui-
mos entonces que

B 4 sin? 2 2
“"(L ||1+Zs )J Eiae)ide.

De manera equivalente se tiene que

cr = | ePin) .

-1
4sin® ()
€= (L T )

Por las propiedades de la transformada de Fourier se tiene que

con

jwu £)dz = f e a(2)a0)dE = (Au, iy,

donde -
A=u(g) = [10(8).

Observamos ahora que entonces podemos expresar
AZu(g)
en términos de u en el espacio fisico. En particular
| PPz = | A¥udx = A¥uuyp
R R
Usando el cambio y = x, x = y, podemos calcular lo siguiente
u(x) —u(y) J J u(x) —u(y)
ZCJJuxddx:—2C —————~u(y)dydx
R JR |x_y|1+2s ( ) Yy R JR |x_y|1+25 (y) Y
u(x) —u(y) u(x) —u(y)
=C <J J]R ]x = ‘1+25 u(x)dydx — JIR JIR g u(y)dydx
lu(x
- CJ J Ix yIHZS R v
=CJst

- j &|a(2)2de
R

- </T25\u, ﬁ>Lz
= (A®u,u).

Entonces

J Au dx—ZCf wapg)dy”( )dx,
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Au(x) =2C J]R Wdy.

Nos han aparecido unos nuevos operadores integrales singulares A* que son
en realidad operadores diferenciales.

Si bien estos operadores han surgido en el estudio de los espacios de Sobolev
de indice fraccionario H® aparecen en muchas mds situaciones. Por ejemplo,
podemos considerar la siguiente ecuacién diferencial

—Au =0 en (x,y) e Rx R~
u=g en {y = 0}
Esta ecuacién en derivadas parciales se puede resolver explicitamente. Para

ello basta con tomar la transformada de Fourier en la variable x para obtener
que la EDP anterior es equivalente a la siguiente familia de EDOs

2 A
51728, y) - aL;(y%y) =0 en (§,y) e R x R™

2(¢,0) =¢
Estas EDOs se pueden resolver y, si imponemos que

Erzloo u(x,y) =0,

llegamos a
(8,y) = e"8(8)-

Definimos el operador, llamado operador de Dirichlet-Neumann,

DtN:g— Vu-e

{y=0}
Es decir, el operador que, dado el dato de borde de tipo Dirichlet g devuelve
el dato de borde de tipo Neumann

Viu-ep
{y=0}
Entonces es un calculo sencillo observar que
DtNg = [¢]g-
Es decir,
DtNg = Ag.

Recordemos que |s| denota la parte entera de s. Aunque su estudio excede el
contenido del presente texto, es conveniente notar que usando ideas similares
se pueden definir los espacios fraccionarios de Sobolev-Slobodeckij basados
en LP

08 u(x) — alu(y)|
E _y|%+(5—[5J)

wer = {u e LP(R),éu e LP(R), e LP(R x lR)},

con norma

def

[ullfsr = TullZs + ull;

Wesp’
donde

[s] [s]
P alsly |03 u(x) — Oz u(y)|”
Iulfy, = 1l + | | e iy
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4.4 LA DESIGUALDAD DE SOBOLEV

El teorema fundamental del cédlculo establece que, si la derivada en sentido
clasico 0y f es continua,

f(x) = f(a) = f ) Oxf (s)ds.

Este resultado, ademads de ser ttil para calcular de manera exacta integrales y
para establecer una relacién entre funciones primitivas y dreas bajo la curva,
se puede entender como un enunciado que establece una cierta equivalencia
entre la integrabilidad de ciertas funciones y su control puntual. En efecto,
desde este punto de vista, el teorema fundamental del calculo dice que si una
cierta funcién es integrable, su antiderivada es continua.

La primera pregunta que nos hacemos es si el teorema fundamental del
calculo tiene sentido para derivadas débiles que sean funciones L2. Es decir,
si dada f € H'(R), existe f € C(R) tal que

f = f en casi todo punto,

X
F) = Fla) = | aufs)ds
a
Para comprobarlo definimos
F(x) = f o f(s)ds.
Ademas podemos calcular la derivada débil de F de la siguiente manera
f F(x)¢'(x)dx = J f Oxf(s)dse’ (x)dx
R R Ja
a X o0 X
= J f Oxf(s)dsg’(x)dx —l—f J Oxf(s)ds¢’ (x)dx
—00 Ja a a
a a Q0 X
= —J f (?xf(s)dsq)’(x)dx%—f f Oxf (s)dsq’(x)dx.
—00 JX a a

Ahora podemos calcular estas integrales en el plano usando el teorema de
Fubini y obtenemos

f F(x)¢'(x)dx = —J Oxf (x)@(x)dx.
R R

Por otro lado, de que 0y f sea la derivada débil de f se tiene que

| ey =~ | oufxip(a

y entonces se concluye, sin mas que igualar ambas expresiones, que

| () = e/ ()ax =0,

de donde inferimos que la diferencia debe ser una constante en casi todo
punto
F(x) — f(x) = —C en casi todo punto.
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Definimos entonces

y se tiene que
f(x) = f(x) en casi todo punto.

Falta ver ahora que f es en efecto continua. Usando la desigualdad de Holder
se tiene que

5 5 x+h
Fe+m) = F)| =|[  aufs

X

x—+h
<[ lefas

x 1/2
<<JMWJ@f%) Vi

<(LJ@ﬂ@F@)Mﬂ@

y por lo tanto f es una funcién continua.

Podemos entonces preguntarnos también si este tipo de resultados de inter-
cambio entre integrabilidad de derivadas y control de la funcién se puede
generalizar al marco de las funciones L? y H*. En particular tenemos el
siguiente resultado

Teorema 27 (Desigualdad de Sobolev). Sea € > 0. Entonces se tiene la siguien-
te desigualdad

”fHC(lR) < ”fHLl(]R) < CSHf“HUZ‘*'e(]R)-
para toda f € H'/?*¢(IR). En particular se tiene que
HY?"¢(R) ¢ Cy(R).

Demostracién. La desigualdad

Iflemwy < Il

es una consecuencia de las propiedades de la transformada de Fourier que ya
hemos visto en el capitulo anterior. Vamos a centrarnos en la segunda parte
de la cadena de desigualdades. Se tiene que

Hﬂmm=LV@W§
— | 1@ | 1@
Ig]<1

¢1>1

N J‘§<1 ‘fA(é)‘dC +f ‘fA(é)‘|(§|1/2+£/2|€|*1/275/2d€

gI>1

<2 (J}R f(g);%ig)l/z + (ﬁR !f(é)lﬂq”wg)l/z <f|¢>1 |€\1£d§> :

donde hemos usado la desigualdad de Holder. Ahora basta con usar la
definicién de los espacios de Sobolev y las propiedades de la transformada
de Fourier para concluir el resultado. O
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En general se tiene que determinada integrabilidad de la derivada débil de
cierto orden de una funcién se puede utilizar para conseguir demostrar que
la funcién original estaba en un espacio L” superior. Asi se tiene la siguiente
desigualdad de Sobolev para el caso H*

1 lLrrey < ClLflps (rey
donde

Ul ®»

2<p<o 1—1—

Asi obtenemos la inclusiéon

H*(R?) c LF
en ciertos rangos de p, s, d.
Es conveniente notar explicitamente que el caso s = d/2 es especial. Se
le conoce como exponente critico de Sobolev y la inmersion falla. Para
convencerse de que el resultado enunciado anteriormente es falso si s = d/2
podemos considerar el siguiente ejemplo

f(x) = log (log(1 +1/]x[)) ¢ (x),
donde ¢(x) € C¥ es una funcion cut-off tal que ¢ =l ensi|x| <1y O0si
|x| > 2.
Este tipo de ideas pueden usarse para probar desigualdades funcionales muy

interesantes como por ejemplo el principio de incertidumbre de Heisenberg.

Si ¢(x) es la probabilidad de que una determinada particula esté en la
posicion x y §(¢) es la probabilidad de que el momento de la particula esté
en ¢, la desigualdad de Heisenberg

[l < 2lxepl 2212

establece que no pueden estar ambas probabilidades concentradas en un
punto.

Teorema 28 (Principio de incertidumbre). Se tiene la siguiente desigualdad

[9172 < 202l 2] 2.

Demostraciéon. Como ¥ es una funcién que toma valores complejos se tiene
que

913 = | pPdx = - | w2y p)s.
Entonces podemos calcular que
1913 = ~2Re | xp(x)2np(d,
y entonces, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

| gty < 17118l
R

se tiene que

7. < ZL | () [[0xp(x) |dxe < 2| xpl|p2 ][ Oxp 2.
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Curiosamente, el mismo Nash
afirma en el mismo articulo
donde aparecié por primera vez
esta desigualdad que el primero
en probarla habia sido Stein.
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Usando las propiedades de la transformada de Fourier vistas anteriormente
se tiene que

loxpl? = |92 = |Ed|2

Si ahora sustituimos esta igualdad en la estimacién anterior llegamos a

[9172 < 20xpl 2 1o

O]

Observamos que la desigualdad de Sobolev nos permite intercambiar integra-
bilidad de la derivada para concluir una mayor integrabilidad de la funcién
misma pero no establece ningtn tipo de relacién entre ellas para la misma
integrabilidad. Este tipo de desigualdades se conocen como desigualdades

de Poincaré
- ], Fas

Estas desigualdades las exploraremos brevemente en los ejercicios de este
capitulo y el siguiente.

Finalmente queremos comentar que es posible combinar varias de estas ideas
para conseguir desigualdades que interpolan tanto en nimero de derivadas
como en integrabilidad. Estas desigualdades, conocidas como desigualdades
de Gagliardo-Nirenberg, en toda su generalidad exceden el nivel del presente
texto. Sin embargo si que queremos concluir con una desigualdad concreta
de esta familia: la conocida como desigualdad de Nash:

< Cloxf 2y
L2(Q)

Teorema 29 (Desigualdad de Nash). Se cumple la siguiente desigualdad
(30) ol < Cluld ey IVl 2gray ¥ 1 € LYRT) 2 HY (R,

donde

HY(RY) & {clases de equivalencia u t.q. |[Vul|;2ge) < oo}

Demostraciéon. Comenzamos usando las propiedades de la transformada de
Fourier para obtener que

s ey = | 1P
R4

2
[ rapag [ St
I¢]<R I¢/>R

d/2
7T
RE—— 4
”uHLoo ]Rd) I (% 4 1) R2 Hvuan ]Rd
a/2
7T
(31) < [ulfs gy R —— + HWH 2(RA
L1(R4) r <% + 1) RZ L2(R4)

donde R es arbitrario y hemos usado la desigualdad

[ oo (may < ] £ (rey-
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Ahora elegimos

a
-
N

20Vl g

d/2
2 7T d

1402 ey

Por lo tanto tenemos que (30) con

/2 2\ 72 [d\T2
o L T4 (E)T.
62 r(4+1) [<d> <2> ]

O]

Desde el punto de vista del analisis funcional, la desigualdad de Nash
establece la siguiente inclusién entre espacios funcionales

LY(RY) n HY(RY) < L2(RY),

donde H! quiere decir el espacio de funciones tales que su primera derivada
débil es L? (pero la funcién no tiene por qué serlo).

4.5 ESPACIOS DE SOBOLEV EN DOMINIOS ACOTADOS

Una vez que hemos visto los espacios de Sobolev para funciones cuyo do-
minio es R o RY cabe preguntarse si podemos generalizar estos espacios
no solo a indices no enteros o dimensiones mayores (como ya hemos hecho
anteriormente), sino en dominios suaves acotados.

El primero de estos dominios por su simplicidad es la circunferencia unidad T.
Este dominio podemos identificarlo con el intervalo [—7t, 71] con condiciones
de borde periddicas y por lo tanto podemos usar las series de Fourier vistas
en el capitulo 2 para definir los espacios de Sobolev. Asi obtenemos

(33) H° T%) £ { clases de equivalencia u t.q. 1+ k) |> <0y,
q q
kezd

donde 7y es el coeficiente de Fourier correspondiente a la frecuencia k. De
manera similar se obtienen los espacios mds generales

08 u(x) — allu(y))
x — y’%Jr(S—lSJ)

WP (T?) = {u e LP(T%), 08w e LP(TY), e LP(TY x T’l)},

con norma

p

[l = [0lEs + [l
W

donde

ls| ls|
P yAlslop |03 u(x) — 0z u(y)|”
HuHWs,p - Hax uHLV + J‘Td J:lrd |x—y|d+(5_[5J)P dXdy

Habiamos visto en el primer capitulo que la convergencia fuerte en espacios
L? era méas escasa que en el caso de IR. Por ejemplo, al contrario que el caso
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Tal cual vimos en el capitulo 1,
la acotacién de la sucesién en
LPenelrangol < p < oo es

suficiente para concluir la
convergencia débil en dicho
espacio. También habiamos
visto que para que dicha
convergencia débil fuese fuerte
debian darse hipétesis
adicionales.
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de los vectores en IR?, habiamos visto que la mera acotacién de una sucesién
no era suficiente para concluir la existencia de una subsucesién convergente
en sentido fuerte en L para 1 < p < o0. Cabe entonces preguntarse si
podemos usar estos nuevos espacios de Sobolev para conseguir convergencia
fuerte en L. Es aqui donde entra el teorema de Rellich que asegura que
podemos usar la acotaciéon en H’(T) para obtener convergencia fuerte en
LP(T) (siempre en ciertos rangos de p, s, d):

Teorema 30 (Rellich). Sea s, > 0y f, una sucesién acotada en H*(R)

| foull oy < C.

Entonces existe f € H® y una subsucesion f,, tal que

If = furlms(ry — 0

Demostracion. Para la prueba necesitaremos de las herramientas vistas en el
capitulo 1. Fijamos € > 0 y para

fa= 3 Fulb)e®

kez

definimos la regularizacién

fe Y fal)eie ek,

keZ

Sin més que recordar las propiedades de las series de Fourier es facil conven-
cerse de que este operador no es més que un mollifier similar a los vistos en
el capitulo 1. En particular, observamos que

Z f zkx [ e—e\kq

keZ.

y entonces el teorema de la convergencia dominada (para series) junto con
las propiedades de las series de Fourier nos dicen que

s € e_e‘k|
lim | £ — fl72 < ChmZerkr AGIHE e | O

En particular, tomando a < 2s + 20, podemos elegir € « 1 tal que

|fn = filiz <6 V.
En lo que sigue consideraremos solo este valor de €. Se tiene entonces que
| falle®) < Cel fallz(r),

10x fi Lo (R) < Cel fullr2(m)

Entonces, podemos usar el teorema de Ascoli-Arzela para concluir que existe
una subsucesién fg y un limite f€ tal que

Hm [ f, = f () =0
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En particular, dado que toda sucesion convergente es de Cauchy, se tiene que
dicha subsucesién cumple

Jm Ufs = fralizn =0

De esta manera, usando la interpolacién entre espacios de Sobolev vista
anteriormente, podemos concluir que

Jim £ = £l < € M (5 = £5, ik, =0
En particular, existe N tal que

Hf;f/ —fﬁmHHS(T) <6 V¢m> N.

Ahora podemos calcular lo siguiente

1 fne = funlmwy = e = fir, & frty = Fow & Fry = il o)
| fae = fulmascry + 1y = oLy + 1 for = fi s
36.

NN

De donde obtenemos que f;, es una sucesién de Cauchy en H*(T) y por lo
tanto, sin mas que usar la desigualdad de Sobolev se concluye que también
es una sucesién de Cauchy en L? para2 < p < o

1 1
— == —5.

p 2
O

Como veremos luego este teorema es muy ttil para estudiar ecuaciones en
derivadas parciales porque permite obtener convergencia fuerte de conocer
s6lo la acotacién de la sucesién en un cierto espacio de Sobolev.

Dado un dominio con frontera suave QO c R? més general definimos los
espacios de Sobolev con indice entero

WhP(Q) = {u e LP(Q),Fu e LP(Q)} ,

con la norma

k
[l = Tullfy + 10" ulZ,-

Observamos ahora que las funciones en este espacio de Sobolev no tienen por

qué satisfacer ninguna condicién de borde en particular, de hecho, a priori su

restriccion a 0() no tiene por qué tener sentido siquiera como funcién. Surge  Esto es asi ya que las funciones
asi el concepto de traza de una funcion. Este concepto en toda su generalidad ~ en L se puede redefinir en
excede el nivel de este texto y por lo tanto no vamos a entrar en detalles. EI "/ untos de medida cero.
lector interesado podrd encontrar referencias en la seccién de Otras fuentes

mas abajo. Sin embargo, si que vamos a tratar un caso especial de valor de

frontera, el de las funciones que se anulan en 0Q).

Definimos asi

Wé’p(ﬂ) & {la clausura de C¥(Q)) en la norma | - lwiw} -

De esta manera conseguimos dos cosas: la primera es asegurar un conjunto
donde C¥(Q) sea denso y al tiempo que las funciones se anulan en 9Q).
Obviamente
Ly (pd 1, d
W," (R?) = WP(R?).
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4.6 CONCLUSIONES

En este capitulo, ademds de presentar unos espacios de funciones, los espacios
de Sobolev, que nos permiten medir la regularidad de las funciones, hemos
presentado unas desigualdades (concretamente las desigualdades de Sobolev
y de Poincaré) que serdn muy importantes en el estudio de las ecuaciones
en derivadas parciales no-lineales. Conviene citar unas palabras del gran
matemadtico Louis Nirenberg [23] sobre la importancia de las desigualdades

Also, Friedrichs was a great lover of inequalities, and that affected
me very much. The point of view was that the inequalities are
more interesting than the equalities, the identities.

En concreto hemos probado que podemos intercambiar la integrabilidad en
el sentido de Lebesgue de determinado niimero de derivadas débiles de una
funcién por el control puntual de dicha funcién.

También hemos demostrado que podemos usar la integrabilidad de las
derivadas débiles de una sucesién de funciones a la hora de obtener la
convergencia fuerte en sentido L¥ de una subsucesién de sucesion.

Ambas propiedades seran muy ttiles a la hora de estudiar ecuaciones en
derivadas parciales no-lineales.

4.7 OTRAS FUENTES

El lector interesado en profundizar méas puede consultar [1, 2, 3, 4, 11, 14, 21,
25].

Siendo los espacios de Sobolev los espacios funcionales maés utilizados en
el estudio de las ecuacioens en derivadas parciales no resulta sorprendente
que las referencias tratando estos espacios sean abundantes (ver [1] y sus
referencias).

En particular conviene leer los libros de Brezis [3] y [4]. En ellos se tratan las
definiciones de los espacios de Sobolev W*?(Q) y W&’p (Q)) en los capitulos
VIII y IX de [3] y 8 y 9 de [4].

El lector que quiera leer méas concretamente sobre los espacios de Sobolev
fraccionarios puede consultar el articulo de Di Nezza, Palatucci & Valdinoci
[12]. De la misma manera el lector méas avanzado puede consultar [25] y en
concreto las lecciones 5,8,9,13 y 16, los capitulos 2,3 y 4 de [11] o el capitulo 5
de [14]. También puede estudiar el capitulo 3 de [2] o los capitulos 7y 8 de
[21].

En concreto, la desigualdad de Sobolev se puede ver en 3.1.1.4 de [2], el
teorema 8.8 y la seccién 9.3 de [4], el teorema VIIL7y y la seccién IX.3 de [3] y
la seccion 5.6 de [14].

El teorema de Rellich se encuentra en los teoremas 8.8 y 9.16 de [4], VIIL7 y
IX.16 de [3], en la seccién 3.1.1.6 de [2] y en la 5.7 de [14].

El espacio Wé’p(ﬂ) se estudia en la seccién IX.4 de [3] y la seccién 9.4 de [4].
La desigualdad de Poincaré se trata en 3.1.3.4 de [2], el corolario 9.19 de [4] y
el IX.19 de [4] y la seccién 5.8.1 de [14].
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Por otro lado, el lector puede optar por estudiar las notas de clase de multitud
de cursos en diversas universidades. Algunas opciones son los textos de

Juha Kinnunen https://math.aalto.fi/~jkkinnun/files/sobolev_spaces.
pdf, o el capitulo 3 de estas notas de Volker John https://www.wias-berlin.

de/people/john/LEHRE/NUM_KONV_PROB_16/num_pde_fem.pdf.
Finalmente también se puede consultar el blog de Terence Tao https://
terrytao.wordpress.com/2009/04/30/245c-notes-4-sobolev-spaces/

48 EJERCICIOS SUGERIDOS

Ejercicio 30. Se considera la funcién u(x) = |x|e~1*l. ;Esta la funcion u € H'?
Ejercicio 31. Se considera la funcién u(x) = |x|e~1*l. ;Esta la funcion u € H??
Ejercicio 32. Se considera la funcién u(x) = |x|e~Fl. ;Para qué p estd la
funcion u e W72

Ejercicio 33. Se consideran las funciones u € H! y ¢(y) € C'. ;Est4 la funcién
g(u(x)) € H1?
Ejercicio 34. Demuestra la desigualdad de interpolacién siguiente
10 Racgy < iyl 2 2wy
Ejercicio 35. ;Es cierta la desigualdad de interpolacién siguiente
10xf1 T4 0,17y < CllF e (fo,) 102 2o,

para funciones tales que
f(0) = f(1) =02

Ejercicio 36. Demuestra que H*(IR) es un 4lgebra de Banach sis > 1/2, i.e.

18l msw) < Cllflasw)l8las )

Ejercicio 37. Sea I — R un intervalo acotado de R y definamos

£ By = f[ IV F(x)Palx.

Demuestra que, para toda funcién tal que
f f(s)ds =0,
I

If Lo ry < Cllf e -
Concluye entonces que
Iflzz2(ry < Clif gy

Ejercicio 38. Sea T el toro d—dimensional entendido como el cubo [, 7]
con condiciones de borde periédicas y definamos

1FBry = 3 [EPIF@)P-

kez4

d

Demuestra que

'f ) |1§d| | Fxdx] < Clflrey

L2(T9)
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Ejercicio 39. ;Para qué funciones f es cierta la desigualdad siguiente
1fl20zey < ClFlgpry?
Ejercicio 40. Demuestra que la funciéon
f(x) = log (log(1 +1/1x[)).

estd en H'(B(0,1)). Es decir, demuestra que esta en L?, que tiene derivada
débil dada por la derivada en sentido clasico (salvo en el origen) y que dicha
derivada estd en L2.



ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIA-
LES

Ya en el primer curso de ecuaciones en derivadas parciales se estudia la
clasificacién de un operador diferencial de segundo orden general

Llu] = Auye(x,y) + B”xy(x/y) + C”yy(xry) + Duy(x,y) + E”y(x/y) =,

con A,B,C,D,E € R y min{|A|,|B|,|C|} > 0, en los tres tipos principales:
ecuaciones elipticas, ecuaciones parabdlicas y ecuaciones hiperbodlicas. Estos nombres vienen de la

Asi tendimos que la ecuacion anterior es analogia entre los coeficientes
de las derivadas y los

parabdlica si B2 —4AC =0.FEl ejemplo principal es la ecuacion del calor C(Zeﬁf?ie”tes de las curvas
A=-1,E=1,B=C=D=0, conicas.

yu = 6§u + f,

hiperbélica si B> —4AC > 0. El ejemplo principal es la ecuacién de
ondas A=-1,C=1,B=D=E=0,

Oqu = du+ f,

eliptica si B> —4AC < 0. El ejemplo principal es la ecuacién de Laplace
A=1,C=1,B=D=E=0,

ou + 8§u =f.

Nosotros vamos a presentar aqui algunos resultados para unos problemas de
ecuaciones en derivadas parciales paradigmaticos.

Veamos desde donde encaramos este nuevo capitulo del curso:

De dénde venimos: En capitulos anteriores hemos estudiado unas herra-
mientas basicas como son diferentes espacios funcionales para medir diversas
propiedades de las funciones, las distribuciones asi como la transformada de
Fourier y las derivadas débiles. Estas técnicas nos serdn de gran ayuda para
estudiar las ecuaciones en derivadas parciales.

A dénde vamos: En este capitulo vamos a presentar unos resultados basicos
para el estudio de la existencia de solucién de ecuaciones en derivadas
parciales. El resultado principal de este capitulo es el Lema de Lax-Milgram.
Aunque vamos a ver el Lema de Lax-Milgram en bastante generalidad,
presentaremos las ideas principales usando ejemplos concretos de ecuaciones

en derivadas parciales. En particular, veremos Una ecuacion diferencial estd
bien propuesta cuando existe
1. Cémo probar la existencia y unicidad de soluciéon débil para una ecua- wuna iinica solucién y ademds

cion eliptica tanto en un dominio acotado () como en todo el espacio ~ dicha solucién depende de

R?. Para ello usaremos el Lema de Lax-Milgram. Este problema sera """ continua de los datos
iniciales y de borde.
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Esta ecuacion recibe el nombre
de ecuacion de Helmholtz.

nuestra base para construir la teorfa de existencia y unicidad para otros
problemas de ecuaciones diferenciales de evolucién. De igual mane-
ra veremos cOmo tratar el caso de problemas no-lineales mediante el
teorema de punto fijo de Schauder.

2. Cémo probar la existencia y unicidad de solucién débil para una ecua-
cién parabodlica. Para ello vamos a aproximar el problema parabdlico
por una familia de problemas elipticos cuya solucién vamos a demostrar
usando el Lema de Lax-Milgram. De esta manera, estudiaremos cémo
usar la teoria eliptica del punto anterior para demostrar que un proble-
ma de evolucién estd bien propuesto. Veremos también una propiedad
muy importante de los problemas parabdlicos como es la difusién. De
manera similar al punto anterior, también veremos cémo tratar el caso
de problemas no-lineales mediante el teorema de punto fijo de Banach.

Por lo tanto el propésito de este capitulo es intentar construir una teoria
de existencia y unicidad de solucién para varias ecuaciones en derivadas
parciales clasicas usando el Lema de Lax-Milgram y los teoremas de punto
fijo de Banach y Schauder como elemento bésico asi como diversos esquemas
de aproximacién y regularizaciéon. Creemos que esta forma de hacerlo es
elemental en el sentido de que requiere pocas herramientas teéricas y al mismo
tiempo permite presentar varias formas de aproximacién de un problema y
posterior paso al limite.

Los objetivos de este capitulo son

Objetivos minimos Objetivos avanzados
Conocer la formulacién débil de una Conocer el teorema
ecuacion diferencial de punto fijo de Schauder
Dominar el Lema de Lax-Milgram Conocer el teorema

para aplicarlo a problemas elipticos de punto fijo de Banach
Dominar el Lema de Lax-Milgram Conocer el decaimiento

para aplicarlo a problemas parabdlicos | de la ecuaciones parabdlicas
Conocer diversos procedimientos de
aproximacién para construir soluciones
Saber realizar estimaciones Conocer el método iterativo
de energia en espacios L y H* de Moser

5.1 ECUACIONES ELIPTICAS

5.1.1  El lema de Lax-Milgram y las soluciones débiles de la ecuacidn de
Helmbholtz

EL objetivo de esta seccién es conseguir demostrar la existencia y unicidad
de solucién para problemas elipticos. En concreto nos vamos a centrar en
demostrar que la ecuacién

u—Au=f

estd bien puesta.
En esta seccién usaremos el teorema de representaciéon de Riesz
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Teorema 31. Sea H un espacio de Hilbert cuyo producto interno lo denotamos
por {-,-»g y H* su dual. Entonces, dada ¢ € H*, se tiene que existe un tnico
elemento f € H tal que

(p,u) ={f,upy VueH.

Vamos a presentar las principales ideas con dos ejemplos concretos. Primero
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales y luego una EDO.
Comencemos por un momento considerando el sistema de ecuaciones lineales
siguiente

Au = f,

donde A € IM; es una matriz simétrica, f € R? es un vector yuce R? es el
vector que contiene las incégnitas. Asi el problema es, dado el vector f y la
matriz A, conseguir determinar el vector de incognitas u. Para ello bastaria
con demostrar que la matriz A es invertible. Esto, como bien sabemos, no
siempre puede hacerse y por ejemplo en ocasiones puede haber més de una
solucion.

Comenzamos observando que se tiene que

Au-v=f-v VoeR%.

Esto se conoce como formulacién débil del problema.
Notamos ahora que se tiene que

a(u,v) = Au-v:R?> x R? - R
es una forma bilineal que satisface
|Au - v| < Cqlul|v|.

Esta desigualdad expresa la continuidad de la forma bilineal. La continuidad
de la forma bilineal, si bien es totalmente evidente en el caso de vectores, sera
muy importante cuando generalicemos estas ideas a ecuaciones diferenciales.
Por otro lado, para resolver el sistema de ecuaciones algebraicas lineales
anterior, sabemos que necesitamos una matriz invertible. Es decir, una matriz
tal que tenga todos sus autovalores diferentes de cero. Si ese es el caso,
entonces se ha de tener forzosamente que

Au-u = Colul?.

Esta propiedad, que se conoce como coercividad, garantiza la invertibilidad
de la matriz.

Nuestro objetivo ahora es intentar aplicar estas ideas a demostrar la existencia
de soluciones de ecuaciones en derivadas parciales.

Consideramos la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

(34) u(x) —u(x) = ¢ x€eR,

donde ¢ € (H))*(R). Un ejemplo de tales ¢ es

(p0) = | Fo(x)ax

R
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Recordamos que

(p0) = | Fpo()ix

denota la accién del funcional
@ sobre la funcion v.
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para F € L? aunque se podrian admitir distribuciones ¢ mds generales.
Ademads, podemos usar el teorema de representacion de Riesz para asegurar
que se tiene

(p,0) ={f,m

para cierta f € H'.

De hecho, si ¢ es suficiéntemente regular, entonces la EDO anterior puede
resolverse explicitamente de manera sencilla usando la transformada de
Fourier y notando que la solucién ha de cumplir

(1+1EP)a) = ¢,

por lo que bastarfa con dividir por (1 + |¢|?) e aplicar la transformada de
Fourier inversa.

Si bien se trata de una EDO y por lo tanto es un problema en principio
sencillo, dejando de lado las técnicas de Fourier, no podemos aplicar la teoria
estudiada en cursos previos porque no es un problema de valores iniciales ni
tampoco un problema de datos de borde. De hecho, esta EDO ya nos va a
permitir poner a prueba las ideas anteriores.

Comenzamos observando que, al tratarse de una ecuacién diferencial, debe-
mos entender la ecuacién como una igualdad entre funciones en un cierto
espacio L? y, por lo tanto, en principio solo tiene sentido en casi todo punto.
Recordando la idea de los test integrales e integrando por partes, tenemos que
la formulacién débil de la EDO anterior es

(35) flR u(x)v(x)dx + oxu(x)éxv(x)dx = (@,v),Vv e H(R).

Es decir, vamos a decir que u es una solucién débil de la EDO (34) si cumple

(35)-
Si ahora intentamos seguir la idea que desarrollamos para el caso matricial

podemos definir la forma bilineal
a(u,v) = J u(x)v(x)dx + dxu(x)oxv(x)dx
R

de manera que
a(u,v): H' x H' — R.

Esta forma bilineal, que no es mds que el producto interno del espacio de
Hilbert H'(R) es continua y se tiene

ja(u, 0)| < [ulm]o]p

Observamos ahora que la continuidad tan obvia en el caso matricial anterior,
en el caso de ecuaciones diferenciales pasa a estar relacionada con la defini-
ciéon de los operadores diferenciales involucrados. Asi, la forma bilineal a es
continua con los espacios usados en la definicién anterior pero no lo es por
ejemplo si la intentamos definir

a(u,v): L?> x > —» R.
La coercividad también la tenemos en este caso ya que

ja(u, )| = ullFp.
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Queremos ver que, dado que a es una forma bilineal continua y coerciva existe una
tinica solucién para el problema

a(u,v) = (¢,v) Yoe H.
Si ahora fijamos u y definimos el operador
(¢u,0) =a(u,0) : H(R) - R,

podemos observar que ¢, es un funcional lineal y continuo y por lo tanto
estd en el espacio dual ¢, € (H')*. Esto nos permite entonces invocar el
teorema de representaciéon de Riesz y obtenemos entonces que existe un
tinico elemento f, € H! tal que

a(u,v) = (¢u,0) = {fu, V-
De esta manera podemos definir la aplicacién
Tu:H'— H'
tal que
Tu = fu.

Por otro lado, y de nuevo por el teorema de Riesz, se tiene que

((47/ U)) =<, 0m,

para cierta f € H! tinica.
El problema de encontrar una solucién de la EDO anterior ha pasado entonces
a poderse reformular de la manera siguiente:

Dada f, queremos encontrar u tal que Tu = f

Debemos entonces asegurar que la aplicacién
Tu = f,

es invertible. Si bien asi dicho parece sencillo, lo cierto es que la definicién del
operador T parece algo oscura. Conviene por tanto estudiarla un poco mejor.
Comenzamos observando que T es un operador lineal. En efecto, usando la
definicién y el teorema de representacion de Riesz tenemos que

(T(au + pw), vy = {fau+ o O
= (Pau+pw,v) (por la definicion de f,)
= a(au + Bw,v) (por la definicién de ¢,)
= {au + Bw, vy (por la definicién de a)
= alu, vy + Blw, v)m
= wa(u,v) + pa(w,v)
= (29w, 0) + B (9w, 0)
={aTu, vy + B{Tw,v)n
= (aTu + BTw,v)p.



90 | ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

Como v € H'(R) es arbitraria entonces se ha de tener forzosamente que
T(au + pw) = aTu + BTw.
De la misma manera tenemos que

I TulZn = [ ful 2
= fur fuym
= (@u, fu) (por la definicién de f, con v = f)
= a(u, fu) (por la definicion de ¢,)

< |ullgn | ful g (por la continuidad de a)

de donde
| el < ullp Yu e HY,
y obtenemos que T es un operador continuo. Gracias a que a es coerciva se
tiene que
lullfn < a(u,u)

= (¢u,u) (por la definicion de ¢, con v = u)

= (U, fuym (por la definicién de f, con v = u)

< [l | full

< [ullp | T,
de donde el operador T estd acotado inferiormente

|l g < || Tu|pp Yu e H.

De la desigualdad anterior obtenemos que el operador T es inyectivo con el
argumento clasico de contradiccién y el uso de la linealidad de T. Para ello
basta con notar que se tiene

lr — uallpgn < | T (1 — u2) [ < [Ty — Ttz g,

de donde Tu; = Tu, implicaria que u; = u,. La inyectividad de T nos permite
hablar del operador inverso T~!

T_lchH1—>H1,

donde R es el rango de T. Ademds observamos que el operador T~! es
continuo ya que si Tu = f,, entonces

-1
IT™ fullen = [l < [Tl < [ fullp-

Hasta aqui lo que hemos probado es que, dada f € R entonces existe una
solucion de
a(u,v) = (¢,v) Yoe H,

donde ¢ € (H')* es la distribucion vinculada a f € H'.

Si demostramos que R = H! entonces concluimos el resultado deseado. Estas
propiedades de T nos permiten asegurar que R es cerrado. Para ello vamos a
ver que contiene a todos sus puntos de acumulacién. Es decir, que si

fneR—>f€H1
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entonces f € R. Basta con notar que, por estar T acotado inferiormente, se
tiene

|fo = fnll i = [T = Tt [ = | T (e — ) |1 = [t = thiu -

Por lo tanto, dado que f,, es una sucesién convergente, 1, es una sucesiéon de
Cauchy y, como H! es un espacio de Hilbert, entonces u, es convergente. Si
escribimos u para el limite de esta sucesién u, entonces, por la continuidad
de T se tiene que

T = fim T, = fim = .

por lo que f € R y se tiene que R es cerrado. Ahora argumentamos por
contradiccién. Si R # H!, al ser R un cerrado, entonces podemos definir
el conjunto R+ y dicho conjunto no es vacio. Es decir, se tiene que existe
0 # g € H! tal que

f,8m =0YfeR.

Entonces, gracias a la coercividad de 4, podemos calcular que

183 < a(g,8) = (g, Tgm =0

por la hipétesis en g ya que Tg € R. Esto es una contradiccién con que g # 0
por lo que R = H' y podemos invertir T para toda f € H! lo que garantiza la
existencia de u solucién débil de (34). Ademas, dicha solucién cumple (sin
mas que tomar v = u en la definicién de solucién débil (35))

lulfn = (@,u) < I@lwnyslule < 1@l ey« lul e,

por lo que
[l < ol rnye-

Y ademés tiene que ser tinica ya que si hubiese dos la diferencia verificaria
(de nuevo tomando v = u; — uy)

|1 — a7 = 0.

Podemos resumir el proceso anterior de la siguiente manera: Dado un espacio
de Hilbert H y una forma bilineal a que sea continua y coerciva entonces

1. Podemos usar el teorema de representacion de Riesz para definir el
operator
T:H—-H

tal que a cada u le asocia el elemento de H vinculado (gracias al teorema
de Riesz) al funcional ¢, = a(u,-) € H*.

2. La continuidad y la coercividad de a entonces permiten demostrar que
T es lineal, continuo y acotado inferiormente. Por lo tanto existe T-! y
es continuo.

3. Las propiedades anteriores de Ty T~! garantizan que R es cerrado y
por lo tanto R = H.
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En realidad los pasos anteriores son idénticos no importa que espacio de
Hilbert H o que forma bilineal se tenga (siempre que la forma bilineal sea
continua y coerciva en H). Por lo tanto puede repetirse el argumento y
obtener el conocido como Lema de Lax-Milgram

Teorema 32 (Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert, a una forma bilineal
continua y coerciva en H y sea ¢ € H*. Entonces existe una tnica u € H tal
que

a(u,v) = (¢,v) Yoe H.

De esta manera si consideramos la EDP (conocida como ecuacién de Helm-
holtz)

(36) u(x,y) = du(x,y) = f(x) (vy) e R,

donde f € L?(IR?), podemos encontrar una solucién débil, es decir, una u que
cumple

f u(x, y)0(x, y)dxdy + Vu(x,y) - Vo(x,y)dxdy — f Flx,y)0(x,y)dxdy, Vo € H'(R2).
R2 R2
Para ello basta con definir
a(u,v) = j u(x,y)o(x,y)dxdy + Vu(x,y) - Vo(x, y)dxdy,
]RZ

y ¢ tal que
(o) = | £ wpolsyisdy,

y comprobar que a es una forma bilineal continua y coerciva y ¢ un funcional
lineal y continuo.

Comprobamos asi que el Lema de Lax-Milgram es una herramienta sencilla
pero potente para establecer la existencia de solucién débil de ecuaciones en
derivadas parciales de tipo eliptico.

Para ello los pasos a seguir son los siguientes

o Dado una EDP eliptica, se define la forma bilineal a y el funcional lineal

Q.

o Se definen asimismo los espacios de funciones de manera que a sea
continua y coerciva y ¢ sea un funcional continuo.

o Se aplica el Lema de Lax-Milgram.

Tras estos pasos podria seguirse el andlisis del problema para garantizar que
la solucién tiene en realidad mas regularidad y el problema no sélo tiene
solucién débil sino que dicha solucién débil es, en realidad, una solucién
fuerte con sentido en todo punto. Esa parte es més delicada y la vamos a
posponer.
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5.1.2 El problema de Dirichlet

Si bien en la secciéon anterior hemos visto como usar el Lema de Lax-Milgram
para demostrar la existencia y unicidad de solucién débil para ecuaciones en
derivadas parciales de tipo eliptico donde el dominio era IRY, en la mayor
parte de los problemas del mundo real el dominio es un conjunto del espacio
R? o del plano IR?. En estos casos el problema necesita condiciones de borde
para poder estar bien determinado. Es decir, ademds de la ecuacién diferen-
cial, el problema para estar bien puesto necesita imponer unas condiciones de
borde a la incégnita a determinar. Normalmente estas condiciones de borde
para la incégnita imponen el valor de la propia incégnita (en este caso se
llaman condicién de borde de tipo Dirichlet) o de la derivada normal (en este
caso se llaman condicién de borde de tipo Neumann). En esta seccién vamos
a explicar brevemente como tratar el primer caso.

Asi, un ejemplo de estos problemas es

(37) u—~Au=f en ()

(38) u=20 en 0Q)

donde O = R es un conjunto abierto con frontera 0Q) suave. Es en estos
problemas donde se ve la utilidad de los espacios de Sobolev en dominios
acotados H*(Q)) y mds concretamente del espacio H} ().

Si multiplicamos la ecuacién por una funcién test v € H}(Q) e integramos
por partes obtenemos la formulacién débil

J uvdx —l—f Vu - Vodx = J fudx Yve H{(Q).
0 Q 0
Observamos entonces que
a(u,v) = J uvdx + f Vu - Vodx
0 0

es una forma bilineal. Ademas, si la definimos
: H} x HY - R
a . 0 X 0 —

se tiene que es continua y coerciva. Por lo tanto, podriamos aplicar el Lema
de Lax-Milgram de manera andloga a la usada en la seccion anterior sin mas
que reemplazar apropiadamente los espacios funcionales H!(IR?) por H}(Q).

5.1.3 Ecuaciones no-lineales

En esta seccién vamos a necesitar un resultado de punto fijo conocido como
Teorema de punto de fijo de Schauder

Teorema 33 (Punto fijo de Schauder). Sea X un espacio de Banach y sea
M c X un conjunto cerrado, acotado, convexo y no vacio. Si 7 : M — M es
un operador compacto, esto es que sea continuo y que 7 (B) sea compacto
para todo B acotado, entonces 7 tiene un punto fijo.

En la seccién anterior hemos visto como se podia usar el lema de Lax-
Milgram para demostrar la existencia y unicidad de soluciones débiles para
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problemas de tipo eliptico. Sin embargo, anteriormente hemos considerado
siempre ecuaciones lineales. Esto es una seria limitaciéon ya que las ecuaciones
diferenciales relevantes en la préctica totalidad de las aplicaciones al mundo
real son no-lineales.

El propésito de esta seccion es estudiar cémo se puede utilizar nuestra teoria
para problemas lineales unida a un teorema de punto fijo para probar la
existencia de solucién para un problema eliptico no-lineal. Esta técnica la
vamos a ejemplificar con el siguiente problema

(39) u—Au= sin(u) en ()
(40) u=20 en 0Q)

donde Q) = R? es un conjunto abierto con frontera 9Q) suave.
Este problema queremos resolverlo usando un punto fijo. Para ello, fijamos
U e L? y definimos el siguiente problema lineal

(41) u—Au = sin(U) en ()
(42) u=20 en 0Q)
Observamos que la no-linealidad cumple

F(U) =sin(U) : L* — L2,
sin mds que notar que

f F(U)Pdx < |Q).
Q

Por lo tanto, F(U) nos permite definir un funcional y, por lo tanto, obtenemos
que este problema tiene una solucién débil tnica u € H} sin més que aplicar
el lema de Lax-Milgram tal cual hemos visto en la seccién anterior. Podemos
entonces definir el operador 7 tal que

T:Uw— u,

donde u € H}(Q) satisface
J uv + Vu - Vodx = j sin(U)vdx Vv e H Q).
0 0

Si ahora conseguimos probar que 7 tiene un punto fijo entonces demostramos
la existencia de soluciones débiles al problema anterior.
Tenemos entonces que

T:L?> - H}c L2

Como la identidad anterior se cumple para toda v € H} se tiene que se
cumple para la propia u. Usando

|sin(U)] < U],

llegamos asi a

Julfn = L sin(U)udx < |Up2[ullr2 < [U] g2 ulm,
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de donde
lullrz = [TU[2 < |TU[ g < U1z,

y concluimos que 7 es un operador continuo.
Ademas, si usamos la cota
|sin(U)| <1,

obtenemos

ul2, = L sin(U)udx < /[0 [ul 12 < /[,

de donde
|l = | TU| 2 < | TU | < /O

Por lo tanto podemos definir
M={Uel? tq. |U|2<+]Q]}.

Este conjunto es cerrado, convexo, acotado y no vacio y ademads, por la
estimacion anterior se tiene que

T:M— M.

Es mds, hemos visto que se tiene

T(M) c {UeH]), tq. |U|gm <+/]Q}-

Debido al teorema de Rellich (teorema 30) se tiene que la inmersién de H! en
L? es compacta y por lo tanto 7 (M) es compacto en L2.

Hemos deducido entonces que el operador 7 cumple las hipétesis del teo-
rema de Schauder y por lo tanto tiene un punto fijo (no necesariamente
Unico).

5.2 ECUACIONES PARABOLICAS

5.2.1 El lema de Lax-Milgram y las soluciones débiles de la ecuacion del
calor

En esta seccién vamos a estudiar ecuaciones parabdlicas. El caso paradigma-
tico de ecuacién parabdlica es la ecuacién del calor

(43) o (x,t) — Au(x,t) = 0 con (x,t) e R? x (0, T),

y dato inicial
u(x,0) = f(x) e L

De nuevo el concepto de solucién que manejamos es el de solucién débil. Es
decir, u es solucién débil de (43) si

t
J Vu(x,s) - Vo(x, t)dxds
0 JRrd

—ftf u(x,s)opo(x, t)dxds = | f(x)v(x,0)dx,
0 JRd R¢
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para toda
ve CL[0,T),L?) ~ L0, T; H).

Es decir, para toda v tal que
v, 0w, Vo e L2(R? x [0, T]).

Si bien el término Au nos remite al tipo de ecuaciones que estdbamos resol-
viendo en la seccién anterior, el hecho de que aparezca la deriva temporal
cambia totalmente el cardcter del problema. Eso hace imposible aplicar el
lema de Lax-Milgram tal cual veniamos haciendo.

El proésito de esta seccion es estudiar como aproximar el problema (43) por
problemas maés sencillos de manera que podamos resolver los problemas
aproximados con las técnicas ya estudiadas en la seccién previa. Asi se
consigue una sucesion de funciones solucién de los problemas aproximantes

ul,
El argumento concluye mediante un paso al limite en las soluciones de los
problemas aproximados de manera que u, la solucion de (43), se recupera
como

limu" = u,

h—0
en algin sentido todavia por precisar.
Observamos que si en vez de ¢d;u hubiese una u, la ecuacion seria la estudiada
en la seccién anterior. Por lo tanto, vamos a intentar usar esta idea de cara a
construir los problemas aproximados. Para ello observamos que

or(x, 1) = }llirr(l) u(x,t) — Z(X,t — h).

Asi, fijamos h suficientemente pequeno y definimos la siguiente familia de
problemas elipticos lineales

(44) () _hukl(x> — Aug(x) =0conx e R,

up(x) = f(x).

Esta familia de problemas lineales se pueden resolver recursivamente sin mas
que aplicar el lema de Lax-Milgram de la forma vista en la seccién anterior a
las diferentes ecuaciones

ur(x) — f(x)

p —Aui(x) =0conx e R,

U (X) —Uq(X
()h() — Aup(x) =0conx € R,
y asi sucesivamente.

Asi conseguimos una familia de funciones uy € H! (R%) que son soluciones

débiles, es decir, que cumplen que

f v(x)uk(x) _huk_l(x)ds + Vug(x) - Vo(x)dx = 0Yo € H(R), k > 0.
R4
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Si ahora cogemos v = uy entonces llegamos a

gl + 1 Vg7 < fw e ()1 (0)dx < [Jug]| g2 ug—a ] p2-

Usando
ab < ﬁ + ﬁ
2 27
obtenemos que
42 < iz
2 2

Como consecuencia, sin mas que iterar, se obtiene que

+ 1| Vg2

lulliz < £z

Por otro lado,
sl Il

M Vuilf> < — 5
Si sumamos
112, H”ksz
h|Vu Z L
2 IVustls < 3,75 .

Y A 1 Y P T
2 2 2 2

ol uxls
2 2

< HuoHiz
2

Hasta aqui todo ha sido similar a lo ya estudiado en la seccién anterior. Sin
embargo, sigue habiendo un problema crucial: estas funciones u; dependen
de x pero no dependen de ¢, por lo que no parece claro cémo van a poder
servir para aproximar un problema con ambas variables. Para resolverlo

fijamos T > 0 y definimos

% b= ki, 1 (x,b) = ug(x) si £ € [t beor).

Entonces las estimaciones anteriores se pueden reescribir como
h
sup [ (t)|2 = [max ez < lIfllz2-
0<t<T <k<K
f |Vu"(s)|2,ds = Z h||Vug|2,

U
< H . b

Por lo tanto, tenemos las siguientes cotas uniformes en h

ul e L°(0,T; L?) ~ L2(0, T; HY).
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Ahora, dada v e C}([0,T), L?) n L?(0, T; H'), podemos definir

vr(x) = v(x, ty),

y entonces tenemos que

K
2 j]Rd 0-1(x) () _huk_l(x>dx + Vug(x) - Vog_1(x)dx = 0.
k=1

Usando que

K
ZJ Vg1 (ug — ug_1)dx
k=1"R?

= fRd Uo(ul — Ll()) + Ul(uz - u1) + ’02(1/[3 — uz)
+ ...UKk-1 (HK — uK_l)dx,

podemos reordenar la suma anterior para obtener

K
Z f Ok—1 (U — ug_1)dx
k=1 'R

= J‘ —0UoUpg + Uq (Z)o - Ul) + 1/[2(01 — 02) + . UgVK_1dX,
R4
Por lo tanto, la identidad anterior se puede reescribir como
K-1 K
J VK_1UK — VoUgdx + Z J (vk_1 — k) ugdx + Z hf Viug(x) - Vog_1(x)dx = 0.
R k=1 /R k=1 YR

Si ahora definimos

vp(x,t) = vg_q(x) sit € [t trir),

y
fpe1 — ¢ t—t .
o' (x,t) = k+;1 vr(x) + Tkvkﬂ(x) site [ty tii1),
conseguimos
o (x, 1) = Ug+1(X) _Uk(x).

h

Observamos que como

ve CH[0,T),L?) n L0, T; HY)

esta nueva o"

cumple que
o" e C1([0,T),L?) ~ L2(0, T; HY).

Por otro lado, la identidad anterior se puede reescribir en términos de u" y

o' como

T
J o' (x, T)u"(x, T) — v (x,0) f(x)dx — J J ol dxds
R4 0 JR4

T
+J Vu - Vo,dxds = 0.
0 JR4
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Como se tiene que u" tenia cotas uniformes en L*(0, T;L?) n L?(0, T; H')
podemos, por los resultados estudiados en los Capitulos 2 y 3, extraer una
subsucesién que converge

Wl Ay en L*(0,T; Lz)

ya que
L*(0,T; L?)
es el espacio dual de
LY(0,T;L?).

Ademas
uli — uen LZ(O, T;Hl).

Por construccién y por la regularidad de v se tiene que
oo — op0.

Ademas
Op — 0.

Por lo tanto, podemos pasar al limite y obtener, usando el soporte compacto
en tiempo de v, que el limite u satisface la siguiente identidad

T

T
(45) —j v(x,0)f(x)dx — j oroudxds + J J Vu-Vodxds =0,
R R? 0 JrA

0
para toda

ve CH[0,T),L*) n L*(0, T; H')

y por lo tanto u es solucién débil de la ecuacion del calor.

5.2.2 Disipacion

En la seccién anterior habiamos probado la existencia de soluciones débiles
de la ecuacién del calor (43) al ver dicha ecuacién como un cierto limite
de problemas elipticos de tipo Helmholtz. Esta aproximacién nos ha sido
atil ya que hemos obtenido resultados para una nueva ecuacién desde lo ya
estudiado para problemas elipticos.

En lo que sigue vamos a asumir que tal solucién es

ue L*(0,T; HY(R?).

Aunque de momento esta regularidad la vamos a asumir, lo cierto es que
las técnicas de la préxima secciéon pueden utilizarse para demostrarla. Por lo
tanto, el lector impaciente y riguroso puede avanzar a la seccién siguiente
para ver como es la prueba y luego retornar a este punto.

Usando entonces Plancherel podemos hablar de la transformada de Fourier
(en x) de dicha solucién y obtener

e L°(0, T; L*(RY).
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Esto podia deducirse también
de la expresion para 1l ya que la
gaussiana permitiria absorber
multiplicadores de tipo
polinémico ||".
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Cabe entonces preguntarse por la ecuaciéon que resuelve . Usando las pro-
piedades estudiadas en el Capitulo 3 en (43) llegamos a que

O o
au(gl t) - _|C| M(é’, t)'

Si resolvemos esta EDO y usamos el dato inicial llegamos a que

(g t) = f(&)e i,

de donde se infiere el decaimiento de la solucién.
Tomando la transformada de Fourier inversa podemos obtener la solucién
explicita de la ecuacién del calor

|x—yl?

u(x,t) = W j]Rd f(y)e % dy.

Esta férmula establece que la solucién de la ecuacién del calor u viene dada
por la convolucién entre el dato inicial f € H* y una cierta funcién gaussiana

d(z) = el

reescalada en funcién del tiempo que ha pasado. Se ve entonces que existe
un cierto parecido entre los mollifiers del Capitulo 2 y la solucién de la
ecuacion del calor, siendo la tnica diferencia que la gaussiana no tiene
soporte compacto. Sin embargo, esta falta de soporte compacto no impide
que, si t > 0, podamos tomar tantas derivadas como queramos de u sin
maés que pasarselas a la gaussiana de la manera vista al principio del curso.
Esto nos hace pensar en que las soluciones de las ecuaciones parabdlicas
experimentan un efecto regularizante e incluso ganan derivadas con respecto al
dato inicial. Es decir, que si el dato inicial es L?(IR%), la solucién u es L®(IR%)
o incluso C?(R%) si t > 0.

En el resto de esta seccién vamos a explicar un argumento cldsico para probar
ese efecto regularizante. Este argumento se llama iteracién de Moser y se
basa en realizar una serie de estimaciones para |u||;» de manera que al final
se pueda pasar al limite en p para concluir que, si 0 < f € L'(RY) n L2(IRY)
entonces 1 € L*(IRY) y ademads decae. El argumento puede describirse de la
siguiente manera

1. Se estima la evolucién de la norma L.

2. Se usa la informacién sobre la norma L! junto con la desigualdad de
Nash para conseguir una estimacién de la norma L.

3. Se utiliza la cota de la norma L? para inferir el comportamiento de la
norma L*.

4. Ahora se itera de manera que se utiliza el conocimiento sobre el com-
. k—1 k
portamiento de la norma L  para acotar la norma L?.

5. El dltimo paso es pasar al limite en k para concluir el comportamiento
de la norma L.
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Lo importante de esta técnica es que puede implementarse para problemas
no-lineales bastante generales lo que, tinido a su sencillez, la hace una de las
herramientas béasicas en el estudio de este tipo de ecuaciones en derivadas
parciales.

Vamos a considerar (43) en el caso d = 1 aunque podria modificarse para
considerar cualquier dimension d. Recordamos que estamos asumiendo que
la solucién de (43) existe, es regular y ademds decae suficientemente rdpido
para |x| » 1.

De esta manera, si f > 0 durante un cierto tiempo al menos u > 0 por
continuidad y se tiene que

EHu(if)HLl = J ou(x, t)dx = J 2u(x, t)dx =0,

de donde
Ju(®) | = [fla-
Si multiplicamos la ecuacién por u e integramos en espacio obtenemos
1d
T Hu|| J}R Puudx = J}R |0yu(x, t)|?dx

Si ahora usamos la desigualdad de Nash (30) obtenemos

H | f g Hu\l ®)
u T HfH

Por lo tanto podemos integrar y asi obtenemos

d
Su(t) g <

1By 17y,
(46) Ju(t)]7 <
P iy, VeVE x/
y entonces podemos escribir
1f ]l
47) Ju(t)my < €

Hemos obtenido asi una estimacién del decaimiento de la norma L? de la

solucion. Cabe entonces preguntarse por el comportamiento de otras normas.

Si nos fijamos ahora en el caso de la norma L* podemos calcular

L0 gy = [ (e )0, 0dx = [ (1) Su(x, .

R

Si integramos por partes y usamos la desigualdad de Nash (30) conseguimos
J (u(x,))2%u(x, t)dx = —BJ (x,1))%(0yu(x, t))%dx
R

:—f 12 (12) P

3 [u?|©
TP,

xx —
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Si ahora expresamos el lado derecho en términos de normas de u en vez de
en normas de potencias de u llegamos a

Tl ey HLz Ri)

d
%H“(OH@(R) <

Entonces se tiene que
Tl ;1
t < 3 ,
M\ 4l g
12
d 4 H ‘ L4(]R)
y finalmente
|l w
(48) J(8) 13y < Copsz-

Reparamos entonces en que nuestro conocimiento de la evolucién de L!
nos permitié estimar el decaimiento de la norma L? y fue este decaimiento
de la norma L? el que nos permitié calcular una cota para la norma L*.
Cabe entonces preguntarse si esto que sabemos sobre la norma L* puede
usarse para la norma Le, y asi sucesivamente con el fin dltimo de conseguir
informacién sobre la evolucién de la norma L. A esta iteracion se le conoce
como iteracién de Moser.

En general, para p > 2, tenemos que

12“W%m=wawﬁwﬁwwﬁwzkmmmanw@@mx
Integrando por partes podemos calcular
f | (x, £)1P~2u(x, ) S3u(x, t)dx J u(x, t)[P~2|0yu(x, t)[Pdx
—(p—-2) JJR lu(x, t)|P~2|0cu(x, t)|*dx
p— 11215k

P2l

donde hemos usado (30). Se tiene que

3
Hu”/zlliz(m = [LR up(x)dx} - HuHi};(R)’

4
2
2y = | [ 20| = 1

Entonces la evolucién de la norma podemos estimarla como

3p
P -1 1
(49) %”u(tM‘LP(]R) < —4C
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Tras observar detenidamente (46) y (48), nos damos cuenta de que parece
que la norma L con p = 2F satisface

£l
(50) ()| ) < Cror R,
4(1-5)

donde Cj es una constante que depende de p. Observamos que, atin siendo
esta desigualdad cierta, no podemos pasar al limite en k (y por lo tanto al
limite en p) para concluir el decaimiento de la norma L® ya que no tenemos
control del comportamiento de C; conforme k crece. Es decir, es en principio
posible que Cj diverja conforme k crece.
Para probar (50) para p = 2 vamos a razonar por induccién en k. Usando
(50) con p = 2K=1 como hipétesis de induccién, tenemos que (49) para p = 2F
se reduce a

3p
4C p—-1 2 HMHLV(]R)

2 2 :
P I

d
EH”U)H@(R) S -

De donde se concluye la cota

p p
TR o S LT
LP(R) \/8Ctp/2-1/2 7

Y, equivalentemente,

1

P\ % Iz (m)

()| < (22)7 Gy IR,
( ) LP(R) (8C> 1t%<1_%)

Podemos entonces definir las constantes de forma recursiva como

2k \ #T
e = (5c) k=2,

con las anteriores C; y C».
Para pasar al limite k — o0 y concluir el decaimiento de la norma L* debemos
asegurar que las constantes Cj estan uniformemente acotadas, i.e.

Ck<L<ow,VkeZ™.

Para resolver la recurrencia (51) observamos que si definimos

ok \ FT
by = | —=
()
Cr
k
szzbj

ay =

7

(51) se puede escribir como
Cr = bkCr_1, k > 2,
y ademads se tiene
Ck G G Ce1
k T k1, T Tk b -
Hj:Z bj szz bj Hj:z bj Hj:z bj

Ay — ag—1 =

103
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Este concepto de solucion fue
introducido por Browder en

1964.
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Entonces,

de donde se consigue

108 (i)
jlog (2) —log (8C)
lirroélog ( ) Zlog Z i1 Z 21“ <log(L) < ®
para cierto L suficientemente grande. Como consecuencia obtenemos que
existe M suficientemente grande tal que

1wy

Ju(®)- < MU

5.2.3 Ecuaciones no-lineales

En esta secciéon vamos a considerar un tipo concreto de problema no-lineal
que nos sirva para introducir tanto un nuevo concepto de solucién (la llamada
solucién mild).

El propésito de esta seccién es estudiar como se puede el teorema de pun-
to fijo de Banach para probar la existencia de solucién para un problema
parabdlico no-lineal. Esta técnica la vamos a ejemplificar con el siguiente
problema

(52) oru(x, t) — *u(x, t) = —udyu con (x,t) € R? x (0,T),

y dato inicial
u(x,0) = f(x) e L2

Esta ecuacién recibe el nombre de ecuaciéon de Burgers. Asi, nuestro objetivo
es demostrar la existencia de solucién para este problema.

Si fijamos U € L*(0,T;L?) n L?(0, T; H'), podemos entonces definir el si-
guiente problema lineal

(53) oru(x, t) — (fcu(x,t) = —Uo,U con (x,t) € RY x (0,T),
y dato inicial

u(x,0) = f(x) e L.

Este problema lineal tiene solucién explicita usando el principio de Duhamel.
En efecto, si tomamos la transformada de Fourier de la ecuaciéon obtenemos
una familia de EDOs que podemos resolver mediante un factor integrante
para conseguir

(54) (g t) = e FFf(e) + fo e ISFE=)igP (g, 5)ds
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donde
uZ
-
Decimos que u es una solucién mild del problema (53) si cumple (54).
Ademas observamos que se tiene la siguiente estimacién

F =

1d

2 2
——u|%, + | Oxu —J —Uo,Uudx

e, integrando por partes y usando la desigualdad de Holder, se llega a

1d

1 1 1
EEH”H%Z + Haqu%z = EHaquLZHLF“LZ < Z”ax””%z + ZHUH%AL-

Si ahora usamos la desigualdad de interpolacién entre espacios de Lebesgue
2
JUllze < Ul [UZ,

junto con la desigualdad
X X
U?(x) = J oy (U?)dy = f 2Uo,Udy < 2|U||2 |0 Ul|2
—0o0 —00

llegamos a
|U|7s < 20U 2| U3

Por lo tanto se obtiene que
2 1/2)77)3/2 3
[Ulfe < 200U IUlFs? < otz + U

Insertando esta cota en la estimacion anterior se consigue que

(loxUllz + [UlZz) -

N[ =

d, 2 3 2
EHMHLZ + 5 10xu2 <
Integrando en tiempo se concluye que
2 3 2 2 1 3
[z + 5 ) Nowu(s)lizds < Ifl12 + 5 | 10Uz + [U(s)[ds
1 ¢ 1/2
<7+ 5 i ([ 10U Bads) 1 sup UG
0 O<s<t

La férmula (54) y las estimaciones anteriores nos permiten definir el operador
T :L*°(0,T;L*) n L*(0, T; H') — L*(0,T; L?) n L?(0, T; H')

tal que
TU = u.

Nuestro objetivo es entonces demostrar la existencia un punto fijo para este
operador 7. Si conseguimos demostrar la existencia de un punto fijo para 7
habremos concluido la existencia de solucién mild para la ecuacién anterior.
Antes de seguir debemos recordar un resultado de punto fijo conocido como
Teorema de punto de fijo de Banach
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Teorema 34 (Punto fijo de Banach). Sea X un espacio de Banach y sea 7T :
X — X una aplicacién tal que

[7(u) = T()lx < Kllu - 2| x
con K < 1. Entonces 7 tiene un tnico punto fijo.
Este teorema puede utilizarse para demostrar el siguiente resultado
Teorema 35 (Punto fijo). Sea X un espacio de Banach ysea B: X x X — X
un operador bilineal tal que

|B(u,v)|x < Collulx]o]x.

Entonces, si
1

u < —
Juollx < &=

el problema
u=1uy+ B(u,u)

tiene una solucién tnica en X tal que
Jullx < 2[uo]x-
Demostracién. Definimos el operador
F(u) = uo+ B(u,u),

y consideramos la bola
B(0O,R) ¢ X
donde R viene dado por
R — 1—-4/1 —4COHMOHX.
2Co

Es conveniente notar que R es solucién de la ecuacién de segundo grado

0 = |uo|lx — x + Cox*.
Se tiene que
|F () x < luollx + 1B, u)|x < [uolx + Colulk-
Y si u € B(0, R) entonces
| F(u)]x < [uolx +CoR* = R,
y por lo tanto
F:B(0O,R) = X - B(0,R) < X.

Ahora queremos aplicar el teorema del punto fijo de Banach. Para ello
debemos ver que F es un operador contractivo en la bola B(0, R). Usando
que B es bilineal podemos estimar

|F(u) = F(v)|x = |B(u,u) — B(v,v)|x
= |B(u,u) — B(u,v) + B(u,v) — B(v,v)|x
= |B(u,u —v)+ B(u—0,0)|x

|B(u,u —v)|x +[B(u—0,0)|x

<
< ZCQRHM — Z)HX
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Ahora observamos que por la definicién de R se tiene que
2CR <1

y el operador F es una contraccion de donde se infiere la existencia del punto
fijo. O

Para aplicar este resultado y concluir la existencia de soluciones a nuestra
ecuacion (54), debemos definir

Bo)@0 = 5 [ ) (. #0510~ 51 )

y el espacio

X = L*(0,T; L?) ~ L?(0, T; HY).

Ahora basta con demostrar que B es acotada en este espacio. Es decir, quere-
mos conseguir la estimacién

|B(u, v)|x < Collulx]v]x,

donde
Iflx = sup [f(O)l2w) + 10xflr2¢0,7)xR)-

0<t<T
Para ello comenzamos observando que como L? es un espacio de Hilbert se
tiene que
Jullfz = <)z,
de donde

|2 = sup (u,v)p.
ol 2=1

Entonces, usando la desigualdad de Young para convoluciones para la inte-
gral en tiempo con p = q =2y r = o, se tiene que

’Jte@lz(ts)ié{ﬁ((;’,s)ds — sup J fe P Ve (. 5)dso(c dC’
: 2 Jolp=1
—|E2(t=5) : xp( 2\ P
[61,5=1 f foe 1CU(C)F(C,s)dsdg‘

t
< sup | [e M F|g0(2) |12 E(s)] 2ds
Jol,2=190

< | Flle20,m:02) 1Gllzz(0,7:12),
donde ~ .
G(&,t) = e 1¥Migo(¢)

y por lo tanto

sup

< C|F[r2(0,1;12)-
0<t<T

2

t
j e IEP(=9)iz P (7 5)ds
0

De manera similar

< Cl|F|2(0,1;2)-

t
[ e repe s
0 12((0,T)xR)
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Usando ahora la forma de B y de F junto con las desigualdades anteriores
obtenemos

sup ||B(u,0)] 2w + [0xB(w, 0) | 12(0,1)xr) < Cl# #3120, 7;12)-
0<t<T

Usando la desigualdad de Young llegamos a
1% 0 120,7:02) < 8] 200,701y 0] 12(0,T:12)

< @] 20,m0y 0] 12 00,7502)
< C\/T””HB(O,T;Hl) o

L (0,T;L2)

donde hemos usado la desigualdad de Sobolev.
Por lo tanto se tiene

I1B(u,v)|[x < Clul2o,r;mm 9]0 (0,1502)
< CVT|ulx[o]x,

y se concluye el la existencia de un punto fijo sin mds que considerar 0 <
T « 1y aplicar el teorema 35.

5.3 CONCLUSIONES

En esta seccién hemos estudiado algunas ecuaciones en derivadas parciales
lineales. Concretamente hemos considerado la ecuacién de Helmholtz, del
calor y de Airy. En este estudio hemos hecho uso de todas las ideas y los
resultados de los capitulos anteriores.

Los principales conceptos introducidos han sido las soluciones débiles y las
soluciones mild. Estas nuevas nociones de solucién son més generales que
la solucién clésica y, por lo tanto, en principio es mas facil demostrar la
existencia de dicha solucién débil o mild.

Hemos estudiado ademas el lema de Lax-Milgram para demostrar la exis-
tencia de solucién débil tanto de problemas elipticos como de problemas
parabolicos lineales. Para el caso de problemas no-lineales hemos visto varios
resultados de punto fijo con los que la existencia de solucién para el problema
no-lineal se reducia a una aplicacién de los resultados de existencia de un
problema lineal y un esquema de punto fijo.

De la misma manera hemos visto ciertas propiedades cualitativas de las
ecuaciones parabdlicas como es el decaimiento de la solucién conforme
avanza el tiempo.

5.4 OTRAS FUENTES

El lector interesado en profundizar més puede consultar [2, 3, 4, 14, 17, 22, 20]
Uno de los libros bésicos (pero al mismo tiempo muy completo) sobre
ecuaciones en derivadas parciales es el libro de Evans [14]. En este libro se
encuentra basicamente todo lo visto en este curso (quizé algunas partes con
menor nivel de detalle) y ademads contiene mas material. Asi puede estudiarse
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desde los espacios de Sobolev a la ecuacién del calor pasando por el Lema
de Lax Milgram sin més que leer el capitulo adecuado.

Un libro un poco més moderno y con un enfoque diferente es el de Alazard
y Zuily [2]. Este libro tiene un primer capitulo resumen del material que va
a utilizar como por ejemplo los espacios L?, etc, para luego centrarse en el
estudio practico de las ecuaciones. Asi en 7.2 se puede estudiar la teoria
correspondiente a los problemas elipticos mientras que en 7.3 estd la teoria de
los problemas parabolicos. Es conveniente notar que la ecuacién de Burgers
tiene su propia seccién en 7.6.

Uno de los libros clasicos para problemas elipticos es el Gilbarg y Trudinger
[17]. Este libro contiene gran parte de la teoria cldsica para este tipo de
ecuaciones en derivadas parciales. De la misma forma el lector interesado
puede encontrar el Lema de Lax-Milgram y una aplicacién a las ecuaciones
en derivadas parciales en los libros de Brezis [3, 4]

Un libro que trata un problema tan concreto como es el problema de las
ecuaciones de Navier-Stokes con técnicas muy ttiles es el de Lemarié-Rieusset
[20]. En él se puede conocer més sobre resultados e ideas muy adaptados a
problemas parabolicos no-lineales. El lector interesado en métodos avanzados
para problemas de evolucién tanto parabdlicos como elipticos puede consultar
el libro de Majda y Bertozzi [22]. En particular en su capitulo 3 se estudia
el método de Leray para probar la existencia de soluciones fuertes a un
problema de evolucién.

Hay multitud de notas de clase de diferentes cursos de ecuaciones en de-
rivadas parciales disponibles en la web. Por ejemplo, el lector interesado
puede acudir a las notas de John Hunter [18] https://www.math.ucdavis.
edu/~hunter/pdes/pdes.html

Ademas, el lector que quiera saber mas de ecuaciones dispersivas puede
consultar las notas de Willie Wong [26] https://qnlw.info/course-notes/
dispersive_notes/dispersive_notes.pdf o las notas de Terence Tao https:
//www.math.ucla.edu/~tao/preprints/chapter.pdf.

5.5 EJERCICIOS SUGERIDOS

Ejercicio 41. Se considera Q) = IR? un conjunto abierto con frontera 0Q) suave
y se define el problema
—Au=f en ()
u=20 en 0()

(Puede aplicarse el lema de Lax-Milgram para demostrar la existencia de
soluciones?

Ejercicio 42. Se considera Q) = IR? un conjunto abierto con frontera 0Q) suave
y se define el problema
u+ou+oju—Au=f en ()
u=20 en 0()

(Puede aplicarse el lema de Lax-Milgram para demostrar la existencia de
soluciones?
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Ejercicio 43. Se define el problema
—Au=f en R?

(Puede aplicarse el lema de Lax-Milgram para demostrar la existencia de
soluciones?

Ejercicio 44. Se define la forma bilineal

'yfﬂu( dx+J Ebzﬁx]u x)0x;0(x)dx

Si O = R? ;Bajo qué condiciones en v y b; es una forma bilineal coerciva en
HY(Q)?

Ejercicio 45. Se define la forma bilineal

2
'yfou( dx+J Zb Ox;u(x)0x,0(x)dx

Si Q) es un conjunto acotado en R? con frontera regular ;Bajo qué condiciones
en 7y y bj es una forma bilineal coerciva en Hj(Q2)?

Ejercicio 46. Se define el problema
O — Au = —u con x en R?

y dato inicial
u(x,0) = f(x) e L' n L”.

Da una estimacion del decaimiento de la solucion.
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