1. Area de una Superficie

La idea para calcular el drea de una superficie es sub-dividirla en regiones bastante pequeiias

AAVVR : . :
como para suponer que son planas, y aproximar el valor del drea como la suma de esas regiones
planas.

Integrales de Para ver a qué férmula nos lleva este procedimiento, consideramos una superficie regular y

Superficie. simple en R3, y I' : T — R3 una parametrizacién de S.

Teoremas de Si realizamos una particién de 7', obtenemos una “particién” de la superficie en regiones casi
Stokes y de rectangulares. Sea R uno de los rectangulos de la particion, de vértices
Gauss (ug, o), (ug + h, o), (g, vo + 7), (ug + h,vo + 7).
Aproximamos el area de I'(R) por el drea del paralelogramo de lados los segmentos
F(Uo, Uo), F(Uo + h, Uo)
y
F(UO, UO)7 I1(”07 Vo + j)
»

como el producto vectorial de los dos vectores:
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a(l(R)) ~ ||(T(ug + h,vo) — I'(ug, vo)) X (F'(ug, vo + 7), ['(ug, v0))|| =

j E
—71(u0,v0)  Y2(uo + h,v0) — v2(u0,v0)  v3(uo + h,vo) — 3 (uo,vo) H
—~1(uo,v0)  ~v2(uo,vo +J) —v2(uo,v0)  ¥3(uo,vo + j) — ¥3(uo,vo)

Y1 (uo + h,vo
1 (uo,v0 + J

— T S~

donde F(“’a U) = (71 (U, U), 72(“7 U)a 73(“’7 U))
En cada coordenada podemos aplicar el teorema del valor medio, de modo que

dry;
Yi(ug + h, vo) — vi(uo, vo) = d_ZL(SiaUO> -h

con s; € [ug, ug+hl, y utilizando la continuidad de las derivadas parciales de I' podemos aproximar
el valor de la derivada en el punto (s;,vg) por la derivada el el punto (ug,vg), de modo que

dr;
vi(ug + h, vo) — vi(ug, vo) ~ %(UO,UO) -h

Andlogamente,

dy;
dv

. o dy )
Yi(uo, vo + J) — vi(uo, vo) = (ug,t;) - j ~ d—Z}(UmUo) ]

(COI’] t; € [anvo +]]) y
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El drea total de la superficie serd entonces

a(5)

k

)-h %(uo,vg) h
)i (uo,vo) -

k
D (w,vp) | || - P11
2 (uo, vo)

k
%(UO,UO) |- a(R)
d%(uoavo)
a(R)

ar

= 3" alP(R) = 32 15 (um o) x (o) - a(R)

ReR

ReR

siendo cada (ug,vg) el vértice inferior izquierdo de R.



AAVVR

Integrales de
Superficie.
Teoremas de
Stokes y de

Gauss

44

44

Asi, el area de S es un nlmero que esta entre las sumas superior e inferior de Riemann de

., dl . . . :
la funcién Hd—(u,v) X —(u,v)||, que es una funcién continua en 7', y por tanto integrable. Si
u

dv
hacemos particiones de 7" cada vez mas finas, estas sumas tienden a la integral, y se obtiene

/ Hdr (u,v) F(u ) ld(u, v) / I (u, )| d(u, v)

(nr(u,v) es el vector normal definido por I')

Esta sera la férmula que se utilice como definicién de area de una superficie. Pero antes, una
observacion: aparentemente el calculo del drea de una superficie depende de la parametrizacién I'
que se utilice para representarla. Hay que ver que esto no es asi, y que el resultado de la integral
es independiente de la parametrizacion.

Proposicién. Sea S una superficie regular y simple, y sean T : T — R? y A : M — R3 dos
parametrizaciones de S. Entonces

[ Gty x Gotwoldtue) = [ 15200 x Gt 0dGs.1)

La demostraciéon es inmediata utilizando el cambio de parametro entre I' y A como cambio
de variable.



AAVVR

Integrales de
Superficie.
Teoremas de
Stokes y de
Gauss

44 44

Definicién (Area de una Superficie).
Sea S una superficie regular y simple en R3. Se define el drea de S como

l8) = [ 15600 x Gt o) a0

donde I’ : T — R? es una parametrizacion cualquiera de S.

Si S es una superficie regular a trozos, el drea de S es la suma de las dreas de cada trozo
regular.



2. Integrales de Superficie de Campos Escalares

El primer tipo de integrales de superficie aparece en el estudio de funciones escalares definidas

AAVVR sobre los puntos de una superficie, como por ejemplo la temperatura sobre la superficie de
la Tierra. Para llegar a la construccién de la integral, vamos a considerar un ejemplo mas
Integrales de sencillo: consideramos una superficie regular y simple, y representamos una funcién f : S — R
Superficie. levantando cada punto (x,y, z) de S una distancia igual a f(x,y, z), de manera que obtenemos
Teoremas de una nueva superficie “paralela a S”. Vamos a tratar de calcular el volumen encerrado entre las
Stokes y de dos superficies, con un procedimiento similar al que se utilizé para calcular el volumen encerrado
Gauss entre la grafica de una funcién de dos variables y el plano horizontal mediante la integral de

Riemann.

<4 »
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Consideramos I : T" — R3 una parametrizacién de S, y obtenemos una particién de S
haciendo una particion de T'.
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Sobre cada trozo I'(R) obtenido en la superficie, calculamos el supremo y el infimo de f

Mrr)(f) = sup{f(z), x € I(R)} = sup{f(I'(v,v)), (u,v) € R} = Mg(foT)

mrr)(f) = nf{f(z), z € T(R)} = inf{f(T'(u,v)), (u,v) € R} =mp(fol)
Y calculamos las sumas superior e inferior como la suma de los voliimenes de los prismas de
base I'(R) y alturas Mr(g) y mr(r) respectivamente

S(f,T,P) = ZMF ZMR of‘/||npuv||duv)

ReR ReR

S(T,P) = mr (f) =S malf oF/anudeuv)

ReR Rem
utilizando la férmula que hemos visto antes para calcular el drea de I'(R).
Entonces

AW Y / o T(u, ) Iy (1, ), v) =

ReR

_ / f o T(u, v)|[ny (u,v)||d(u, v) < S(f.T, P)
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Si hacemos las particiones cada vez mas finas, estas sumas deben tender al volumen que
buscamos entre las dos superficies, y obtenemos lo que llamamos la integral de f sobre S como

[ £= [ £ort oo o)ldt,o
s T

Aparentemente el resultado de la integral dependerd de la parametrizacién I' que utilicemos
para describir la superficie .S, sin embargo esto no es asi.

Proposicion. Sea S una superficie regular y simple en R3, y seanT' : T — R3 y A : M — R3
dos parametrizaciones de S. Sea f : R®> — R un campo escalar continuo en un abierto U que
contenga a S. Entonces

/Tfol“(uav) 7o (w, v) |, v) Z/Mfof\(sat) [na(s, t)][d(s, t)

La demostracién es consecuencia inmediata de la equivalencia de las parametrizaciones y el
teorema de cambio de variable.

Definicién (Integral de Superficie de Campos Escalares).
Sea S una superficie regular y simple en R, y sea f : R® — R un campo escalar continuo en
un abierto U que contenga a S. Se define la integral de f sobre S como

szAjONMWMMwwMW@

donde I' : T — R3 es una parametrizacion cualquiera de S
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Si S es una superficie regular a trozos, se define la integral de f sobre S como la suma de las
integrales en cada trozo regular.



3. Integrales de Superficie de Campos Vectoriales

Al igual que utilizamos el modelo de calculo del trabajo generado por un campo de fuerzas para
AAVVR . L . ) : -

interpretar el significado de la integral de linea de campos vectoriales, vamos a utilizar ahora la

dindmica de fluidos para interpretar la integral de superficie de campos vectoriales.

Integrales de Si tenemos un fluido, como un liquido o un gas, en movimiento con velocidad ¥(z,y, z) en
Superficie. cada punto (z,y, z), e interponemos una superficie S, se llama flujo a través de S a la cantidad
Teoremas de de fluido que la atraviesa por unidad de tiempo.
Stokes y de Para calcular el flujo, consideremos primero el ejemplo mas sencillo, en el que la velocidad del
Gauss fluido es constantemente ¢’ (misma direccién, sentido y mddulo), e interponemos una superficie

plana y perpendicular a ¥ el flujo por unidad de tiempo sera igual al volumen encerrado entre la
superficie S y la superficie donde se encuentran las particulas del fluido un segundo después, 51,
que serd paralela a S a distancia ||7||: es decir, el flujo es igual al producto de la norma de ' por
el drea de S

@ = || - a(S)

44 44
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Si S es una superficie plana, pero no es perpendicular a ¥, entonces el volumen encerrado
entre S'y S; serd igual al producto de la norma del vector vy (componente de ¢ en la direccién
perpendicular a S) por el drea de S. Si 7 es un vector normal (perpendicular) a S,
— — ﬁ
® = |lunlla(S) = | < T |a(S)
44 ” . - . - 0 0
p R En fisica de interpreta de forma un poco mas abstracta el flujo, considerando que tiene signo

positivo o negativo segln el sentido en que atraviese la superficie

O =<7,
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tiene signo positivo si el angulo entre ¥y 77 es menor que /2, y signo negativo si es mayor que
/2

En el caso mas general, la velocidad de cada particula de fluido serd una funcién continua
V(x,y,z), no necesariamente constante, y la superficie no serd necesariamente plana ni per-
pendicular a al movimiento. La idea es que sin embargo, si dividimos la superficie en regiones
suficientemente pequenas, podemos suponer que la superficie es plana y la velocidad constante
en ellas, gracias a la continuidad de 1% y de las parametrizaciones de las superficies.

g -

Consideramos entonces una
parametrizacién I' : T — R3 de
S, y hacemos una particiéon P de
T. Para cada rectangulo R € Rp,
calculamos el flujo que atraviesa
['(R) suponiendo que
V(z,y,z) = V(I'(ug,vgr)) es
constante ((ug,vg) es un punto
cualquiera de R), y que I'(R) es
una superficie plana

.H
(ur,vR)

D =< V(T (up, vr)). % > a(T(R))
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Aplicando la férmula del drea de

[(R) = /R ([rr (u, v)[|d(u, v) ~ ||nr(ur, vg)|la(R)
se tiene
®p =< V(D(ug, vg)),nr(ug, vg) > a(R)

y el flujo total a través de la superficie

O~ Y =Y <V(I(up,vr), nr(up,vr) > a(R)

ReRp ReRp

Haciendo las particiones cada vez mas finas, esta suma tiende a la integral

D= /T < V(T(u,v)), nr(u,v) > d(u,v)

Esta férmula es la que se utiliza como definicién de la integral de V a través de S, aunque
primero hay que observar en qué medida puede depender de la parametrizacién I' que hayamos
escogido para S
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Proposicion. Sea S una superficie regular y simple en R3, y seanT' : T — R3 y A : M — R3
dos parametrizaciones de S. Sea F' : R®> — R un campo vectorial continuo en un abierto que
contenga a S. Si ' y A definen la misma orientacion en S- entonces

/ < Fol(u,v),nr(u,v) > d(u,v) = / < Fol(s,t),na(s,t) > d(s,t)
T M
Y siI' y A definen orientaciones opuestas, entonces
/ < Fol(u,v),nr(u,v) > d(u,v) = —/ < Fol(s,t),na(s,t) > d(s,t)
T M

La demostracion es consecuencia de la equivalencia de las parametrizaciones y el teorema de
cambio de variable.

Definicidn (Integral de Superficie de Campos Vectoriales). Sea ST una superficie regular y simple
orientada en R?, y F' : R® — R3 un campo vectorial continuo en un abierto que contenga a S.
Se define la integral de F' a través de S como

/S+F:/T<FOF(UW),”F(U,U)>d(u,v)

siendo I' : T — R3 una parametrizacion cualquiera de S*
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Si ST es una superficie regular a trozos y orientada, se define la integral como la suma de las
integrales en cada trozo regular, con la orientacién definida por S en cada uno.

Observaciones:

Es bastante habitual escribir I'(u, v) = (z(u, v), y(u,v), z(u,v)), y el vector normal

dydz dydz dzdr dzdr drdy dxdy
nr(u,v) = (=—=— — —— —

dudv dvdu’ dudv dvdu’ dudv dvdu
= (dyNdz,dz \Ndz,dx N\ dy)

_____):

utilizando una notacién algebraica (dx A dy se lee “producto exterior” de dz y dy), y la integral
se escribe

/ F = fidyNdz+ fodz Ndx + fsdx N dy
S+ S+
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. Teorema de Stokes

Un campo vectorial F : R? — R? de clase C'' como el que expresa la velocidad de las particulas
de un fluido en el espacio tiene asociado otro campo llamado ‘“rotacional de F", que mide de
alguna manera el efecto de rotacién que el campo produce en el movimiento. Este campo se

define por la expresidn

i J ok
rot(F)(z,y,2) = | & & & | =
fi fa fs

g oy dh
dy dz’ dz dx’ dr dy (@2.2)

Por la similitud con las expresiones de célculo utilizadas en geometria, en algunos textos se
escribe el rotacional como el producto vectorial del gradiente por F

rotl' =V x F

El Teorema de Stokes establece una relacién entre la integral de superficie del rotacional de
un campo vectorial y la integral del campo sobre el borde de la superficie:
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Teorema (Teorema de Stokes).

Sea ST una superficie regular y simple orientada, y seal' : T — R?
una parametrizacion de S*, que sea de clase C?. Sea F' : R? — R?
un campo vectorial de clase C' en un abierto que contenga a S.
Entonces

/ F:/ rot(F)
b(S)+ S+

donde b(S)™" tiene la orientacién que resulta de aplicar I' a la frontera
de T, y Fr(T)" se orienta en sentido anti-horario (dejando la region
T a la izquierda)

Demostracién: » (Saltar al final de la demostracién)
Para demostrar el teorema, consideramos el campo F' = (f1, f2, f3) como la suma

F = (£1,0,0) + (0, f2,0) + (0,0, f3)

Basta entonces demostrar las tres igualdades



_ dfi  dfi
AAVVR /b(S)+(f17070)_/5+(0’E’_d_y)

Integrales de

. . d d
Superficie. / (0, f1,0) :/ (_%, 0, %)
Teoremas de b(S)* S v
Stokes y de
Gauss dfg dfg
(Oa07f3): (d_’ _d_70)
b(S)+ s+ ay T
y sumarlas. Las tres se demuestran andlogamente, asi que veremos sélo la primera.
Para parametrizar el borde de S, consideramos « : [a,b] — R? una parametrizacién de
Fr(T)" (orientada en sentido anti-horario). Entonces Toa : [a,b] — R? es una parametrizacién
de b(S)"
« Y Calculamos la derivada de I' o a: poniendo T' = (y1(u,v),72(u,v),y3(u,v)) y at) =

(a1 (t), az(t)) la derivada queda de la forma




AAVVR

Integrales de
Superficie.
Teoremas de
Stokes y de
Gauss

44 >

Entonces
/z,(3)+<f1’0’0)—/b (fioT(a(t)),0,0), (Toa)(t) >dt =
) /floroa (@ ())%(’f”cx( (t))%(t))dt:

— /a fioToa(t) < Vi (at)), o/ (t) > dt =

— / fioT(u,v)Vy(u,v)
Fr(T)*




integral sobre la frontera de T' del campo vectorial

G(u,v) = frol(u,v)Vy(u,v) =

AAVVR i, i,
= (fiol(u,v)==(u,v), fr o [(u,v)—==(u,v)) = (g1(u,v), g2(u,v))
du dv
Integrales de Aplicando el teorema de Green a G
Superficie. d d
Teoremas de / G= / ( 92 dg; (u, U)) d(u,v)
Stokes y de Fr(D)¥
Gauss Calculando las derivadas parciales de las componentes de G
d92 dm _
B u0) = 5 (FroT ) (o) -
. d d’yl d271 _
—@(WP)(U?U)'%(U,U) (froD)(u,v) - Judo (u,v) =
o df1 d’Vl dfl d%
< » df1 dvys dm
+E<r<u,v>>%<u,v>) (4, 0) +




Y andlogamente

AAVVR y ;
W)= 5o (AT ) o) =
| les d d J »
Superfice. = (o) () T2 )+ (i o T)ay0) - 2k (u,0) =
T d d d d d
Stokes y de = (Lo 2w + Loor, ) P
Gauss o, s i
0, 0) 2 0 0)) ) +
d?
+(frol)(u,v) dvg;(u,v)

Restando las dos ecuaciones, y teniendo en cuenta que como I' es de clase C? las derivadas
cruzadas de v, son iguales, queda

4« 44
< » dgo dg,

du dv

_ (o) (Gedn _dedn) | (dh p (dsdn dysdn
dy du dv  dv du dz "\du dv  dv du




. . 9 . dh
Observando con cuidado esta férmula, la expresién que acompana a T oI es la segunda

z
coordenada del vector normal definido por Iy la expresién que acompafia a —— o I es el opuesto
AAVVR v inido p y la expresion qu P i o pu
de la tercera coordenada del vector normal
Integrales de i 7k
Superficie. np = d_Vul diuz d%
Teoremas de & Cgﬁ dy3
Stokes y de dodvdv
Gauss _ (edys _dedys dysdn  dysdn dndye  dnoe
du dv dv du ' du dv dv du’ du dv dv du
<« >
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luego

/b(sw(fl’O’O) N /T (%(u,v) - %(%W) d(u,v) =

= [ <05 Tl =Tt o M) nr(u) > dlue) =
_ [ ob %
o+ dz’ dy
lo que termina la demostraciéon
<«(Volver al enunciado) O

Observaciones:

1- Para la demostracién del teorema se necesita una parametrizacién de clase C? de la su-
perficie. Sin embargo, una vez demostrado, como todas las parametrizaciones de S™ y de b(S)™"
son equivalentes, las integrales no dependen de las parametrizaciones, luego la férmula es vélida
con cualquier parametrizacién. Es decir, es necesario que S admita una parametrizacién de clase
(2, pero entonces el resultado es cierto con cualquier parametrizacién.



2- El teorema se demuestra por comodidad para superficies regulares y simples, pero también

se verifica en superficies regulares a trozos orientables, que admitan una parametrizacién de clase

AAVVR C? en cada trozo regular, ya que las aristas comunes a dos trozos aparecen orientadas en sentidos
opuestos en cada uno, con lo que

Integrales de

k k
. . F = / F = / rotF:/ rotl’
Superficie. /b(3)+ ; b(S5i) ; s o+

Teoremas de

Stokes y de
Gauss
-l
A\ Sy
‘ —>
-—
S, f| S=51U8

44 44 \




5. Teorema de Gauss

AAVVR Asociado a un campo vectorial de clase C'! hay también un campo escalar, que en el caso de la
dindmica de fluidos mide la expansién o la contraccién del fluido, llamado “divergencia de I, y
que se define mediante la expresion

Integrales de

- , df, df dfs
SuperfICIe' dva('I?y’ Z) = d_<x7y7 Z) + d_($7y7 Z) + d_<'ra Y, Z)
Teoremas de z Y z
Stocl;<es y de También en este caso, se utiliza el parecido con la expresion de un producto escalar, y en algunos
auss textos se escribe
divF(z,y,z) =<V, F >
El teorema de Gauss establece una relacién entre la integral sobre una superficie cerrada
de un campo vectorial, y la integral de Riemann en el cuerpo encerrado por la superficie de la
divergencia del campo, que desde el punto de vista de la dindmica de fluidos estableceria una
« o relacion entre la cantidad de fluido que atraviesa una superficie, y la medida en que el fluido
se expande. Desde el punto de vista matematico, el Teorema de Gauss es una generalizacion a
4 > dimension tres del Teorema de Green que hemos demostrado para integrales de linea en regiones

elementales del plano.
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Definicién (Regiones elementales en R3). Un conjunto V contenido en R? se llama region
elemental si existen regiones elementales del plano T, T», Ty y funciones de clase C*, p1, qi, p2,

G2, p3, g3, tales que

V = {(x,y,z) : (xay)ETlapl(:an) SZSQ ($7y)}_
= {(I7y7 Z) : (y,Z) S T2’ p2<y7 Z) ST <@ (y,Z)} -
= {(z,y,2) 1 (2,2) €T3, ps(x,2) <y < g3(x, 2)}

La frontera de una regidn elemental es una superficie simple cerrada regular a trozos, ori-
entable, y el conjunto V' es medible Jordan ya que es acotado y su frontera tiene medida cero.
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Teorema (Teorema de Gauss, o de la Divergencia).
Sea V una region elemental del R?, y sea F' : R® — R3 un campo
vectorial de clase C' en un abierto que contenga a V. Entonces

/ F=/divF(w,y, z)d(z,y, 2)
Fr(V)* 1%

donde Fr(V')" se orienta de modo que el vector normal apunte hacia
el exterior de V.

Demostracién: » (Saltar al final de la demostracién)
Si F' = (f1, f2, f3), bastard demostrar que

d
o (0.0 = | Ghtwv. e 0.2

d
fpr(vw(o’fbo) Z/Vdi;(x,y,z)d(x,y,z)

d
oo 008 = [ T2
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y sumar las tres igualdades. Vamos a demostrar sélo la dltima de las tres; las otras dos se
comprueban andlogamente.

Como V es una regién elemental, existen dos funciones de clase C! definidas en una regién
elemental del plano, p: T — Ry ¢ : T — R, de modo que

V={(z,y,2): (x,y) €T, plx,y) < z<gqx,y)}
Sy

La frontera de V' estd formada por
tres superficies, S; la gréfica de p,
S5 la grafica de ¢, y S5 un trozo
de un cilindro vertical con base en
la frontera de T', cada una
orientada de modo que el vector
normal apunte hacia el exterior de
V. Entonces

/Fr(v)+(070’ fs) = /S+(0’0’f3> + /s;m’ 0, f3) +/S‘+<070a f3)

1



S, se puede parametrizar facilmente mediante la funcién

AAVVR F(x7y> = (%y,p(%y))
definida en T'. Esta funcién verifica
Integrales de dr dp dl’ dp
Superficie. %(”@y) = (1,0, %(ﬂ%y)) d—y($>y) = (0,1, d_y(x’y))
Teoremas de
Stokes y de y por tanto
Gauss dp dp

np(x,y) - (_E<xay)7 _d_y(x7y)7 1)

apunta hacia arriba, hacia el interior de V' (pues tiene la tercera coordenada positiva). Es decir,
I' es una parametrizacién de S, y

« 13 /S+(0707f3) = _/s (0,0, f3) =

1 1

_ —/T<(O,O,fgof(x,y)),nr(%y)>d(%y):

. / fa(@, v, p(z, y)d(z, )




De la misma manera, S5 se puede parametrizar mediante la funcién

Az, y) = (z,9,q(7,y))

AAVVR . :
definida en T', que verifica
dA d dA d
Integrales de —(z,y) = (1,0, —q(may)) —(z,y) = (0,1, _q(x’y))
. . dx dx dy dy
Superficie.
Teoremas de y por tanto
Stokes y de dq dq
- mae,y) = (=g (@ y) — 7 @), 1)
apunta hacia arriba. Asi A es una parametrizacién de Sy y
[L00.5) = [ <0.0.50860) n(e) > dlo.y) =
53 T
~ [ fo o)ty
« 13 r
p > Por dltimo, la superficie S3 es paralela al eje vertical, y por tanto el vector normal en cualquier

punto es paralelo al plano horizontal y tiene la tercera coordenada nula: n = (ny, ng, 0) Entonces

L(o,o,f@ 0



Asi pues,
AAVVR Lo 0050 = = [ B p@ e+ [ ey =

_ / (falz,y,alz,9)) — faley, plz, ) d(z,y)

Integrales de

Superficie.
T
eoremas de Por otro lado, calculando ahora la integral en V' mediante el Teorema de Fubini,
Stokes y de
Gauss (z,y)
dfs T dfs
—(x,y,2)d(x,y,z) = / / —(z,y,2)dz | d(z,y) =
/V dz T p(z,y) dz
— [ (st eale ) = el ) dla)
T
Es decir, las dos integrales son iguales, como queriamos demostrar.
<«(Volver al enunciado)
<« 13




AAVVR

Integrales de
Superficie.
Teoremas de
Stokes y de

Gauss
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Observaciones:

1- Es facil comprobar que la divergencia del rotacional de un campo vectorial de clase C?
es cero. Aplicando entonces el Teorema de Gauss, la integral sobre la frontera de una regién
elemental (que es una superficie cerrada simple regular a trozos y orientable) de un rotacional es
cero.

Esta propiedad de los rotacionales generaliza el concepto de los campos conservativos que
estudiamos en el tema de las integrales de linea: en aquel caso vimos que la integral a lo largo
de una curva cerrada de un campo conservativo es cero.

2- Como en el caso del Teorema de Green, el Teorema de Gauss se puede utilizar para calcular
voltiimenes de regiones elementales del espacio, haciendo la integral sobre la frontera de un campo
de clase C! cuya divergencia valga uno.
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