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1. Teorema de Fubini

El teorema de Fubini nos va a dar una técnica para el célculo de integrales de funciones de
varias variables mediante el célculo de varias integrales de funciones de una variable. A partir de
ahi se podran utilizar todas las técnicas conocidas del Analisis de una variable para el célculo de
integrales mediante célculo de primitivas y el teorema fundamental del calculo (Regla de Barrow):
cambios de variables, integracién por partes, etc.

Si A es un rectangulo en R™, con n > 2, podemos descomponerlo como producto cartesiano
de dos rectdngulos, A = A; x Ay, Ay enRP (p<n)y Ay enR? (g =n—p)

A =lay,by] x -+ X [ap, by] X [aps1,bpt1] X -+ X [an, by

Ay =lay,bi] X - X ap, by] - Az = [api1, bpra] X - X [an, by

Los elementos de A los escribiremos como pares (z,y), con z € Ay, e y € Ay, y las funciones
definidas en A como f(z,y)

fiA—R,  flz,y) = f(x1, ., Tp, Y1, -+, Yy)

Para cada = € A; fijo, podemos considerar la funcién f, : As — R definida por

fo(y) = f(z,y)



donde x es una constante, y la variable es y € A,.

N
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Y de igual manera, para cada y € A, fijo,podemos considerar la funcién f, : A1 — R
definida por

fy(w) = f(z,y)

donde y es una constante y la variable es z € A;.
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Si estas funciones son integrables, sus integrales se escribirian

/fm: Ly = [ flepdy
Ao Ao

Az
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Para la funcién inicial f : A — R escribiremos / f(z,y)d(z,y).
A

Con estas notaciones vamos a demostrar el siguiente teorema

AAVVR
Teorema (de Fubini).

Teorema de
Fubini. Sean A CR? y Ay C RY dos rectangulos, A = Ay x Ay, y f de
A en R una funcién integrable. Entonces las funciones

s e I(x) = flx,y)dy y S(x)= /A flz,y)dy
2

J 4,

son integrables en Ay, y ademas se verifica
44 | 144
] ] /f(:v,y)d(sc,y) z/ I[(x)dx = / S(x)dx
A Aq Aq

Demostracién: » (Saltar al final de la demostracién)
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Observemos en primer lugar que una particion de A = A; x A, esta formada por una
particion de A; y otra de Ay, I = {P,Q} ={P1,..., P, Q1,...,Q,}. Y cualquier rectangulo
de la particién II es de la forma R = Ry X Rs, producto de un rectdngulo de la particién Py
otro de la particién @, y v(R) = v(Ry)v(Rs)

Ry R RQ._
Asy R
Ay
Ry y .1y /o
Ay L / ' :/Rl

A

Sea entonces II una particién cualquiera de A. Tenemos

S(f, 1) = ZRe%H mg(f)v(R) = ZRlemP,RQEmQ MR, xR, (f)0(F1)v(Ry) =
= S renn (Sraeng s (fJU(R2)) v(F1)



Sea ahora xg € R; fijo. Entonces

le><R2(f) - inf{f(x,y); S Rl,y € RQ} <

AAVVR < iﬂf{f(l’oay); yc RQ} = mRz(fl“o)
luego
Teorema de
Fubini. Y M (Fo(Re) <Y mpy(fa)v(Ra) =
RQE?RQ RQG?RQ

= S(fu @) < I(z0) = / foo
s

Aplicacién al. .. Y esto para todo xg € Ry, luego tomando infimos cuando zy pertenece a Ry, tenemos

Z mp, xre (f)V(R2) < mp, (1)

Ro €§RQ

« | 99 y por tanto
| | S(f,10) < Z mpg, (I)v(R1) = S(I, P)

RieRp

Andlogamente se prueba que S(f,1I) > S(S, P)



Y uniendo las dos desigualdades

< <S <S <S
Y S(/,I) < 8(1,P) < (1, P) < 5(5,P) < 5(f,11)
Como f es integrable por hipdtesis, dado € > 0 existird alguna particiéon II de A de modo

que la diferencia entre la suma superior y la inferior de f con esa particién II sea menor que €, y

Teorema de entonces la diferencia

Fubini. _ —
asi que [ es integrable en A;.
Ademas se deduce de las desigualdades anteriores que
Aplicacion al . .. (f H < S I P / I </ ] P S (f, H)
iy A1

para toda particién I1 de A, luego

ﬂﬁ | e = [ ) = / | ( [ ) f(a:,y>czy> di

Y andlogamente se puede obtener / flx,y)d(x,y) = / ( f(:z:,y)dy) dx
A A A
<(Volver al enunciado) 1 ’ O



Observaciones:

AAVVR 1. Intercambiando el papel de la = y la y en la demostracién, se puede obtener una férmula
de integracién en orden inverso:
Teorema de Si f es una funcion integrable en un rectangulo A = Ay x As, las funciones I (y) = flz,y)d
Fubini. — —A

y S(y) = / f(z,y)dz son integrables en As, y ademds

/fl“y (2,9) /I(y)dyZ/AS(y)dy
2
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2. Si f es continua en A, cada una de las funciones f, : As — R es también continua, y
por tanto integrable, asi que

;}L%J H@I/jMM%=Ah@@=ﬂﬂ=Ah@@

de modo que

Af@wwuwwaél(hf@wmﬁdx
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Andlogamente, cada una de las funciones f, : A; — R es continua, y por tanto integrable,
de modo que

Af@wﬂ%wzéa(mf@wﬂ>@

sin necesidad de utilizar integrales inferiores o superiores. Estas integrales se denominan
integrales iteradas.

Sin embargo si f es integrable, como en la hipétesis del teorema, es imprescindible utilizar
integrales inferiores o superiores, porque las funciones f, o f, pueden no ser integrables.

Ejemplo 1. Funcion integrable

Consideremos la funcidn

0 si x¢Q
flz,y) = 0 si 2€QyéQ
1/q si x € Q;y = p/q fraccién irreducible
definida en A =1[0,1] x [0, 1]
Esta funcién es integrable, y su integral vale cero (ver problemas)

Sin embargo si queremos aplicar el teorema de Fubini, para cada y € [0, 1] fijo tenemos:



e SiygQ, fy(x) =0 para todo x € [0,1], y por tanto [, f,(z)dr = fol 0dz =0
e perosiy =p/q € Q, entonces

] 0 si 2¢ZQ
fy(“”)—{wq i 2eQ

AAVVR

Te:rebrrla! de que no es integrable, por lo que es imprescindible utilizar la integral inferior o la
ubini. superior.

3. Si f no es integrable, pueden existir o no las integrales iteradas, ser iguales, o ser distintas.
Sélo en este Ultimo caso se puede deducir que la funcién no es integrable.

Aplicacién al... Ejemplo 2. Funcion no integrable
Consideremos la funcién
«| » % si O<zr<y<l
S | ‘ flz,y) = y—l _
— si O<y<zxz<l1
Ox en el resto

definida en A =[0,1] x [0, 1]



Si aplicamos directamente el teorema para integrar primero respecto de y y luego respecto

de x tenemos:

Para cada z € [0, 1] fijo,

AAVVR
Teorema de
Fubini.
-1
— si 0<y <z
3{0
o| = Ch) =4 5 s mo<y<l
Aplicacion al. .. g si oy = 0 y =
\ 6 Y= 1
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que es integrable (sélo tiene tres puntos de discontinuidad), y verifica

feo(y)dy = / —dy+/ —dy =
Ao 0

— -1 1
N
Lo y=0 yy=10

Y si planteamos la integral en el orden contrario:

Para cada y, € [0, 1] fijo,

1
? si 0<x <y
0
={ -1
Fuo(¥) — si y<zr<l
x
0 si x=0, 2=y z=1

que es integrable (sélo tiene tres puntos de discontinuidad), y verifica

Yo 1
fyo(2)dx = / —dm—i—/ —dx =
A 0 yo

T 1 -1
- —] +—] = — 1+ =1
yO =0 =90 Yo Yo
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En este caso podemos asegurar. como consecuencia del teorema de Fubini, que f no es
integrable (aunque de hecho ya debiamos habernos dado cuenta de que f no es una funcién
acotada en A = [0,1] x [0, 1], por lo que no estd definida la integral de Riemann de f en
A)

. El teorema tiene un aspecto particular cuando se aplica para integrar funciones definidas

en conjuntos medibles Jordan.

Supongamos que M es medible Jordan en R”, y que A = A; x As es un rectdngulo que
contiene a M. Y sea f : R® — R una funcién integrable en M. Segin la definicién
de integral de una funcién sobre un conjunto medible Jordan, y aplicando el Teorema de
Fubini,

/Mf:/AfXM:/,41 (1/1 f(xvy)xM(fL’,y)dy> dzx

Es decir, para cada 2y € A; fijo hay que calcular

f(xo, v)xm(,y)dy
4 A,



Ahora bien, fijo g € A

AAVVR X (Zo, y) { 1 si. (zo,y) €M

0 si (zo,y) €M
{ 1 si ye M,
Teorema de 0 si y & M,
Fubini. = XMIO (y)
donde M,, = {y € As: (xo,y) € M} es la seccién de M por el subespacio z = .
A

Teorema de Fubini

Aplicacién al. ..
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Si cada conjunto M, es medible Jordan cuando x € A;, podemos escribir
AAVVR / flz,y)d(z,y) = /A (/ f(m,y)xMz(m,y)dy> dr =
M L\,

Teorema de = /A (/ f(x,y)dy) dx

Fubini.
o la expresidn correspondiente con la integral superior.

Y analogamente, si para cada y € A, los conjuntos M, = {z € A; : (z,y) € M} son

Teorema de Fubini medibles Jordan,

Aplicacion al. ..
/Mf(fc,y)d(x,y) = /A2 (ZAQf(w,y)xMy(fc,y)dx> dy =

ﬂﬁ -/ ( / Myf(x,wd:c) dy

o la expresién correspondiente con la integral superior.
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2. Aplicacion al calculo de volumenes

Vamos a utilizar el teorema de Fubini como técnica para el calculo de volimenes de conjuntos
medibles Jordan. De alguna forma esta dltima seccién justifica la idea geométrica en la que se
basa la construccién de la integral como un método para calcular el volumen encerrado entre la
grafica de una funcién y su dominio.

Necesitaremos hacer uso del siguiente lema técnico sobre los conjuntos de contenido cero:

Lema 1. Sea M un conjunto en R"™. M tiene contenido cero si y sélo si para cada ¢ > ( existe
un conjunto M, medible Jordan que lo contiene, M C M., y que tiene volumen menor que ¢,
v(M,) < e

Demostracidon:

Supongamos primero que M tiene contenido cero, y sea € > 0. Aplicando la definicién, existe
una familia finita de rectangulos Ry, ..., Ry tales que

k
=1 ;

=1

Definimos entonces el conjunto M, = Ule R;, que es medible Jordan por ser unidn finita de



conjuntos medibles Jordan, y verifica

AAVVR v(Me) = v URi < Zv(Ri) <€

| Persreere) b Reciprocamente, supongamos que para cada ¢ > ( existe un conjunto M, que contiene a
ENpinit M y que tiene volumen menor que €. Vamos a demostrar que entonces M es medible Jordan
y su volumen es cero, lo que ya hemos probado en el tema anterior que es equivalente a tener

contenido cero.

Teorema de Fubini

Aplicacion al. . .

A

<4 | »
Qy Sea A un rectdngulo que contenga a M; para cada ¢ > 0 tenemos que en A la funcién
caracteristica de M es menor que la de AN M.,

XM < XAnM.
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y por tanto

OS/ XMS/ XMS/XAOMEIU(AﬂMe)SU(M6)<€
J A A A

Luego x s es integrable en A, y su integral vale cero, lo que es lo mismo que decir que M es
medible Jordan, y que su volumen es cero.
O
Este lema nos permite demostrar el siguiente teorema, sobre el volumen del cuerpo en R**!
encerrado entre el dominio y la grafica de una funcidn integrable no negativa en un conjunto
medible Jordan de R"

Teorema.
Sea M un conjunto medible Jordan, y f : R™ — R una funcién integrable - Riemann en M no
negativa, f(x) > 0 para todo x € M. Sea W un conjunto en R"! tal que

{(z,t): ze M, 0<t< f(zx)} SWC{(z,y): z€ M, 0<t< f(x)}

W es medible Jordan, y

mmzﬁﬁmm
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Demostracion:

Vamos a hacer la demostracién en dos pasos, suponiendo primero que M es un rectangulo, y
luego en general cuando M es un conjunto medible Jordan.

« | Y Primer paso: si M es un rectangulo en R"
p | R Como f es integrable en M, f es acotada, luego existe una constante K > 0 tal que para
todo z € M es 0 < f(z) < K. Entonces el conjunto W estd contenido en el rectangulo de
R"™ A = M x [0, K], y en particular W es acotado. B
Ademds, dado cualquier € > 0, existe alguna particién P de A tal que S(f, P)—S(f, P) <.



Para cada rectdngulo R € SRp consideramos los conjuntos de R™*!
Cr=Rx[0,Mg(f)] vy Ar=R’x(0,mg(f))
AAVVR Cr es un rectangulo cerrado, y Ar es un rectangulo abierto.

Teorema de
Fubini.

Teorema de Fubini

/
/ /o

C'y A son conjuntos medibles Jordan, claramente A C W C C, A es abierto, C es cerrado,
y poniendo C' = AU (C'\ A) como unién de conjuntos disjuntos tenemos

v(C)=v(A)+v(C\A) luego v(C\A) =v(C)—v(A)



o(C) = v(A) < Y (WBRMa(f) ~ ) (v(R)ymr(f)) =
AAVVR ReRp ReRp
= S(fyp)—ﬁ(f,P)<E

Teorema de De esta forma tenemos
Fubini. o
Fr(W) :M/\I/V0 CC\A

la frontera de W esta contenido en un conjunto medible Jordan de volumen menor que €. Como
esto se puede hacer para cualquier ¢ > 0, aplicando el lema anterior F'r(W) es un conjunto de
contenido cero, y por tanto W es medible Jordan.

Ademas, aplicando el teorema de Fubini para calcular el volumen de W,

o(W) = /AXW(Jc,t)d(x,t):/M</W XW(x,t)dt) iz —

ﬂﬁ _ /M</Of(x)1dt> dx:/Mf(f:)dfC

Segundo paso: si M es un conjunto medible Jordan.
Sea A un rectdngulo que contenga a M en R"™, de modo que g = f s es integrable en A.

Teorema de Fubini

Aplicacion al. . .
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Entonces

{(z,t): z€ A, 0<t<g(x)}=
={(z,t): zeM,0<t< f(x)}U{(z,t): € A\ M,0<t<0}=
={(z,t): zeM, 0<t< f(x)} CW
44 | 44
] ’

{(z,t): 2€ A 0<t<g(x)} =
={(z,t): xe M, 0<t< f(x)U{(x,t): v € A\NM,t=0}2 W



Aplicando el paso anterior a la funcién g en el conjunto A, W es medible Jordan, y

AAVVR (W) = /AQ(ZL’)CZ:E = /Af(x)XM(l’)de’ = y f(z)dx

Esto termina la demostracién. O

Teorema de . (. ,
Como consecuencia es muy facil demostrar un caso mds general:

Fubini.
Corolario 1. Sean M un conjunto medible Jordan en R", f : R*" — R y g : R* — R dos
funciones integrables en M, y W un conjunto en R tal que
W es medible Jordan, y

o(W) = /M (f(z) — g(x))dz

Otra aplicacién del teorema de Fubini para el calculo de volimenes de cuerpos en R"*!, es
el principio de Cavalieri, que vamos a demostrar a continuacién. Este resultado es especialmente
atil en el caso de cuerpos geométricos obtenidos por revolucién de areas planas alrededor de un
eje, o por traslacion a lo largo de una recta de figuras planas de area conocida. Pero esto se verd
mejor en los ejemplos.

KNS
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Teorema (Principio de Cavalieri).
Sean M un conjunto medible Jordan en R™™', R un rectdngulo en R™, y [a,b] un intervalo real,
de modo que M C R X [a,b]. Supongamos que para cada t € [a,b] la seccion M; = {(z € R :

AAVVR (x,t) € M} es medible Jordan en R™, y sea v(t) = v(M,). Entonces
b
Teorema de v(M) :/ v(t)dt
Fubini. ¢
b
Teorema de Fubini 4@\
‘
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Demostracidn:

Como cada M; es medible Jordan,

AAVVR
o(t) = /R xore ()

Teorema de
Fubini. donde para cada t € [a, b] fijo,

(x) = 1 si veM,
XMAT) = Y0 si xg M,

Teorema de Fubini - 1 Si (l’ , t) eM -
0 s (wgM

Luego v(t) = / Xum(x,t)dx

R
A | dd Aplicando el teorema de Fubini
] b )
o(M) = / ur(s ), t) = / < / XM(x,t)dx) it — / o(t)dt
Rx[a,b] a R a



Ejemplo 3. Calcular el volumen del conjunto M = {(z,y) : 2> +y* <22 <1}

AAVVR

Teorema de
Fubini.

——— El conjunto M es la parte interior del cono de la figura, entre z =0y z =1

M es acotado,. y su frontera es la unién de las graficas de las funciones f(x,y) = /22 + 42,
y g(z,y) = 1 definidas en el conjunto K = {(z,y) : 22 + y* < 1}, que son continuas y por
tanto integrables. Asi que M es medible Jordan (habria que decir que también K es un conjunto

medible Jordan en R?, con un argumento similar sobre su acotacién y su frontera)
Para cada valor de 2 € [0, 1], la seccién de M con el plano z = z; es el conjunto de puntos
« | (x,1) que cumple 22 + 32 < 22, que es una circunferencia de centro (0,0) y radio 2. Por tanto
KN N

v(zo) =722,y

w(M) = /Olv(z)dz - /01 w22z = 1/3
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