Ampliacion de Analisis de Varias Variables Reales Hoja 9

Problemas del curso

9.1. Sean f,g : [a,b] — R dos funciones integrables. Probar la siguiente desigualdad de Cauchy-

(L) <L) ([ )

9.2. Sea A C [0,1], tal que A = |J;°,(ai,b;), de manera que cada ndmero racional de (0,1)
esta contenido en algun intervalo (a;, b;).
i) Probar que la frontera de A es 0A = [0, 1] \ A.
ii) Si Y02 (b — a;) < 1, probar que JA no tiene medida nula.
iii) En las condiciones de (ii), probar que f = x4 no es integrable — Riemann en [0, 1]

9.3. a) Sea A un subconjunto acotado de R™ NO medible-Jordan, y B un conjunto de contenido
cero. Probar que AU B no es medible-Jordan. (Sug: utilizar las funciones caracteristicas)

b) Si A es acotado pero NO es medible-Jordan, y B es medible Jordan, jpuede ser A U B medible-
Jordan?. ;Y si B es acotado pero tampoco es medible-Jordan?

9.4. Sean {p1,ps. ...} la sucesién de los niimeros primos, y definamos

Po={(——);mn=1,..., -1
k o Dr (Px )}
p=|Jn

k=1

a) Demostrar que P es denso en A = [0, 1] x [0, 1], pero cualquier linea paralela a uno de los ejes en
A contiene sélo una cantidad finita de puntos de P.
b) Definamos

1 si (
fay) = { 0 si (z,y) € P

1 1 1 1
Probar que / (/ flz,y)dy)dz vy / (/ f(x,y)dx)dy  existen y ambas valen 0, y sin
0. Jo 0o Jo

embargo f no es integrable en A.

9.5. Escribir una expresion que permita calcular mediante el uso de integrales el volumen de la unién
de una esfera de radio R centrada en el origen de coordenadas y un cilindro de radio R/4 y altura 2R
centrado en el punto (0,3R/4,0) y paralelo al eje vertical.

9.6. Sea D la regién del plano limitada por las condiciones 0 <y <z, 0 < 2 < 1,ysea H : R? — R?
la funcién H(u,v) = (u + v, u — v)

1. Comprobar que H verifica las hipétesis del teorema de Cambio de Variable

2. Expresar la siguiente integral, después de hacer el cambio de variable (z,y) = H(u,v)

/ ® — yd(z,y)
D



3. Calcular la integral

(Sugerencias: Un dibujo puede ser dtil)

9.7. Calcular

1 V1—22 1 622
/0 /O /y/:r2+y2 \/$2+y2

9.8. Un rio sigue un recorrido en su dltimo tramo hasta el mar y = f(z). Cuando sube la marea, el
rio se ensancha formando una laguna, que se estrecha en la desembocadura. En cada punto (z,y) de
la laguna, la profundidad viene dada por  p(z,y) = 40 — 160(y — f(x))*> —40x®>  metros. La forma
de la laguna queda descrita por la condicién p(x,y) > 0. Calcular el volumen de agua en la laguna.
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9.9. Sea A un conjunto cualquiera en R™. Probar que existe un conjunto medible—Lebesgue F, £ O A,
con m(E) =m*(A)

9.10. Demostrar el siguiente criterio de comparacién para la integral de Lebesgue:
Sean fy g dos funciones medibles y no negativas en un intervalo semiabierto (a, b], integrables en cada
sub-intervalo acotado [¢,b], a < ¢ < b, y supongamos que

fm &) _ p

e gl@)

a) Si L # 0, entonces f es integrable en (a,b) si y sélo si g lo es.
b) Si L = 0, entonces si g es integrable en (a,b], f también lo es, y si f no es integrable, g tampoco.

9.11. a) Comprobar que la funcién

0<z?+y*<1

_ 1 si
flay) =4 V7

— si 22+ >1

(22 +y?) /22 +y?
es integrable Lebesgue en R2. Calcular su integral.

b) Utilizar (a) para calcular lim [ f,(z,y), donde

R2
sen(—"—)
fulz,y) = — 202
(z,y) n2.\/7% + y2
9.12. Se considera la sucesién de funciones  f,(x) = sen?®(nx) si x€[0,2n/n], y cero en el
resto

a) Comprobar que [ lim,, f,,(x)dz = lim,, [ f,(z)dz



b) Comprobar si se verifican las condiciones de alguno de los teoremas de convergencia.
c) Se considera ahora la sucesién de funciones g, (x) = nf,(x)

Comprobar que /h’mgn(x)dx ;éh’m/gn(x)dx.
R " " JR

d) Comprobar que {g, }nen no verifica las hipdtesis de ninguno de los dos teoremas de convergencia.
(Sug. para la convergencia dominada, considerar las funciones g, en los intervalos [r /2%, 7/2%1])

9.13. Sea S una superficie regular y simple en R?, y I' : T" — R3 una parametrizacién de S,

I(u,v) = (z(u,v),y(u, v), 2(u, v)).
Sea C' una curva regular y simple contenida en 7', y « : [a,b] — R? una parametrizacién de C,

aft) = (u(t), v(t)).

Describir una férmula para calcular la longitud de la curva I'(C') contenida en la superficie
9.14. Dado un campo vectorial F(z,y) = (fi(z,y), f2(z,y)) en R?, de la forma

filz,y) = [af(x) + g(@)]y* +32%y  folz,y) =yf(z) + g(z)

donde f y g son funciones de clase C' en R
a) jqué ecuaciones deben cumplir fy g para que / F(z,y) sea 0 a lo largo de cualquier curva cerrada?

c
b) suponiendo que f es un polinomio de segundo grado, y que g(0) = 0, determinar f y g.
c) encontrar una funcién potencial del campo F.

9.15. a) Calcular el 4rea de la regién del plano z+y + 2 = a determinada por el cilindro 2% +y? = a?.
b) Calcular el drea de la porcién de superficie 22 = 2xy que se proyecta en el primer cuadrante del
plano xy, y limitada por los planos t =2 ey =1

c) Calcular el drea de la porcién de superficie cénica 22 + y? = z? situada por encima del plano zy, y
limitada por la esfera 22 + 4% + 22 = 2ax



