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El acorde6on de Schwarz

Tenemos la percepcién intuitiva de que una medida aproximada de la longitud de una curva puede obte-
nerse sustituyéndola por tramos rectos cada vez més cortos. Y de que obtendremos una medida aproximada
del area de una superficie curva si la sustituimos por pequenas caras planas triangulares que se separen cada
vez menos de la superficie. Ambas cosas son ciertas, pero sélo bajo ciertas condiciones.

Los fractales nos han ensefiado que algunas “curvas” muy frecuentes en la Naturaleza, como las lineas
de costa, crean serios problemas cuando se quiere aplicar este principio de aproximacion a ciertos modelos
teodricos de esas curvas. No obstante, para figuras sencillas, como una circunferencia, la intuicién es correcta.

La solucién no es tan simple en el caso de la triangulacion de superficies. Desde finales del siglo XIX
sabemos que, ni siquiera para la superficie de un cilindro, la mera proximidad entre los vértices de los
triangulos que se aproximan al cilindro garantiza que la suma de las areas de esos tridngulos se acerque al
area del cilindro. Para demostrarlo, en 1881 Hermann Schwarz propuso el siguiente contraejemplo, que se
conoce con el nombre de “acordedén de Schwarz”. E1 Museo de la Tecnologia de Berlin expone una recreacion
artistica del acordeon de Schwarz, lo que da idea de su importancia historica (la foto que acompaifia a este
texto procede de wikipedia).

Sobre la superficie de un cilindro de radio R y
altura h vamos a elegir una coleccién de puntos que
luego uniremos con segmentos y formaran triangulos
que serén las caras de un poliedro “inscrito” en el
cilindro (en el sentido de que todos sus vértices estan
en la superficie cilindrica) que en este caso quedara
situado en la parte de dentro del cilindro. Lo hacemos
de la siguiente manera.

Dividimos transversalmente el cilindro con n + 1
circunferencias, todas a la misma distancia h/n en-
tre si, entre las que estan las dos circunferencias que
constituyen el borde del cilindro. Sobre cada circun-
ferencia marcamos m puntos equidistantes (con an-
gulos 27/m), de modo que los de dos circunferen-
cias consecutivas estdn “girados” entre si un &ngulo
de valor w/m. Por ultimo, construimos los triangulos
uniendo cada punto con sus seis vecinos: dos en su
misma circunferencia y dos en cada una de las dos circunferencias méas proximas (figura 0.1).

Figura 0.1: Poliedro que aproxima a un cilindro, tomando n =4 y m = 6. Los Gnicos puntos de contacto son los azules

El poliedro consta entonces de 2mn tridngulos isésceles iguales, de base 2R sin - (figura 0.2) y de altura

1
[Z—z + R? (1 — cos %)2} ’ (figura 0.3), por lo que el area del poliedro formado por todos los tridngulos es
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Figura 0.2: Calculo de la base b de uno cualquiera de los triangulos (vista desde arriba)

R

h
n

R cos il
m

Figura 0.3: Calculo de la altura a de uno cualquiera de los triangulos (vista de una seccién perpendicular a la generatriz).
Las marcas amarillas de esta figura y de la anterior sefialan el mismo punto

212
2Rm sin r {hQ +n?R? (1 — cos 1) ] .
m m

El factor 2Rm sin - tiende a 2R cuando m tiene a infinito, por lo que el comportamiento del limite doble
(en n y m) de la expresion anterior viene fijado por el de n (1 — cos %), que a su vez depende de la relacién
entre n y m, como comprobamos a continuacion:

= Si m = n, entonces aplicando la regla de 'Héspital demostramos que n (1 — cos %) tiende a cero,

us us s s
. T . 1—cos™ . — L sin® . Lo
lim ¢ (1 — coS 7> = lim ft = lim tilt =x lim sin— =0.
t—+o0 t t—+o0 7 t—+o0 —iz t—+oo t

Asi que el area del poliedro tiende a 2mRh (que seria el resultado esperado).

s Pero si, por ejemplo, n = m?, entonces aplicamos dos veces la regla de L’Héspital para ver que
n (1 —cos Z) tiende a 72/2 (1),

. 9 T . 1—cos ¥ . —@msing ow sin &
lim ¢ <1—cosf): lim ——— = lim ———+ = lim T =
t——4o00 t t——+o00 = t——+oo -5 2 t—+o0 +
T, T w T 2
=— lim mwcos— = — lim cos— = —.
2 t—+oo t 2 t—+4oo t 2

El area del poliedro tiende al inesperado valor de mRv/ R27w?* + 4h2.

1 Se puede obtener el mismo resultado utilizando desarrollos en serie.

Y también utilizando las propiedades de los numeros hiperreales (ver el anexo C). En efecto: De acuerdo con la caracterizacion
de la convergencia de sucesiones de la seccién (C.3), bastara con demostrar que para cualquier hipernatural infinito H € *N, se
cumple que H2(1 —cos(n/H)) ~ 72 /2. Sabemos (ver el corolario D.5) que cos’ = —sin y que cos’’ = — cos. Entonces, aplicando
la formula de Taylor de grado 1 para la funcién coseno en el origen al infinitésimo w/H (cuya validez viene garantizada por el
principio de transferencia, ver la seccion (C.2)), existe un namero € € (0,7/H), y por tanto también infinitesimal, para el que

que
™ cose /T2
cos — =1-— (—) .
H 2 H

Operando,

2 2 2

g T Ccos€E T T T T

1—cos—=— = H2<1—cos—>:—Cosa%—cosO:—.
H H2 2 H




ACORDEON DE SCHWARZ 7
|

= Y sin =m™ (y lo mismo para otros muchos valores de n), entonces n (1 — cos %) tiende a infinito
(demostrarlo), y el area del poliedro también.

Para complicar més las cosas: puede demostrarse que el limite de las dreas de una sucesién de poliedros
inscritos en el cilindro es siempre mayor o igual que 2w Rh. Pero también puede demostrarse el sorprendente
resultado de que para cualquier nimero mayor que 2w Rh siempre se puede elegir una sucesién de poliedros
inscritos en el cilindro cuyas areas converjan a ese numero.

En este curso nos ocuparemos de analizar bajo qué condiciones y con qué férmulas podemos aproximar
longitudes, areas y volumenes.

1. Las herramientas teéricas que construiremos para ello serdn utilizables también en la defini-
cion y en el calculo de otras magnitudes méas abstractas, que no son geométricas y que surgen en
otros campos de aplicacion del Calculo Integral.
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Prologo

CONTEXTO

El curso Cdlculo Integral es una asignatura de 6 créditos (ECTS) que se imparte a estudiantes del
segundo semestre del primer curso de los grados universitarios en Fisica y en Matemaéticas de la Universidad
de Cantabria. Parte, por consiguiente, de la suposicion de que quien sigue el curso ha superado con éxito
la educacién preuniversitaria en la rama de Ciencias y ha cursado también un primer semestre de Cdlculo
Diferencial, en el que se han tratado las cuestiones elementales relativas a nameros reales, convergencia de
sucesiones, continuidad y derivacion de funciones (de una o de varias variables).

En el contexto de los citados planes de estudios de Grado en Fisica y de Grado en Matematicas, la
asignatura Cdlculo Integral sirve como una introduccién a los principales tipos de integrales que aparecen en
las aplicaciones clasicas del Célculo Infinitesimal, de una, dos o tres variables reales, incluyendo las integrales
de linea y las de superficie. Despojada de su contexto local, la asignatura bien podria denominarse Primer
curso de cdlculo integral.

OBJETIVOS MINIMOS

Pretendemos que el estudiante que supere este curso alcance, al menos, los siguientes resultados del
aprendizaje:

= Comprenda el concepto intuitivo de integral de 1, 2 o 3 variables y de las integrales sobre curvas o
sobre superficies.

= Conozca una definiciéon formal de cada una de ellas, y sepa para qué se utilizan en las aplicaciones.
= Conozca sus propiedades basicas y la manera de utilizarlas.

= Sepa la forma de calcularlas para funciones sencillas, usando, si es conveniente, un programa de célculo
simbdlico.

= Sepa utilizarlas para modelizar problemas de otras disciplinas.
= Comprenda justificaciones de todos los céalculos, asi como de todas las propiedades que utilice.

= Conozca los principales resultados, incluyendo las relaciones que existen entre las diferentes integrales
(teoremas cléasicos del célculo vectorial).

= De algunos resultados, los menos, conocera también una demostracion, y de todos conocera alguna
justificacion.

= Distinga con claridad entre demostraciones y justificaciones, apreciando el valor de ambas categorias.

QUE QUIERE SER —Y QUE NO PRETENDE SER— ESTE OCW

(1) Resulta dificil ser muy original en un curso elemental de Céalculo Integral. Hay multitud de libros
clasicos donde se tratan los temas de este curso y de los cuales hemos tomado ideas. Sin embargo, hay
una obsesiéon que nos ha llevado a escribirlo, que es la de construir una teoria que sea a la vez elemental
y directamente aplicable a todos los problemas que se espera que sepa resolver quien supere el curso, sin
comprometer el rigor matemdtico.

Desarrollamos més esta observacion en el apartado siguiente, relativo a la coherencia entre la teoria y las
aplicaciones.

(2) El curso no esta concebido como un apoyo al profesor, sino como una ayuda para el aprendizaje, con
frecuentes comentarios explicativos que estan fuera del discurso formal. Quiere parecerse a unos (buenos)
apuntes, con explicaciones que unas veces descienden a los detalles y otras veces se mantienen en el nivel de
las ideas directrices —como seguramente ocurre en las clases de todo buen profesor.

Pondremos una senal de curva peligrosa en el margen izquierdo, como la que aqui aparece, cuando
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consideremos que estamos tratando un detalle especialmente resbaladizo.
Las observaciones numeradas y recuadradas con fondo azul contienen aclaraciones, avisos, consejos o
advertencias que consideramos de especial trascendencia para el aprendizaje del estudiante.

(3) No aspira a mostrar los resultados més amplios, matematicamente hablando, sino que quiere ser un
fiel reflejo de lo que se explicaria en las clases de una asignatura presencial para estudiantes que se estan
introduciendo en el nivel universitario. El contenido de los capitulos 1 al 4, que es el corazéon del curso,
estd ajustado a la realidad de los créditos (?) y de la formacion previa de los estudiantes que acceden a la
universidad.

Durante su futuro académico y profesional todos los alumnos de este curso precisardn manejar los conte-
nidos que aqui se exponen, al menos a nivel bésico. Y s6lo una parte, quizé no todos, necesitaran manejarlos
en toda su profundidad. Ahora bien, si eligiéramos incluir solamente lo imprescindible, lo que todo estudiante
tiene que alcanzar, correriamos el riesgo de que los mas motivados y/o mas capaces se sintieran decepcio-
nados en sus expectativas y perdieran una oportunidad de apreciar el interés y la belleza de esta parte del
célculo infinitesimal.

Por esta razon, no hemos escatimado espacio en utilizar las notas a pie de pagina o los anexos (que no
deberian ser indispensables para la consecucion de los objetivos minimos), asi como, en algunas ocasiones,
los comentarios recuadrados, para proveer de sugerencias e indicaciones adicionales a quienes se interesen
en profundizar en la materia a otro nivel. Esperamos con ello que en el curso convivan varios niveles de
aprendizaje.

En coherencia con este planteamiento, el anexo E explica como generalizar de manera elemental (3) a
dimensiones arbitrarias los resultados fundamentales de los capitulos 1 al 4, cosa que puede y debe interesar a
los estudiantes mas curiosos, pero que no cabe en el desarrollo ordinario de un semestre académico. También,
hemos introducido ocasionalmente a lo largo de todo el texto algunos desarrollos cuya presentacion detallada
exigiria mas aparato matematico del que podemos incluir aqui. Estos casos los senalamos con el simbolo *
en el margen izquierdo de un parrafo o en el titulo de un apartado.

(4) No pretendemos que el estudiante conozca demostraciones de todas las propiedades, ni tampoco
los enunciados méas amplios posibles de los teoremas. Ambas cosas estan fuera del alcance de un curso
introductorio como éste. En algunas ocasiones, para acceder a estas demostraciones o enunciados, daremos
una referencia a un libro o a una direccion de internet y en otras remitiremos a un material suplementario
que se encuentra en los anexos.

2. Que no se hagan demostraciones de muchos teoremas no obsta, naturalmente, para que todos
los razonamientos que hagamos con objetos matematicos hayan de ser rigurosos.

En cierto modo, cualquier razonamiento (en la resoluciéon de un problema, por ejemplo) es una demos-
tracion y, como tal, ha de ser riguroso (). Para que un razonamiento sea riguroso la primera premisa es que
estén claras cuales son exactamente las hipotesis de las que se parte; y para ello seré a su vez imprescindible
que los conceptos que usemos tengan una definicién precisa en términos técnicos, por lo que a lo largo del
curso dedicaremos bastante esfuerzo a las definiciones. Las definiciones méas formales aparecen numeradas y
con un recuadro amarillo. En todo caso, tanto si es dentro de una definicion numerada como si no, la primera
vez que aparece definido un término estéa escrito en rojo y en negrita, salvo en la seccion 1.1, que es un
mero recordatorio.

No nos detendremos en demostrar muchas de las propiedades. De nuestras integrales nos interesara mucho
més saber manejarlas, comprender el tipo de problemas que cada una quiere resolver (una muestra de estos
problemas es la exposicion sobre el acordeon de Schwarz que precede a este prologo), conocer sus propiedades
y hasta donde llegan, asi como saber razonar rigurosamente con ellas, que conocer demostraciones de todas
sus propiedades.

Lo que queremos decir aqui con “demostrar” se refiere a argumentos que se basen tnicamente en una

2 Seis créditos europeos equivalen, al menos desde un punto de vista ideal, a 150 horas de trabajo por parte de un estudiante
medio.

3 Elemental no equivale aqui a fdcil, ver la observacion 43.
4 La idea de lo que es riguroso y de lo que no lo es evoluciona con el tiempo. Se trata de un mero consenso entre quienes

cultivan las matematicas en un determinado momento histérico. Cuando hablamos de rigor nos referimos a la forma de razonar
tal como se acepta actualmente por la inmensa mayoria de los matematicos.
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axiomaética claramente identificada (que en nuestro caso sera la que figura en los anexos A y B) o en resultados
que previamente hayan sido demostrados con el mismo rigor, sin recurrir a argumentos de otro tipo, como
pueden ser los graficos, los intuitivos o los de analogia.

3. Es muy recomendable comenzar el curso con la lectura detallada de los anexos A al D, porque
contienen conocimientos béasicos que son tutiles en cualquiera de los capitulos 1 al 4. Los demés
anexos pueden consultarse a medida que aparezcan referencias a ellos.

No forma parte de los objetivos el haber comprendido demostraciones de todos los resultados que se
manejen sobre integrales, como hemos senalado méas arriba. A menudo nos conformaremos con comprender
una “justificacion”, que unas veces serd muy técnica y otras muy intuitiva, de por qué una determinada
formula expresa lo que buscamos. O nos conformaremos con entender una explicaciéon que ilustre el sentido
o el origen de una propiedad.

4. Pero si que nos interesard mucho aprender a distinguir entre una demostracion de una pro-
piedad y una justificacion de por qué la propiedad es cierta.

Por ello, cuando de una asercién demos justificaciones pero no demos una demostraciéon, procuraremos dejar
claro, mediante el formato tipogréafico o advirtiéndolo expresamente, que no se trata de una demostracion.
También lo advertiremos explicitamente cuando una demostracién no esté completa porque solamente tra-
temos algiin caso particular. (°)

5. El estudiante no debe olvidar, sin embargo, que por convincente que sea la justificacion,
no puede sustituir a una demostracion: solamente demostrando un resultado con razonamientos
formalizables podemos estar seguros de que las conclusiones son matematicamente correctas.
Una justificacién se apoya en la intuicién, mientras que una demostracién nos garantiza que la
intuicion no nos ha enganado. Asi que justificar y demostrar son actividades complementarias,
que no pueden contraponerse sino que sirven a distintas finalidades.

COHERENCIA ENTRE LA TEORIA Y LAS APLICACIONES

En un curso de nivel elemental en el que se detallasen todas las demostraciones habria que limitar
dréasticamente la amplitud de los casos a los que se quiere aplicar cada resultado, debido a las restricciones
que impone la complejidad de su demostracion (6).

Nuestra opcién es otra. No es que los alumnos aprendan muchas demostraciones, sino que se ejerciten en
el rigor matematico, que sufran los efectos de su exigencia y que aprendan a apreciarlo cuando lo encuentran,
tanto en la teoria como en los problemas, y muy especialmente en la transicién de una a otros. Para ello,
nuestra prioridad serd que la teoria, tal como se hayan enunciado las definiciones y los problemas, sea
rigurosamente aplicable a los problemas de integrales con algunos objetos matematicos concretos (7).

Con esta finalidad en mente (%), buscaremos un equilibrio entre la amplitud de los casos a los que
queremos aplicar una tesis y la complejidad de las hipotesis (no la complejidad de la demostracion, sino de
las hipotesis). En ese equilibrio favoreceremos, en general, la aplicabilidad de los teoremas, aunque a veces nos
pase factura por las complicaciones que tengamos que introducir en algunas definiciones o enunciados. Como
nuestro objetivo no se podra alcanzar a la perfeccién, habra alguna excepcién, cuyo nimero procuraremos
reducir al minimo.

6. Hemos puesto especial empeno en mantener la coherencia entre lo que se explica con detalle,
en especial los enunciados de los teoremas, y lo que después se necesita utilizar en los ejemplos y
problemas.

5 De acuerdo con Steven G. Krantz, en [13], apartado 5.18, la madurez matematica significa distinguir entre una demostracion
y un argumento de plausibilidad. Nosotros pretendemos que al finalizar este curso el alumno sea capaz de apreciar esa diferencia.

6 Puesto que no resultaria admisible que se utilizasen en los problemas resultados méas generales que los demostrados en la
teoria.

7 En cuanto a los problemas que pretendemos que los estudiantes aprendan a resolver en el curso utilizaremos como referencia
principal el libro de texto [15], de Marsden y Tromba.

8 Durante un tiempo el libro de Marsden y Tromba, [15], sirvi6 como texto para la asignatura. La necesidad de adaptar,
precisar o anadir algunas cuestiones es la que nos ha llevado a redactar este curso.
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Varias muestras de lo que queremos decir:

— La definicién que demos de superficie ha de ser, ademas de elemental, lo bastante amplia como para
incluir a todos aquellos objetos sobre los que queremos hacer calculos (conos, cilindros, poliedros que
tienen aristas, etc.), por mucho que para ello se compliquen los enunciados y/o las demostraciones (Y).

— Necesitamos manejar conjuntos que sean de magnitud despreciable a los efectos de la integracion,
pero queremos evitar hablar de medida nula o, incluso, de contenido nulo, conceptos que consideramos
demasiado sofisticados para este curso. La solucién sera apelar a las graficas de funciones continuas
vy a las imagenes de funciones derivables con continuidad, que seran més que suficientes en todas las
aplicaciones.

— Hemos reducido la formulaciéon abstracta de los conceptos topologicos, evitando hablar de compactos
y de conexos, lo que nos ha llevado a considerar algunas de las propiedades solamente sobre conjuntos
especialmente sencillos pero que sean suficientes para nuestros objetivos: los conjuntos definidos por
desigualdades entre funciones continuas.

— Algunas superficies corrientes pueden describirse por completo de manera explicita pero de modo que en
puntos del borde el plano tangente es paralelo al eje de la variable despejada. Las férmulas habituales
para el célculo de areas quedan, por tanto, en entredicho; y, sin embargo, siguen siendo véalidas en
muchos casos. Daremos una condicién suficiente para que las integrales existan (en sentido propio o
impropio), que bastara para resolver todos los problemas elementales que aparecen en las aplicaciones.

— Las demostraciones que damos se apoyan en el conjunto de axiomas que exponemos en los anexos A y B.
Otros manuales de este nivel también hacen explicitos los axiomas en los que se basan, pero difieren
de lo que aqui hacemos en que utilizan profusamente las funciones elementales sin haber deducido
su existencia a partir de los axiomas. Para evitar esa incoherencia entre la teoria y las aplicaciones,
hemos preferido anadir la propia existencia y las propiedades basicas de las funciones elementales a la
coleccion de axiomas. Algunos de nuestros axiomas son, sin duda, redundantes (ver apartado (A.3)),
pero es que lo mas frecuente en los otros textos es que también haya axiomas redundantes (aunque no
siempre se diga), por lo que el coste conceptual de anadir més redundancia es nulo.

— En un anexo hemos incluido una demostracion de la féormula de Green-Riemann en el plano sobre
conjuntos més generales que los rectangulos. Aparecen varias cuestiones sutiles, incluso cuando se hace
solamente para regiones que son simples en las dos coordenadas. No sélo no evitaremos hablar de
esas cuestiones, sino que las haremos aflorar para indicar como se pueden resolver, aunque no siempre
podamos explicar todos los detalles de la solucion.

— Dedicamos otro anexo a explicar como utilizar de modo riguroso las simetrias para simplificar los
célculos de integrales.

Sin perjuicio de todo lo dicho hasta ahora, dudamos de que en un texto elemental que quiere apelar de
modo sistematico a la intuicion sea posible mantener la total coherencia a la que aqui nos referimos, por lo
que es posible que el lector encuentre detalles que puedan ser discutibles a este respecto.

INFINITESIMOS Y NUMEROS INFINITOS

Los infinitésimos y los ntimeros infinitos los utilizaremos libremente en las graficas y en las justificaciones,
procurando que los razonamientos matematicos que con ellos hagamos no solamente ayuden a la comprension
de un concepto o de un resultado, sino cuidando ademas de que sean formalizables dentro de los nimeros
hiperreales, que forman parte del llamado andlisis no estdndar. En el desarrollo del curso no entraremos a
explicar en detalle esas formalizaciones, ni los utilizaremos en las demostraciones, puesto que nos moveremos
dentro del cuerpo R de los niimeros reales.

No obstante, en el anexo C exponemos una rapida aproximaciéon a los ntimeros hiperreales, para que
el estudiante compruebe que los infinitésimos también pueden utilizarse con rigor y no solamente como un
instrumento heuristico. Y en el anexo D damos una muestra detallada de coémo se usan en las demostraciones,
utilizandolos para probar las propiedades de continuidad y derivabilidad de las funciones elementales que se
han descrito en el anexo B.

9 Hemos seguido basicamente las ideas del texto [2].
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COMPETENCIAS Y CONOCIMIENTOS PREVIOS

Imprescindibles

Conocimiento de un conjunto de propiedades basicas de R de las que se derivan todas las demés. Para
nosotros seran los axiomas en los que apoyaremos todos los razonamientos.

Concepto de funciéon continua de una y de varias variables. Propiedades elementales de las funciones
continuas. Propiedad de los valores intermedios para las funciones continuas de una variable.

Concepto de derivada parcial y de diferencial para funciones de varias variables. Matriz jacobiana.
Funciones derivables con continuidad. Regla de la cadena.

Enunciado y aplicaciones del teorema de la funcion inversa y de la funciéon implicita.
Uso riguroso de limites de sucesiones y de sus propiedades.

Concepto de integral para funciones de una variable. Regla de Barrow. Obtencién de primitivas de
funciones sencillas.

Manejo con soltura de las funciones trigonométricas, logaritmicas y exponenciales, asi como de sus
propiedades (representacion grafica, diferenciacion, integracion).

Saber hacer demostraciones por reducciéon al absurdo.
Distinguir entre condiciéon necesaria y condicion suficiente.

Comprender la manera de enunciar la propiedad reciproca y la contrarreciproca de una propiedad que
contenga cuantificadores.

Saber expresar, mediante ecuaciones, rectas y conicas en el plano, asi como planos y esferas en el
espacio.

Producto escalar y producto vectorial en R3.

Convenientes, pero no estrictamente necesarios

Concepto de serie.

Continuidad uniforme.

Propiedad de Weierstrass para funciones continuas sobre subconjuntos de R™ cerrados y acotados.
Dibujar graficas de funciones de una o dos variables, incluido el uso de un programa de calculo simbdlico.

Interior, frontera y clausura de subconjuntos de R™ definidos a través de desigualdades con funciones
elementales.

Manejo riguroso de los infinitésimos en *R.

No hacen falta

Construccién del conjunto de los niimeros reales, R, a partir del de los nimeros racionales, Q.
Construcciéon de un conjunto de hiperreales *R a partir de R.

Construcciéon de las funciones elementales a partir de una axiomatica de R.

Demostraciones de teoremas de la funcién inversa o de la funcion implicita.

Saber sumar series (mas alla de las series geométricas y similares).

Saber calcular antiderivadas complicadas.

Series de potencias. Convergencia de funciones.

PALABRAS CLAVE

Calculo infinitesimal, Calculo integral, Calculo vectorial, Calculus, Anélisis matematico, Fundamentos
matematicos, Integral de Riemann, Integral de linea, Integral de superficie, Integral definida, Matemaéticas.
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CAPITULQ 1=
Integrales de una variable e integrales sobre

curvas
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INTEGRAL DE RIEMANN PARA FUNCIONES DE UNA VARIABLE
REAL

Este apartado es un resumen que sirve para recordar ideas y unificar notaciones sobre un concepto y
unos resultados que los alumnos que acceden a este curso deben haber conocido en sus estudios previos,
como es la integral de una variable y sus primeras propiedades. En el capitulo 2 volveremos sobre las mismas
cuestiones y las repetiremos con todo detalle para las funciones de dos variables.

1.1.1. Introduccién

Consideramos una funcién f : [a,b] — R, definida sobre un intervalo cerrado y acotado de nimeros
reales [a,b] y que supondremos acotada y tomando solamente valores positivos. Nuestro objetivo inmediato

Wz

es definir, manejar y calcular el valor numeérico del “area” de la regiéon del plano contenida entre la grafica

a b X

Figura 1.1: Regién cuya area queremos definir

de f, el eje X de las abscisas y las rectas z = a, = b. (1°)

La idea es sustituir esta regiéon por una aproximacion suya formada por rectangulos que tienen una base
infinitesimal, dx =~ 0, y una altura igual al valor de f en algin punto de la base (figura 1.2). Cada uno de
esos rectangulos tiene area infinitesimal (base x altura) y la suma de todos ellas esperamos que sea una
aproximacion al area de la region.

Hay varias formas de concretar técnicamente esta idea. Pensemos, por ejemplo, en si todas las bases de
los rectangulos tienen que medir lo mismo, o no; en si el punto donde se evalta la funcién en cada tramo
infinitesimal es arbitrario o esta determinado de alguna forma; etc. Algunas de estas formas son equivalentes
entre si y otras no; sobre esto volveremos en el epilogo.

Podriamos utilizar directamente infinitésimos (1), pero evitaremos por el momento las aproximaciones
infinitesimales y utilizaremos en su lugar pasos al limite.

Empezaremos con una forma similar a como lo hizo Riemann a mediados del siglo XIX. Dado n € N,
dividimos el intervalo [a,b] en n partes iguales, cada una de longitud Az = (b — a)/n, y construimos una

10 Ponemos el acento en definir porque el drea no es para nosotros un concepto primitivo. Aunque utilicemos con mucha
frecuencia figuras, donde el drea puede parecer algo evidente, en los razonamientos formales nos basaremos tinicamente en los
axiomas de R y en sus consecuencias.

Las figuras serviran en unos casos para guiarnos la intuicién en los razonamientos y en otros para convencernos de que el
modelo mateméatico que estamos construyendo se adecta a lo que queremos modelizar.

11 En 1960 A. Robinson demostré que se puede ampliar el cuerpo R de ntimeros reales a un cuerpo *R de ntimeros hiperreales
que incluye ntmeros infinitamente préoximos a cualquier ntimero real, asi como infinitamente grandes. El procedimiento de
Robinson no sélo amplia R a *R sino que ademaés identifica la manera sistematica de transferir propiedades entre ambos
cuerpos. Ver el anexo C.
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k [ ——;
Q X
dx  dx

Figura 1.2: Aproximacion con rectangulos de base infinitesimal dx

coleccion de rectangulos de base cada una de esas partes, o subintervalo, y altura igual al valor de f en un
punto sin determinar del subintervalo:
b—a b—a

llamamos To=a, r1=a+ y ey Tp—1=a+(n—1)
n

) J,‘n:b,

y para cada i = 1,...,n elegimos un punto &; en el subintervalo [z;_1, z;]. A continuaciéon formamos la suma
de Riemann

Sn = Z f(fz)AJI,
=1

y pasamos al limite cuando n tiende a infinito.

!fn'

% 5 oxx EX 5XE X X E X~b X

Figura 1.3: Una suma de Riemann Sg

Si ocurre que las sumas de Riemann convergen a un ntimero real y ademés siempre que elegimos unos &
distintos de los &; las sumas de Riemann Y f(&)Ax también convergen al mismo namero real, entonces
es cuando decimos que la funcion f es integrable en el sentido de Riemann, y el valor del limite se llama
la integral de Riemann de f, denotada mediante f; f(x) dz. Puede demostrarse que toda funcion continua
[a,b] — R es integrable.

En el caso de que la funcién f no sé6lo tome valores positivos, podemos seguir el mismo proceso para formar
las sumas de Riemann y pasar al limite, teniendo en cuenta que ahora la integral de Riemann representaré
también el drea comprendida entre la gréafica de f y el eje horizontal, pero considerando como negativas las
areas que hay por debajo del eje. A partir de ahora dejaremos de suponer que f es positiva.

Otra forma distinta de aproximar con rectangulos, que no precisa de estas funciones &, que son arbitrarias,
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fue sugerida por Darboux en 1875. En lugar de usar como altura el valor de f en un punto arbitrario, usamos
la mayor y la menor posible de las alturas, mejor dicho, el supremo y el infimo de los valores de f. Como f la
supusimos acotada, estos supremos y estos infimos existen, lo que no esté garantizado es que coincidan con
sendos valores de f (12). Y no nos limitamos a particiones del intervalo en subintervalos iguales. Llamamos
particion del intervalo [a, b] a un conjunto finito de puntos suyos entre los cuales estan siempre los extremos,
P ={xy = a,...,x, = b}, y los supondremos con los subindices elegidos de modo que los puntos estén
ordenados:
ro=a<x1<...<xp =0

Para cada ¢ = 1,...,n, definimos
M; =sup{f(x):x € [x;—1,z;]}, m;=inf{f(z):x € [x;_1,24]},

y llamamos suma superior de Darboux y suma inferior de Darboux a

U(f,gz) :ZMz(xl—xz,l), L(f, 32) =Zmz(:ﬂl—xz,1)

M
m

N

a=x, X Xo X3 X, Xs X,=b

Figura 1.4: Sumas superior (con borde rojo) e inferior (coloreada en azul) de Darboux para la misma particion {zo =

Ahora tomamos, respectivamente, infimo y supremo de todos los valores posibles de U(f, &) y de L(f, £),
donde la que varia es la particion. Y a los resultados los llamamos integral superior de Darboux e integral
inferior de Darboux,

U(f) =inf{U(f, L) : L particion de [a,b]}, L(f) =sup{L(f, &) : & particion de [a,b]}.

En caso de que ambas integrales superior e inferior coincidan, decimos que la funciéon f es integrable en el
sentido de Darboux y que ese valor comun es la integral de Darboux de f.

Teorema 1.1 (Darboux, 1875) La integral de Riemann y la integral de Darboux coinciden. En otras
palabras: una funcion acotada es integrable Riemann si y sdlo si es integrable Darbouz; y en caso de que lo
sea, los valores de ambas integrales son el mismo.

Obsérvese que lo que estamos haciendo al integrar es generalizar la operacién de sumar. La suma para
nosotros es una operacion de dos sumandos (asf lo asegura uno de los axiomas) que por inducciéon ampliamos
a cualquier ntimero finito de sumandos. Pero no a un ntimero infinito. Una manera de generalizar la suma
a un numero infinito de sumandos la constituyen las series, pasando al limite de las sumas parciales. Los

12 Al no estar garantizado que sean maximos o minimos, no podemos hablar, en propiedad, de la mayor de las alturas o de
la menor de las alturas.
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procedimientos de Riemann y de Darboux son otras formas diferentes de sumar infinitos sumandos (*3).

Hasta tal punto estamos hablando de una generalizacion de la suma que el propio simbolo de la integral
es una “s” mintscula en la caligrafia del siglo XVII (del mismo modo, el simbolo de una serie es una “S”
mayuscula en el alfabeto griego).

Vale la pena insistir en esto porque las aplicaciones de las integrales se refieren siempre a alguna forma
generalizada de sumar. Simplificando bastante, puede decirse que cuando queremos pasar a una cantidad
numerable de sumandos, las series son un instrumento adecuado; y cuando queremos utilizar una cantidad
no numerable de sumandos, habremos de recurrir a las integrales (14).

Asi, por ejemplo, si pensamos en una barra recta de un material con densidad variable y queremos

Densidad
cn cada
punto

Densidad
media

a b

Figura 1.5: Definimos la densidad media como la altura de la linea roja para la que la zona de color azul tiene la misma
area que la zona de color amarillo

hablar de su densidad media, una modelizacién adecuada es considerar la barra como un intervalo [a,b] y
la densidad como una funcién f sobre cada punto de ese intervalo. Si quisiéramos calcular la media de una
coleccioén finita de valores, sumarfamos esos valores y dividiriamos por el nimero de valores. En el caso de
querer evaluar la densidad media, lo que haremos sera integrar f sobre [a,b] y dividir por la longitud b — a.
Geomeétricamente, eso significa hallar la altura media de la grafica de f.

7. Existen otras formas de definir y aproximar el area buscada utilizado sumas de éreas de rec-
tangulos. Algunas de ellas también coinciden con la de Riemann y otras no (Integral de Lebesgue,
Integral de Kurzweil-Henstock), ver el epilogo. Salvo en el epilogo, cuando digamos ‘integral’ nos
referiremos siempre a la integral de Riemann.

1.1.2. Teorema fundamental del calculo

El teorema fundamental del calculo es el resultado que asegura que las operaciones de derivar y de
integrar son reciprocas. Se trata por tanto de un teorema doble: si primero integramos y después derivamos,
o si primero derivamos y después integramos, en ambos supuestos se obtiene la funcién original. A menudo
se reserva la expresion ‘teorema fundamental del calculo’ para cuando primero se integra y después se deriva,
mientras que se llama ‘regla de Barrow’ el enunciado para cuando primero se deriva y después se integra.

Para un enunciado formal con integrales de Riemann es imprescindible anadir algunas hipotesis sobre las
funciones:

Teorema 1.2 (fundamental del Calculo) Si f : [a,b] — R es una funcién continua, entonces para

13 Ninguno de estos dos procedimientos diferentes de sumar infinitos sumandos involucra a series, el primero pasa al limite
unas sucesiones que no son sumas parciales de una serie y el segundo pasa al supremo y al infimo de unos conjuntos de valores
que son sumas.

14 También puede modelizarse directamente el problema de “sumar infinitos sumandos” mediante sumas hiperfinitas, que se
manejan de manera muy similar a las finitas, ver [11], capitulo 6, o [21], capitulo 9.
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todo x € [a,b],
d x
| [ rwi) =@

(en el caso de que x = a o x = b, la derivada es derivada lateral).

JUSTIFICACION: Ver [22], 9.3. La figura 1.6, en la que dx indica un infinitésimo, proporciona una explicacion
de por qué una funcién definida a través de la integral de una funcién continua tiene por derivada a la funcién
original.

dx

Figura 1.6: Tomamos un punto x y avanzamos un infinitésimo dx. Cuando no hay discontinuidades, la tasa de variacién
de la integral (parte coloreada divida por dx) es infinitamente préxima al valor de la funcién en x

En efecto: la parte coloreada es el incremento de area entre x y x + dx, que estd contenida entre dos
rectangulos de base dx y alturas infinitamente proximas a f(x), por lo que al dividir el incremento de drea
por el incremento de la variable (dx), el resultado es siempre infinitamente préximo a f(x).

Teorema, 1.3 (regla de Barrow) Si f : [a,b] — R es una funcion diferenciable (**) y con derivada
continua (las funciones cuya primera derivada existe y es continua se llaman también funciones de clase
€1, o funciones derivables con continuidad), entonces

a

b b
/f/(ac) dx = f(b) — f(a). Notacion que usaremos nosotros: f(b) — f(a) = [f(x)} .

JUSTIFICACION: (Ver [21], Teorema 2.)
Para cualquier niimero natural n,

s =50 = [ -1 () s 1(2) -1 (3)] + [ () - 70

Por otra parte, al dividir por 1/n cada uno de los corchetes anteriores tendremos una aproximacion de la
derivada de f. Asi que ponemos

wmnlr () (5] (),

I &, i—-1\1 e
Jrefi b () B

15 A lo largo de todo el curso, una funcién diferenciable sobre un intervalo [a, b] significa que tiene derivada en todos
los puntos de (a,b) y derivada lateral en los extremos (esta nomenclatura es compatible con la observacion 21).
Todas nuestras derivadas son finitas, salvo indicacién expresa en sentido contrario.

y obtenemos

rm-so =3 [r (2

1=1




22 CALCULO INTEGRAL
- ]

Por el principio de transferencia (apartado (C.2)), la anterior igualdad es también vélida para un hipernatural
infinito H. Y ahora razonamos de la siguiente manera:

. Zfil (54 £ =~ fo f/(x) dz, por definicién de integral (ver (C.3) para la interpretacién del limite
de una suces1on)

» Cada ¢; es infinitesimal, por ser f de clase €' (ver nuevamente (C.3)), Iuego también lo es el maximo
de sus valores absolutos, € = max{|e;| : ¢ = 1,..., H}. Por tanto,

1 & 1
EZEI < —He=e=0.
i=1
Por consiguiente, f(1) f f(z) dz, y como ambos son niimeros estdndar, han de ser iguales.

1.1.3. Calculo de primitivas

En este curso supondremos conocidas las propiedades elementales de las integrales: la integral de una
suma es la suma de las integrales; las constantes pueden sacarse fuera de la integral; si una funcién es mayor
o igual que otra en todos los puntos, entonces la integral de la primera también es mayor o igual que la
integral de la segunda; el valor absoluto de una integral es menor o igual que la integral del valor absoluto;
y la aditividad de los intervalos, es decir, si a < ¢ < by f es integrable sobre [a, ¢] y sobre [c, b], entonces

/bf(x)dx:/cf(m)dx+/bf(x)dx

Gracias a la regla de Barrow, para conocer el valor de la integral de una funcion es suficiente con conocer
el valor de cualquier primitiva suya. También supondremos conocido el calculo de primitivas

= de las funciones trigonométricas, logaritmicas y exponenciales;
= de funciones racionales;

= a través de cambios de variable: al hacer el cambio x = h(t),

h(b)

[ s d:c—/f

h(a)
(donde las funciones f y h se suponen de clase €*);

= a través de la integracion por partes: si f y ¢ son funciones de clase €,

/ f(2)g' () d = [ﬂmg(x)}i - / f()g(a) da

= y, en general, de todas las funciones cuyas primitivas figuran en el anexo M.
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INTEGRALES SOBRE CAMINOS

Las integrales sobre curvas son integrales de funciones definidas sobre unos objetos que en cierto modo
son de dimensién 1 pero que no estan contenidos en R, sino que su espacio ambiente es R2, R? o, incluso,
otro R™ con n > 3. Modelizaremos las curvas como deformaciones de intervalos cerrados y acotados que,
tras sufrir una deformacién, se han salido, por asi decir, de su espacio ambiente natural y han adquirido una
forma que necesitaba de mas dimensiones.

Una situacion similar se nos dara con las superficies, objetos esencialmente de dos dimensiones pero que
no estén contenidos en R? sino en R? (ver la seccion 3.1).

Querremos integrar sobre curvas dos tipos de aplicaciones distintas, funciones escalares y funciones vec-
toriales.

8. Un adjetivo aplicado a una funcién se refiere normalmente a sus imagenes, no a su dominio.
Asi, por ejemplo, una funcion compleja es la que toma valores en el cuerpo de los nimeros
complejos; en cambio, si es el dominio el que esta formado por nimeros complejos se llama funcion
de variable compleja.

Nuestras funciones escalares, por tanto, toman valores en R, y las funciones vectoriales toman
valores en un espacio vectorial R™, con n > 1, donde n dependera de cada caso.

Las funciones escalares y las vectoriales que integremos representaran en las aplicaciones de estas in-
tegrales una magnitud (de indole fisica, econémica, etc., segin cuél sea el campo de aplicacion) de la que
nos interesa conocer un comportamiento global a partir de que conozcamos su comportamiento local. En la
introduccién de cada tipo de integral concretaremos este planteamiento mediante alguna de sus aplicaciones
mas caracteristicas.

En lugar de hablar de funciones escalares o vectoriales hablaremos a menudo de campos escalares y
campos vectoriales.

9. Un rasgo adicional de los campos vectoriales es que el conjunto inicial y el final estan
contenidos en espacios vectoriales de la misma dimension.

Para definir integrales sobre curvas necesitaremos precisar qué entenderemos por una curva. Una de las
ideas intuitivas que tenemos de curva es de un subconjunto del plano o del espacio que se puede “trazar’, que
se puede “recorrer”. Nos vamos a apoyar en esta visiéon dindmica de las curvas para describirlas. Supondremos
que hay un cierto parametro, que denotaremos con una t porque en las aplicaciones con frecuencia se refiere
a una variable temporal, que es el que nos permite hacer el recorrido de la curva, comenzando en un punto
y terminando en otro (o en el mismo), tras haber “pasado” por cada punto una o méas veces.

La primera consecuencia de este planteamiento es que comenzaremos tratando, no con las curvas propia-
mente dichas, sino con su descripcién a través de una funcion (ver la observacion 25), que suele denominarse
trayectoria, parametrizacion, camino, o con otros nombres similares.

1.2.1. Integral de un campo escalar sobre un camino

Nuestra aproximacion a las curvas (de las que ya advertimos ahora que no daremos una definicion hasta
la seccion 1.3), la haremos a través de lo que llamaremos caminos:

Definicion 1.4 Un camino en R™ es una aplicacion continua, definida sobre un intervalo cerrado y acotado (con mds
de un punto, para evitar los casos degenerados) y con valores en R™, donde normalmente n serd 2 o 3, pero también
podria ser 1 o cualquier nimero natural mayor que 3.

Llamaremos punto inictal y punto final del camino a la imagen del punto inicial y del punto final del intervalo,
respectivamente.

Usaremos las palabras trayectoria y parametrizacion como sinénimos de camino (19).
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Los caminos en R? los consideraremos a menudo como un caso particular de caminos en R3, a base de
sumergir R? en R3, anadiendo una tercera coordenada nula.

Supéngase que ¢ : [a,b] — R3 es un camino sobre cuya imagen queremos medir alguna cantidad
escalar, como pueden ser, por ejemplo, la longitud de la imagen misma, ¢([a,b]); o la masa de la imagen
¢([a, b]) suponiendo que conozcamos la densidad f(z,y,2) en cada punto suyo; o el area de una superficie
tridimensional que tiene por base a ¢([a,b]) C R? x {0} y una altura variable dada por una funcién positiva
z = f(z,y,0) (7). En todos estos casos nos proponemos medir una magnitud que estd definida sobre una
deformacion del intervalo [a, b], deformacion que viene dada por la funcién c.

Usaremos ideas muy parecidas a las de apartado 1.1.1, con las adaptaciones que nos impone el hecho de
que ahora nuestro dominio de definicién de la funcién a integrar f no sea un intervalo sino la imagen de un
camino.

Para empezar, tomamos una particién de [a,b], to = a < t; < ... < t,, = b, con la que pretendemos
aproximar la imagen ¢([a, b]) mediante el poligono que une los puntos c(tg), ¢(t1), - .., c(tm) en este orden.

Figura 1.7: Aproximacion con poligonales

Los tramos rectos de la poligonal seran las bases de unos rectangulos cuyas areas sumaremos para
aproximarnos a la integral que queremos definir. Para las alturas de estos rectdngulos queremos tomar los
valores de f en puntos “intermedios”. Ahora bien, la funcion f sélo sabemos que esté definida sobre puntos
de la curva, no de la poligonal. En consecuencia, nuestros puntos intermedios &; los elegiremos en cada
subintervalo [t;_1,t;] y evaluaremos f en los puntos ¢(&;). Asi, la suma de todas las areas de los rectangulos
seré

> fel&) llets) = et
i=1
y pasaremos al limite cuando m — oo.

Teorema | 1.5 Supongase que c: [a,b] — R™ es un camino de clase € () y que f es un campo escalar
continuo definido sobre la imagen de ¢, f : ¢(]a,b]) — R. Entonces

m b
i > f(el)) eft) — ettin)l| = [ Se)lle’ o] de
i=1 v
JUSTIFICACION: (19) Las sumas de Riemann correspondientes a la integral de la derecha son de la forma

Sm = 2}”(6(&)) I’ (€l (£ — tia),

16 Sin embargo, normalmente reservaremos la palabra parametrizacién para cuando nos estemos refiriendo a un camino
asociado a una curva concreta.

17 Ver la figura F.3.
18 Ver la observacién 21.

19 Puede consultarse una demostracién en [2], teorema 5.2.13.
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Ahora bien, como la funcién derivada ¢’ es continua, cada una de las derivadas ¢'(§;) puede aproximarse
por la derivada ' (t;). Y, a su vez, la norma de ¢/ (t;) puede aproximarse por el cociente ||e(t;) —c(ti—1)||/(ti —
ti—1) (*°), de manera que S,, puede aproximarse por Y .-, f(c(&)) |le(t;) — c(ti—1)||. Para terminar la
demostracién, lo que necesitamos es comprobar que estas tltimas aproximaciones son lo bastante buenas

como para que el Iimite de ambas sumas sea el mismo.

Antes de proceder a nuestra definicion de integral de un campo escalar sobre un camino senalemos que,
en las aplicaciones practicas y en los célculos aproximados que tengamos que hacer, un tipo de caminos que
nos interesan especialmente es el formado por caminos cuyas imégenes y sus expresiones analiticas sean las
mas sencillas posibles: que vengan descritos por polinomios de grado 1 (la imagen seré un segmento recto) o
por una coleccion encadenada de polinomios de grado 1 (la imagen sera una poligonal). No son trayectorias
de clase €' en cuanto tengan algtn vértice (2!), pero si lo son en el entorno de cada uno de los valores del
parametro que no se corresponden con un vértice.

Definicién 1.6 Diremos que un camino c : [a,b] — R" es de clase ¢* a trozos cuando existe una particion del

intervalo [a,b], {a =t <t! < ... <tN = b}, de modo que la restriccion de ¢ a cada subintervalo [t*=1 t*] es de clase
€' (k=1,...,N).

10. No olvidar que todos nuestros caminos, incluidos los de clase ¢! a trozos, son funciones
continuas.

Figura 1.8: Esquema de un camino de clase %" a trozos

Apelando a todas estas consideraciones, definimos la integral de la siguiente manera:

Definicion 1.7 Sea c : [a,b] — R™ un camino de clase € a trozos, y sea f un campo escalar continuo definido al
menos sobre la imagen de ¢, f : c(]a,b]) — R. La integral del campo f a lo largo del camino c es

b
/ fds = / el @] dt.

20 Para esta aproximacion nos podemos apoyar en el teorema del valor medio para derivadas de funciones vectoriales, a pesar
de que nos proporciona solamente una desiguadad, y no una igualdad como en el caso de funciones escalares.

21 Este comentario no contradice a la observacién 25. Aqui es seguro que no son de clase 4! porque estamos considerando
solamente expresiones polinomicas de grado 1.
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Observacion sobre la existencia de la integral en la definicion 1.7: Si la derivada ¢’ existe y
es continua en todos los valores del parametro, es seguro que la integral existe, puesto que el integrando se
obtiene mediante operaciones y composiciones de funciones continuas, luego es a su vez una funcién continua.

Si no es asi, es decir, si hay puntos donde ¢ no es derivable o donde alguna de sus componentes
no tiene derivada continua, entonces la integral en realidad hay que entenderla como la suma de las

integrales sobre los subintervalos [t*~1,#¥] (notaciones de la definicién 1.6): f: fle@®)|Ic' (t)|| dt significa
N tF
Y k=1 Jpoa Fe@®)l € (D) dt.

11. En las explicaciones que demos y en las figuras que hagamos (y a veces también en las
demostraciones) serd frecuente que supongamos que el camino es de clase 4!, no solamente de
clase €' a trozos, de manera que para pasar al caso general simplemente argumentaremos sobre
cada uno de los trozos de clase €' para luego sumar los resultados, gracias a los teoremas 1.12
y 1.14.

Ejemplo 1.8 Hallar el promedio de la ordenada y de los puntos de la semicircunferencia de radio a
parametrizada por ¢ : [0, 7] — R3, 6 ~ (0, asinf,acosf), donde a > 0.

El promedio de una funciéon f(x,y,z) sobre una parametrizacion ¢ se define como [, fds/ [ ds, en
coherencia con definiciones de promedios en otros contextos.

12. La definicion de promedio es una generalizacion de la formula para calcular la media
ponderada de una coleccion finita de datos. Recuérdese que las integrales son una buena manera
de generalizar las sumas finitas cuando tenemos una cantidad no numerable de datos.

Como
T T

/yds:/asin9[aQCOSZH—&-aQsinQH}l/QdH:az/sinedt?:2a2,

c 0 0

s

/ds:/[a2cos29+a231n29]1/2d0:a/dﬂzam
c 0 0

el promedio buscado es igual a % a.

7

(0.0.2)

(0,22 ) [(0,2,0)
T

X (0,0,-2)

Figura 1.9: Imagen de la trayectoria del ejemplo 1.8
El promedio de x es cero porque x siempre lo es. Y el de z también es cero, como puede comprobarse

por un célculo directo,

/z ds:/a0050[a200829+a281n29]1/2d9:a2/0080d0:O,
0

c 0




INTEGRALES SOBRE CURVAS 27
|

o justificarse por motivos de simetria: como cos(m — 8) = — cos ¥,

U T

El El El
/cos@dG:/c0s9d9+/cosﬁd9:/COSGdF)*/cosada:O
0 0 0

0

us
2

(para la segunda igualdad, en una de las dos integrales se ha cambiado 6 por 7 — «).

13. En el calculo de una integral, un argumento de simetria puede demostrarse que es riguroso
mediante una utilizacién ad hoc del teorema del cambio de variable: se divide el dominio en dos
partes, se aplica la aditividad de la integral y mediante un cambio de variable se demuestra que
alguno de los sumandos es igual (u opuesto, segin cudl sea el caso) al otro. Para méas detalles,
consultar el anexo L.

La figura ilustra el sentido de este resultado: el punto formado por los tres promedios es el centro de
gravedad de la imagen de la trayectoria, que por cierto se encuentra fuera de la misma, y como 2/7 es un
nimero comprendido entre 0,5 y 1, el centro de gravedad est4 mas préoximo a la curva semicircular que al
centro de la semicircunferencia. |

Las integrales de campos escalares tienen las mismas propiedades de aditividad, producto por un es-
calar, etc., que las que ya conocemos para la integral de Riemann y que citamos en el apartado 1.1.3. Su
demostracion es inmediata, apelando a la correspondiente propiedad en la integral de Riemann (%2).

Mas novedosa es la propiedad analoga a la aditiva para intervalos. Para enunciarla necesitamos precisar
a qué adicion de caminos nos referimos aqui.

La idea es muy sencilla, se trata de convertir dos imagenes de caminos, con la tnica condicién previa de
que una de las imagenes comience donde termina la otra, en la imagen de un solo camino.

1
a b _. a, b.
| | b +b,-a, ) )

Figura 1.10: Suma de dos caminos

Dados dos caminos, una de cuyas imagenes comienza donde termina la imagen del otro (23), lo primero
que hacemos es construir un dominio de pardmetros que podamos usar para describir toda la imagen, a base
de trasladar uno de los dominios para ponerlo a continuaciéon del otro. Acto seguido hacemos una nueva
traslacion del segundo pardmetro para poderle aplicar el segundo camino:

22 Por ejemplo, para demostrar que las constantes pueden sacarse fuera de la integral argumentamos asi

b b
/ (kf) ds = / k() I/ @) dt = k / Fe®) 1€ (0] dt = & / f ds.

c

23 No definiremos la suma de dos caminos méas que cuando se cumpla esta condicién.
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Definiciéon 1.9 Sean c; : [a;,b;] — R™, i = 1,2, dos caminos con la condicién de que ¢1(b1) = c2(az). Llamaremos
suma de ¢1 y ¢z al camino ¢1 + ¢z : [a1,b1 + (by — az)] — R™ definido por

C1 (t) sit S b1

(c1+c2)(t) = co(t+ (az —by)) sit>by.

@ Teorema 1.10 La suma de caminos estd bien definida. Diremos también que la definicion 1.9 es
correcta.

14. Este enunciado merece un comentario aparte. Se asegura en él, y a continuaciéon lo demos-
traremos, que una definicion es “correcta”. Pero una definicion no es algo que necesite demostracion,
en matemaéticas hay mucha libertad para definir conceptos matematicos como uno quiera, jcémo
se explica que aqui se tenga que comprobar que la definiciéon “esta bien”?

La explicacién reside en que lo que si se exige a una definicién es que no contenga imprecisiones
y que los objetos mateméticos que se manejen tengan garantizada su existencia (24).

En nuestra definiciéon de camino suma no hay imprecisiones. El problema podria radicar en la existencia
de la suma como camino: no es obvio que ¢1 + ¢ sea una aplicacién; y, aun en el caso de que lo sea, tampoco
es obvio que sea continua.

DEMOSTRACION: Para que la definicién sea correcta hemos de comprobar que ¢ + cg es un camino, o sea,
que es una aplicacién continua.
En t = by hemos asignado, sorprendentemente, dos valores del camino suma. La explicacién reside en que
los dos valores son el mismo, gracias a la hipétesis ¢1(b1) = c2(aq). Por tanto, ¢1 + ¢2 es una aplicacion.
Para demostrar la continuidad de la aplicacion ¢1 + c2 en un punto cualquiera t argumentamos de este
modo:

Supéngase que a; <t < b;. ¢1+4ca es continua por la continuidad de la aplicacién ¢y, puesto que coincide
con ella en un entorno de t. En efecto, cuando t,, — t existird un ng tal que paran > ng, (c1+cz2)(t,) =
c1(tn) — €1(t) = (e1 + e2)(t).

Supdngase que by <t < by +by —as. €1 + c2 es continua por la continuidad de cz y de la aplicacion
t ~» t + as — by, puesto que coincide con la composicién de ambas en un entorno de t (?°).

Supéngase que t = b;. Utilizando los mismos argumentos que en los dos casos anteriores se demuestra
que
lim (e1 + ¢2)(t) = c1(b1), lim (e1 + €2)(t) = ca(az),
t—by t—bT

v la conclusién de que ¢1 + c2 es continua en by se obtiene de la hipétesis ¢1(b1) = ca(asg).

Con esto terminamos la comprobacién de que la suma de caminos ha sido definida correctamente.

15. En cada una de las definiciones que encontremos a partir de ahora estaremos atentos a la
posibilidad de que se den ambigiiedades y a si puede asegurarse la existencia de todos los elementos
que en ella se usan.

Teorema 1.11 Si ci y cg son dos caminos que pueden sumarse, ambos de clase €' a trozos, entonces
también es de clase €' a trozos el camino suma ¢1 + 2.

24 Puede decirse lo mismo de modo mas formal, apelando a que la imagen mediante una aplicacién siempre existe y es tnica:
en este caso, por ejemplo, dirfamos que la correspondencia que a cada par de caminos que cumplan la condicion del enunciado
les asocia su suma es una aplicacion.

25 Razonemos como en el caso anterior. Si tomamos cualquier sucesién () dentro del intervalo [a1, b1 + (b2 — a2)] que
converja hacia ¢, ha de existir un ng a partir del cual (¢1 + ¢2)(tn) = c2(tn + a2 — b1) = c2(t + a2 — b1) = (1 + ¢2)(t).
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DEMOSTRACION: No hay mds que observar que si a; = t? <...< tfv = b; son los tinicos puntos donde c;
no tiene derivada continua, de modo que las restricciones de c; a cada intervalo [t¥~*,t¥] son derivables con
continuidad (todo ello para i = 1,2), entonces el camino ¢; + ¢ es también derivable con continuidad en
cada uno de los intervalos cuyos extremos son dos puntos consecutivos de entre los siguientes:

a=t0<ti<. . <th=b=t3—ay+b <
<t§—a2+b1<...<t§2—a2+b1:b1+b2—a2,

puesto que sobre cada subintervalo son continuas las derivadas de ¢1, o de ca y de t ~ t + ay — by (segun si
estamos con t < by o con t > by, respectivamente).

16. Un camino de clase €' a trozos podemos verlo como las suma de un ntmero finito de
caminos de clase €. Esta observacion serd muy ttil en algunas demostraciones.

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar la aditividad de nuestra integrales para caminos:

Teorema 1.12 Si f es un campo escalar continuo sobre una suma c1 + --- + ¢ de caminos de clase €'

a trozos,
/ fds:/fds+-~-+/fds.

cit-+em

DEMOSTRACION: Sin pérdida de generalidad (*%) podemos suponer que los caminos son de clase €1 (*7).
Haremos la demostracion solamente para m = 2, y luego argumentariamos por induccién sobre m, repitiendo
el razonamiento que damos para m = 2.

Empezamos descomponiendo la primera integral en suma de otras dos, por aplicacién de la aditividad
de la integral de Riemann de una variable cuando se calcula sobre dos intervalos consecutivos:

bi+bz—az
/ fds= / fllex +e2)(t)) ll(ex + e2)'(t)] dt =
e by b b1+bza—asz
= /f((61 +c2)(t)) ll(ex +e2)'(B)] dt + / fllex +e2)(t)) ll(ex + e2)'(t)] dt =
azl bi+ba—asz "
= /f(cl(t)) lex' @) dt + / flea(t +az = b)) |le2’(t + az — by)|| dt =
a b1

- 7f(01(t)) Jex'(8)] at + 7f<c2<u>> lex'(w)l du= [ s+ [ fas,

donde en una de las integrales hemos hecho el cambio u =t + as — by.

26

17 . En una demostracién matematica, la expresiéon “sin pérdida de generalidad” significa que los casos restantes
se pueden reducir al que vamos a tratar.

27 Vamos a comprobar que no hay pérdida de generalidad al suponer que los caminos son de clase €!. Como indicamos en la
observacion 16, un camino de clase € a trozos no es mas que una suma finita de caminos de clase €. Si ¢; no es de clase €1,

siempre podréa ponerse de la forma c% + -+ civi, (i=1,...,m), con todos los sumandos de clase %1. Entonces el enunciado
equivaldria a
/ fds= Z /f ds,
i=1,....m
ettt k=1, N; °F

+c}n+4.4+cﬁm

donde cada c? ya es de clase €1, con lo que hemos reducido el caso general al que si que vamos a demostrar.
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1.2.2. Integral de un campo vectorial a lo largo de una trayectoria

Pretendemos ahora resolver un problema diferente. Cuando una particula se mueve de modo rectilineo
desde un punto A hasta un punto B bajo la accién de una fuerza constante F', el trabajo realizado por

F sobre la particula se define (por motivos en los que no vamos a entrar aqui) como el producto escalar
F-(B-A). (")

B

Figura 1.11: Un campo de fuerzas constante sobre un segmento y un campo de fuerzas variable sobre la imagen de una
trayectoria arbitraria

En el caso de que la trayectoria recorrida por la particula no sea recta o de que la fuerza varie de un
punto a otro del recorrido, la anterior férmula no es aplicable, por lo que hay que buscar alguna alternativa.
Lo que vamos a hacer es, en el espiritu del teorema 1.5, retocarla para darle un sentido aproximando con
una trayectoria poligonal.

Tomamos una particion infinitesimal tp = a < a +dt < a+2dt < ... < a+ H dt = b del intervalo [a, b]
(donde H es un hipernatural infinito y dt es el infinitésimo dt = (b—a)/H) y consideramos una aproximacion
de la suma de los trabajos realizados en los tramos rectos como si la fuerza fuese constante sobre cada uno de
ellos, Eil F(c(t;))-[e(t;)—c(ti—1)], puesto que, si suponemos que F es continuo, en cada tramo infinitesimal
es indistinguible (a escala estandar) de F' en su punto inicial. Y si suponemos que ¢ es de clase ¢!, entonces
a la escala del infinitesimal 1/H la imagen de la trayectoria no se distingue de un tramo recto en la direccion
de la derivada (ver la figura 1.12). Sobre estos argumentos puede completarse una demostracion de que

H H
Z F(c(ti)) - [e(t:) — e(ti1)] = Z F(e(ti)) - /(L) dt.

Y como la segunda expresion es una suma de Riemann (infinita) de la integral de (Fo¢) - ¢/, utilizamos esta
integral como definicién de la magnitud buscada.

Definicién 1.13 Sea c: [a,b] — R™ un camino de clase €' a trozos y sea F un campo vectorial continuo definido al
menos sobre la imagen de ¢, F : ¢([a,b]) — R™ (obsérvese que la dimension del espacio origen es la misma que la del

espacio imagen). Definimos la integral del campo F a lo largo de la trayectoria c mediante

/F ds = /bF(c(t)) - c(t) dt.

También se utiliza, especialmente en algunas aplicaciones, el nombre de circulaciéon del campo F a lo
largo de la trayectoria c.

18. La notacién nos recuerda que se trata de una generalizaciéon de la suma aplicada a una
cantidad infinita los elementos de longitud infinitesimales, ds.

En el anexo E damos otra interpretacion mas formalista del elemento de longitud, ver la defini-
cion E.13.

Anélogas observaciones a las hechas tras la definicién 1.7, de integral de un campo escalar sobre un
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e(t,)

a t b
| | |
] 1 1
dt
I,-/RI 1 |
'—'— T T T 1
L=a  =atdt t=a+(i-1)dt  t=a+idt t =a+(H-1)dt t=b

i-1

Figura 1.12: Resultado de aplicar un microscopio de potencia infinita H = (b — a)/dt (cf. apartado (C.3)) a puntos del
dominio del parametro y a un punto de la imagen de la trayectoria de clase €

camino, son validas aqui: siempre que el camino sea derivable con continuidad, la integral de la derecha
existe (2%); y si solamente es de clase ¢! a trozos, entonces la integral de la derecha es en realidad una suma
de integrales.

Igualmente son validas las propiedades elementales (ver la observacion 43), incluida la relativa a la suma
de caminos, que también para campos vectoriales se transforma en una suma de integrales:

Teorema 1.14 Si F' es un campo vectorial continuo sobre el camino suma ¢1 + -+ + €m, donde c1, ...,

Cm son de clase €' a trozos,
/ F-ds:/F-ds+~~+/F-ds.
c1 Cm

cit-+em

DEMOSTRACION: Es andloga a la de la misma propiedad para campos escalares (teorema 1.12).

Las integrales de campos vectoriales no so6lo comparten propiedades con las de campos escalares, sino
que en muchos casos la integral de un campo vectorial coincide con la integral de la componente tangencial
del campo:

Teorema 1.15 Sea ¢ un camino inyectivo y regular (es decir, ¢ es una aplicacion inyectiva, derivable,
con derivada continua, y ademds la derivada ¢’ es distinta de cero en todos los puntos). Sea F un campo

28 Puesto que el integrando es continuo, al ser el resultado de hacer operaciones y composiciones con funciones continuas.
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vectorial continuo sobre la imagen de c. Entonces la integral de F' a lo largo de ¢ coincide con la integral a
lo largo de ¢ de la componente tangencial de F':

/F-ds:/F-Tds,

donde T es la tangente unitaria determinada por ¢ en cada punto p de la imagen de c,

(c”(p)
I’ (e @)l

DEMOSTRACION: Un céalculo directo sirve para comprobar que

T(p) =

(1)

HC,(t)” ||C (t)” dt =

b b
[ Fomas= [ Flen) Tew) @) d = [ Fet):
b

= [Flew) ¢t~ [ F-as.

a

19. Al dividir por ||¢/(¢)| es donde hemos aplicado la hipotesis de que la derivada de ¢ sea no
nula en todos los puntos.

No es tan evidente donde hemos necesitado la inyectividad de ¢. La hemos utilizado en la definicion
de la tangente unitaria, porque no esta definida sobre el conjunto de parametros, sino sobre los
puntos de la imagen. Si el camino no fuera inyectivo podria ocurrir que pasara varias veces por el
mismo punto y que la tangente unitaria en ese punto no fuese tnica, con lo cual no estaria bien
definida (ver observacion 14).

Cuando n = 3, la notacion cléasica para este tipo de integrales no es la que venimos usando, mas compacta
y funcional pero menos intuitiva que la clasica: llamando P, @ y R a las tres funciones componentes del
campo vectorial F',

F(z,y,2) = P(x,y,2)i + Q(z,y,2)j + R(z,y, 2)k,

la integral sobre el camino ¢ se escribe a menudo como

20.
/F-ds:/de—i—Qdy—i—Rdz.

El motivo que hace que sea una notacién muy usada en la practica es el siguiente. El camino ¢ : [a, b] — R3
tiene tres funciones componentes, que suelen denominarse con el mismo nombre que tienen las variables

r=z(t), y=yit), z=2z(@), vVt € [a, b],

(se dice “la coordenada x es funcion del parametro ¢”, etc.), con lo que se escribe formalmente dz = z'(t)dt,
dy = y'(t)dt, dz = 2/ (t)dt. Entonces, Pdx + Qdy + Rdz no es mas que una abreviatura de

[P(2(t), 5(8), 2(0)' (1) + Q(a(t), y(t), (1) (8) + R(x(8), y(t), (1) 2' ()] d,

que resulta ser el desarrollo del producto escalar que hay en la integral utilizada en la definicion 1.13. Asi,
la notacién ayuda a recordar la formula.




INTEGRALES SOBRE CURVAS 33
|

1.2.3. Conjuntos abiertos y conjuntos cerrados

En el estudio de funciones de una variable los intervalos juegan un papel clave como dominios de definicién
de las funciones. Asi, por ejemplo, en nuestras integrales de una variable solamente tratamos con funciones
cuyo dominio es un intervalo cerrado y acotado.

Al pasar a funciones de varias variables definidas sobre subconjuntos de R™ (con n > 2), algunos de los
resultados mas importantes requieren que sus dominios de definicion disfruten de propiedades que generalizan
a algunas de las que disfrutan los intervalos cerrados o los intervalos abiertos.

Damos a continuacién los conceptos que nos resultaran imprescindibles en este curso, dejando otros
igualmente importantes por no tan urgentes (?°) para la disciplina conocida como Topologia.

Definicion 1.16 Un subconjunto U C R™ se llama abierto (en R™) cuando ningin punto suyo es limite de una
sucesion de puntos de U¢ = R™"\U. Un subconjunto C C R™ se llama cerrado (en R™) cuando el limite en R™ de
cualquier sucesion que esté formada por puntos del conjunto C' siempre pertenece al conjunto C.

Si X es cualquier subconjunto de R™, se llama interior de X (en R™), Int X, al conjunto de puntos de X que no
son limite de ninguna sucesion de puntos de X¢ = R™\ X; y se llama frontera de X (en R™), Fr X, al conjunto de
puntos de R™ que no pertenecen a Int X pero son limite de alguna sucesion de puntos de X.

Es inmediato que R” es, a la vez, abierto y cerrado. Y que hay subconjuntos de R™ que no son ni abiertos
ni cerrados.

También es trivial que si C' es cerrado entonces Fr C = C\ Int C.

Puede demostrarse que para que un subconjunto de R™ sea abierto es suficiente, pero no es necesario, que
esté definido por un nimero finito de conjunciones o disyunciones de desigualdades estrictas entre funciones

continuas de n variables cuyos dominios sean todos abiertos. Y que para que un subconjunto de R" sea cerrado

@ es suficiente pero no es necesario, que esté definido por un namero finito de conjunciones o disyunciones de
desigualdades no estrictas entre funciones continuas de n variables cuyos dominios sean todos cerrados. Ver
el teorema J.1.

21. Siempre que hablemos de una funcion de n variables cuyo dominio de definicién D no sea
abierto, al decir que es de clase €' (D) querremos decir que la funcién esté en realidad definida
sobre un abierto U que contiene a D y es de clase ¢ (U). Con ello garantizaremos que la diferencial
es unica en todos los puntos de D.

Un teorema de Weierstrass que nos serd muy tutil es que una funciéon f : C' — R que sea continua sobre
un conjunto cerrado y acotado C' C R™ siempre esté acotada y ademas alcanza su maximo y su minimo (39).

1.2.4. Teorema fundamental del Calculo generalizado

Dada la definiciéon de integral de un campo vectorial sobre un camino como integral de Riemann de otra
funcién, es razonable preguntarse si existe alguna generalizaciéon a este caso de la regla de Barrow. La tinica
dificultad es identificar qué es lo que ahora jugara el papel que jugaba la derivada de una funcion en la regla
de Barrow. El siguiente teorema demuestra que en este caso es el gradiente lo que sustituye a la derivada (31).

Teorema 1.17 (fundamental del Calculo generalizado) Sea f un campo escalar, diferenciable con
continuidad y definido sobre la imagen del camino de clase €' a trozos ¢ : [a,b] — R™. Entonces

/ Vi -ds = f(e(b) - f(e(a)).

29 Como el de conjunto conezo.

30 No demostraremos esta propiedad. Ni tampoco el hecho de que para funciones definidas sobre un abierto la diferencial, si
existe, es tnica (ver la observaciéon 21).

31 Recuérdese que el gradiente de un campo escalar f : U — R derivable, donde U C R™ es un abierto, es el campo

vectorial cuyas componentes son las derivadas parciales de f,

o1 " Ozp

que en el caso de que n sea igual a 1 coincide con la funcién derivada de f, f’.

0 0
gradf—Vf:U—R", p~ (—f@),.. —f(m),
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DEMOSTRACION: También aqui podemos suponer que el camino c es derivable con continuidad, al igual que
hicimos en la demostracién del teorema 1.12 (32).

La demostraciéon se reduce entonces a un simple célculo, en el que utilizamos la regla de Barrow y la
regla de la cadena para una composicién de funciones diferenciables del tipo R — R™ — R:

b

b
[vieis= [Oitetn-yde= [(reey® at= (700 - (e,

a

22. Una primera consecuencia del teorema fundamental del Calculo generalizado es que la
integral de un gradiente sobre un camino no depende propiamente del camino, sino solamente del
punto inicial y del punto final. Volveremos sobre esta propiedad en la seccion 1.4.

1.2.5. Cambios de parametro

Nuestro enfoque en todo este apartado ha sido hasta ahora integrar campos vectoriales o campos escalares
sobre un determinado recorrido de una curva, no sobre la curva misma (observar que todavia no hemos
dado una definicion formal de “curva”, estamos apelando al concepto intuitivo). Es de suponer que este
planteamiento se deba a que distintos recorridos, distintas trayectorias, de la misma curva den lugar también
a distintas integrales. De no ser asi, seria razonable sospechar que habriamos definido las integrales sobre
una curva a base de utilizar cualquier recorrido suyo.

El siguiente ejemplo nos dard una pista de lo que ocurre cuando se recorre una misma imagen (la
circunferencia unidad, 22 4+ y? = 1) en sentidos opuestos.

Ejemplo 1.18 Calcular la integral de xzdy — ydx sobre cq1(t1) = (costi,sinty) y sobre ca(ta) =
(costy, —sints) (0 < ty,t2 < 2m).

Figura 1.13: Las parametrizaciones de la circunferencia unidad utilizadas en el ejemplo 1.18

Todos los calculos son muy sencillos:

27 27
/:c dy —ydx = /(cos2t1 + sin? t1)dt; = /dt1 = 2,
1 0 0
2 o
/a:dy—ydm: /(—COSZtQ—SiDth)dtQ:—/dtQZ—QTF. [ ]
A 0 0

32 En caso de que ¢ = e + - - -+ ¢V, con todos los ¢ de clase €', y que supongamos demostrado el resultado para cada c®,

[Vras =3 [9reds =32 [£ockth) — fockth D] = FoeN B~ Foct@) = Foc) — foclo)
c k ok k
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Al tratarse de una imagen conocida, hemos sabido parametrizarla en dos sentidos de recorrido diferentes
incluso utilizando el mismo dominio de parametros (si bien en cada caso el parametro representa un angulo
distinto). El siguiente procedimiento generaliza lo que hemos hecho en el planteamiento del ejemplo: nos
servirda siempre que tengamos sobre una curva cualquiera una trayectoria y queramos pasar a otra con
idéntico recorrido pero en sentido opuesto, y con el mismo dominio de parametros.

Definicién 1.19 Si ¢ : [a,b] — R™ es cualquier camino, se llama camino opuesto de c a cop : [a,b] — R”,
definido por
Cop(t) =cla+b—1t).

El paso de una trayectoria con un parametro a otra trayectoria con la misma imagen pero con otro
parametro ocurre en mas contextos que en los de cambio de sentido. Piénsese, por ejemplo, en el recorrido
de una misma curva en el mismo sentido pero a velocidades diferentes. En orden a manejar integrales sobre
la misma imagen pero obtenidas a través de trayectorias diferentes, formalizamos la situacion de la siguiente
manera.

Definicién 1.20 Sean c¢; : I} = [a1,b1] — R", ¢ : I = [ag,bs] — R", dos caminos de clase €* a trozos y con
la misma imagen, es decir, c¢1(I1) = ca(l2). Diremos que la funcién h : Iy — I, es un cambio de pardmetro(s)
cuando ca = c1 o h y ademds h cumple las siguientes condiciones:

= es biyectiva;
= es de clase €' a trozos;
» su deriwada (ya sea bilateral o lateral) es no nula en todos los puntos.

Diremos que ca es una reparametrizacion de ¢1 cuando existe un cambio de pardmetros que convierte el pardmetro
de ¢y en el pardmetro de c3.

Diagrama de un cambio de parametros:

I = [ay, ]
(&1
h 61(11)262([2>
c2
I = [ag, by]
@ 23. En otros textos se utilizan definiciones similares pero no totalmente iguales.

24. Las condiciones impuestas a los cambios de pardametros nos permiten asegurar que la relacién
“cg es una reparametrizacion de ¢;” es de equivalencia (33).

Ejemplo 1.21 (continuacién del 1.18.) El camino ¢z es una reparametrizacion de c;. El cambio de
parametros es t; = h(te) = 2w — to, con derivada constantemente igual a —1. |

Ejemplo 1.22 La grafica de y = |z|, —1 < 2 < 1 puede parametrizarse de modo obvio tomando a la x

como parametro, c1(x) = (z,|z|), y entonces la parametrizacion no tiene derivada en el origen (el punto
que da lugar al vértice de la grafica).
Pero también puede parametrizarse mediante cg : [—1,1] — R?, ea(t) = (t3, |t3]) y entonces si que existe

33 Esta afirmacioén no es evidente. Para demostrarla se utilizan, entre otros, el teorema de la funcién inversa para funciones
reales de una variable.




36

CALCULO INTEGRAL

-1

Figura 1.14: Grafica de |z

,con —1 <x <1

c2'(0) = 0 (**). La existencia de derivada no contradice la presencia del vértice, puesto que se trata de la
imagen de la funcién cg y no de la gréfica de la funcién cp. Y como la derivada es nula no apunta ninguna

direccién de una tangente en el vértice.

La biyeccion h : [—1,1] — [—1,1] que relaciona las dos parametrizaciones y cumple ca = ¢1 0 h es
h(t) = t3, que tiene derivada nula en ¢ = 0, y por tanto no es un cambio de pardmetros, cz no es una

h(y

Figura 1.15: Grafica de ¢*, con —1 <t < 1

reparametrizacion de cj.

misma imagen.

25. No perder de vista que ahora no tratamos en general con grdficas de funciones, sino con
imdgenes de funciones.

Dos funciones diferentes no pueden compartir la misma grafica, pero si que pueden compartir la

Cuando la grafica de una funciéon escalar de una variable presenta una singularidad en forma de
vértice, podemos estar seguros de que la funciéon no es derivable en el punto al que corresponde
el vértice. En cambio, la imagen puede tener un vértice sin que la funciéon deje de ser derivable,
como muestra el ejemplo 1.22.

34 La derivada de una funcién vectorial se calcula componente a componente. La primera componente de cz, t ~» t3, es
derivable con derivada 3t2, que en el origen es nula. Para obtener la derivada de la segunda componente, ¢ ~ |t3|, no podemos
aplicar las reglas de derivacién, por lo que calculamos los limites laterales del cociente de incrementos, lo que nos permite

distinguir los dos casos, t positivo y t negativo:
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35), por lo que

El hecho de que h sea inyectiva y continua obliga a que sea estrictamente mondtona (

h creciente

h decreciente

Figura 1.16: Justificacion: Como h es continua y biyectiva entre dos intervalos cerrados y acotados, su grafica no puede
dar saltos ni repetir valores y ha de llegar a los dos extremos, con lo que no hay mas que dos posibilidades: o
es estrictamente creciente o es estrictamente decreciente

necesariamente se tendré una de las dos posibilidades siguientes:

1. h es estrictamente creciente, y h'(t2) > 0 en todos los puntos ¢5 € I (como derivada lateral o como
derivada bilateral);

2. h es estrictamente decreciente, y h/(t2) < 0 en todos los puntos ¢t € I (como derivada lateral o como
derivada bilateral).

Definicion 1.23 En el primer caso diremos que h conserva la orientacion o que c1 y co tienen la misma
orientacion, y en el segundo caso que h invierte la orientacion o que c; y co tienen orientaciones opuestas.

26. Notese que no hemos definido, por ahora, qué se entiende por orientacion.

La biyectividad de h garantiza que los extremos del intervalo I; se corresponden con los extremos del
intervalo I»; es decir, que se tiene una y sblo una de las dos posibilidades siguientes:

= si h es creciente, entonces h(az) = a1 y h(be) = by, por lo que ca2(az) = c1(a1) y ca(b2) = c1(b1);
= y si h es decreciente, entonces h(az) = by y h(bs) = ay, por lo que cz(az) = ¢1(b1) v e2(b2) = c1(aq).

Obsérvese que en el caso especial de que la imagen de la trayectoria sea cerrada, es decir, cuando ¢; (a1) =
c1(b1), la mera correspondencia entre los puntos “extremos” de la imagen (que ahora no son verdaderos
extremos) no nos aclara si hay o no cambio de orientacién. En otras palabras, puede ocurrir, por ejemplo,
que ca(az) = c1(ay) y ca(ba) = €1(b1) pero que h sea decreciente.

1.2.6. Efectos de los cambios de parametros en el valor de las integrales

Teorema 1.24 Sea f un campo escalar continuo sobre la imagen de la trayectoria ¢, de clase €' a trozos,
y sea co una reparametrizacion de c1. Entonces

/fds:/fds.

35 Para una demostracion, ver, por ejemplo, [1], ejercicio 4.62. Y para una justificacion, la figura 1.16.
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DEMOSTRACION: Supondremos en primer lugar que c1, ce y h son las tres diferenciables con continuidad.
Entonces la regla de la cadena nos garantiza que (notaciones como en la definicién 1.20) c2’(t) = h'(t)e1’ (h(t))
y por tanto |le2’(t)|| = |W'(¢)|||e1’(h(t))]]. Aplicando ahora la formula del cambio de variable para integrales
de funciones de una variable (apartado 1.1.3),

b b2
[ s = [ sestnlea @l de = [ Herthe)lno)] ex' (o)) de =

Cc2

= 7f(c1(u))c1’(u)|| du = /f ds,

Ci

donde en la penultima igualdad hemos hecho el cambio u = h(t) y para probar la igualdad hemos distinguido
dos casos posibles, a saber,

» h creciente. Entonces, |h'(t)| = h'(t), h(az) = a1 y h(b2) = by, con lo que la igualdad resulta obvia.

» h decreciente. Entonces, |h/(t)| = —h/(t), h(az) = by y h(by) = a1, con lo que
b ay by
[ reruni ol ey Gl at =~ [ setnien el du= [ fexlentl du
az by ai

A partir de lo que hemos demostrado hasta ahora puede deducirse el caso en que alguna (o varias) de las
funciones ¢1, ca y h sean solamente de clase €' a trozos (36).

Teorema 1.25 Sea F un campo vectorial continuo sobre la imagen de la trayectoria ci de clase €' a
trozos; y sea cg una reparametrizacion de cy. Entonces

/F~ds:i/F~ds,

donde el signo depende de si c1 y ca tienen o no la misma orientacion.

DEMOSTRACION: La demostracion es totalmente andloga a la del teorema anterior, 1.24. EIl tinico cambio
resaltable es que ahora

bo ba
[ Feds= [ fleatt) - ex'®)dt = [ fea(hie) -ex' (o)t di =

= i]lf(cl(u)) ceq'(u) du = j:/F -ds,

donde el signo depende de si I/ es positiva o negativa.

36 Pasamos ahora al caso general, en el que c1, c2 y h solamente son de clase €' a trozos. La estrategia de la demostraciéon
consistira en descomponer los caminos ¢1 y c2 en sumas de caminos de clase €1 con la condicién adicional de que también la
restriccién del cambio de parametros h sea un cambio de parametros de clase €1 para cada sumando.

En I hay un conjunto finito de puntos, F», donde o la funcién h o la funcién ¢z incumplen las condiciones para ser de clase
%'. Y en I hay un conjunto finito (cuando decimos conjunto finito admitimos la posibilidad de que sea vacio), F;, donde c1
incumple la condicion de clase €.

En I; consideramos el conjunto Fy U h(F3), y en I el conjunto F» U h~1(F}), ambos finitos y homélogos mediante h, que
determinan sendas particiones en I1 e Iz. Aplicamos el resultado ya probado a cada una de los subintervalos de I1 e Iz asi
obtenidos y con ello terminamos la demostracion, gracias al teorema 1.12.
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27. Suele decirse que la integral de un campo vectorial sobre un camino es una integral orien-
tada, porque depende del sentido de recorrido, mientras que la de un campo escalar no es orien-
tada, porque es independiente del sentido de recorrido.

Esto es congruente con el hecho de que una integral de un campo escalar positivo siempre es positiva (37),

mientras que no hay un resultado similar en integrales de campos vectoriales.

37 Puesto que en la integral de la definicién 1.7 todos los factores que aparecen en el integrando son positivos.
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En cierta clase de problemas que traten de una curva nos interesara la parametrizaciéon, no sélo su imagen
(por ejemplo, cuando analicemos el recorrido de un objeto en movimiento, su velocidad, etc.), mientras que
en otros solo querremos recurrir a una trayectoria de modo auxiliar porque no sera esencial a la cuestion que
estamos estudiando (por ejemplo, al medir una longitud). En esta seccion el objeto sobre el que integraremos
serd una curva en si misma, no una parametrizacion suya.

Supoéngase que se tiene una curva con puntos multiples, como una lemniscata de Bernoulli o un folium de
Descartes. Pueden parametrizarse de varias maneras, como todas las curvas, pero al tener un punto multiple

N\ J/

Figura 1.17: Cuatro sentidos de recorrido para la lemniscata (2 + 3?)? = 2? — y*, conjugando las dos posibilidades de
orientacion en las dos mitades (seguir cada uno de los cuatro colores)

Figura 1.18: Cuatro sentidos de recorrido para el folium de Descartes x* + y* = xy (recérrase siguiendo cada uno de los
cuatro colores)

aparecen mas de dos sentidos de recorrido, lo que complica su estudio. Por motivos como éste, no daremos una
teoria general de integrales sobre curvas, que seria un objetivo excesivamente ambicioso. Nos limitaremos
a dos tipos especiales de curvas sobre las que estamos en condiciones de comprender las demostraciones
(aunque por motivos de calendario no las demos) y que seran suficientes para nuestras aplicaciones.
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Definicion 1.26
1. Una curva simple en R™, C, es la imagen de un camino ¢ : [a,b] — R™ que es una funcion inyectiva y reqular
a trozos (o sea, que es de clase €' a trozos y su derivada, lateral o bilateral, es no nula en todos los puntos).

Cuando hablemos de una parametrizacion o de una representacion paramétrica de una curva simple en-
tenderemos que nos referimos a un camino que cumple todas estas condiciones.

Los puntos c(a) y ¢(b) de C son los extremos de la curva simple C' (3%).
2. Una curva cerrada simple en R™, C, es la imagen de un camino ¢ : [a,b] — R™ regular a trozos que es una
funcion inyectiva sobre [a,b) y verifica que ¢(a) = ¢(b).

Cuando hablemos de una parametrizacion o de una representacion paramétrica de una curva cerrada simple
entenderemos que nos referimos a un camino que cumple todas estas condiciones.

Observar que una curva cerrada simple no es una curva simple, de modo que la expresion “cerrada simple”
hay que entenderla como un todo.

La suma de dos curvas simples, C = C7 + C5 es la imagen de un camino que sea suma de sendas
parametrizaciones de Cy y Cbs, siempre que estas parametrizaciones se puedan sumar, claro. Puede que
C1 + C5 sea una curva simple, pero también puede ser una curva cerrada simple, o no ser ninguna de las dos
@ cosas, todo depende de las intersecciones que haya entre C7 y Cs.

El siguiente resultado garantiza que tanto para las curvas simples como para las curvas cerradas simples
pueden definirse dos y so6lo dos orientaciones diferentes.

Teorema 1.27 Las curvas simples y las curvas cerradas simples tienen la siguiente propiedad: dada una
parametrizacion suya, cualquier otra parametrizacion de la misma curva es o una reparametrizacion que
conserva la orientacion o una reparametrizacion que invierte la orientacion.

Aun para los dos casos especialmente sencillos de curvas que nosotros tratamos, las demostraciones de la
tesis del teorema 1.27 son complicadas. Consular una demostracion en [2], desde el teorema 2.6.23 hasta el
ejemplo 2.6.31 (para las curvas simples) y en [2], teoremas 6.2.10 y 6.2.12 (para las curvas cerradas simples).

Como consecuencia del teorema 1.27, todas las parametrizaciones de una misma curva simple pueden
dividirse en dos clases, con el criterio de que dos parametrizaciones pertenecen a la misma clase cuando
el cambio de parametros es creciente y pertenecen a distinta clase cuando el cambio de parametros es
decreciente. Cada una de estas dos clases se llama orientacion de la curva simple. De la misma forma se
define una orientacion de una curva cerrada simple.

Definicion 1.28 Una curva (simple o cerrada simple) orientada es el resultado de asociar a la curva una de
las dos orientaciones posibles.
Las parametrizaciones que pertenecen a la clase seleccionada se dice que son compatibles con la orientacion.
Para una curva simple orientada, llamaremos punto inicial de la curva (respectivamente, punto final de la
curva) al punto inicial (respectivamente, punto final) de una cualquiera de sus parametrizaciones compatibles (3%).

Un curva orientada, tanto si es simple como si es cerrada simple, se denota por C* o por C~. La tnica
condicién para elegir el superindice + o el — es que, para la misma curva C, las curvas orientadas CT y
C~ tengan orientaciones opuestas, es decir, que para pasar de una parametrizacion de C a una de C~, o
viceversa, el cambio de parametro sea decreciente.

28. La asignacion del signo + o del signo — es, en principio, totalmente discrecional.

38 Argumentando como hicimos a continuacién del ejemplo 1.22 y observando que la aplicacion cy 15 ¢y es continua y
biyectiva, se demuestra que el conjunto {c(a), c(b)} es independiente de la parametrizacion de C.

39 Dejamos como ejercicio demostrar que la definicién de punto inicial y de punto final de una curva orientada es correcta.




42 CALCULO INTEGRAL
- ]

Definicion 1.29 Dado un campo escalar continuo f sobre una curva simple o sobre una curva cerrada simple C,
f:C — R, la integral del campo sobre la curva es la integral del campo sobre cualquier parametrizacion de la
curva. Notacion: fC fds.

Y dado un campo vectorial continuo F' sobre una curva simple orientada o sobre una curva cerrada simple orientada,
F : C — R", la integral del campo sobre la curva orientada C7T es la integral del campo sobre cualquier

parametrizacion de Ct, es decir, sobre una parametrizacion de la curva C que sea compatible con la orientacion de
+ e
C*. Notacion: [, F -ds.

En coherencia con la notacién introducida en la observacién 20, pondremos también fC +F-ds =
fCJr FldI1 ++Fndxn
Tal como estéa enunciada la definicion 1.29, resulta que para definir la integral de un campo escalar o
de un campo vectorial sobre una curva se toma una cierta parametrizacion de la curva (de las que tenemos
una infinidad para elegir) y se utiliza esa parametrizacion para calcular la integral. Asi que se ha dejado
un elemento al azar que podria dar lugar a una indeterminacién del concepto: jqué ocurre si al elegir dos
@ parametrizaciones resulta que el valor de la integral es distinto?, ;cual sera entonces el valor de la integral
sobre la curva?

Corolario 1.30 Gracias a los teoremas 1.24, 1.25 y 1.27, la definicion 1.29 es correcta. Y ademds, con
los datos como en la definicion 1.29, la integral de un campo escalar f sobre una curva C' no depende de la
orientacion de ésta, mientras que la integral de un campo vectorial F' si que depende:

/F~ds:f/F~ds.
c- c+

DEMOSTRACION:  Consideremos la integral de un campo vectorial F sobre una curva simple (o cerrada
simple) orientada CT. Por la definicién 1.26, la curva C, sin orientar, tiene alguna parametrizacion c. Si ¢ no
es una de las parametrizaciones de la orientacion de Ct, entonces su opuesta cop tiene que ser necesariamente
orientacién de C'T, gracias al teorema 1.27 (tal como se argumenté cuando se dio la definicién de orientacion).
Asi hemos comprobado que siempre hay alguna parametrizacién compatible con la orientacién de CT.

Si ahora tomamos dos parametrizaciones de la curva C, entonces el teorema 1.25 garantiza que si ambas
son compatibles con la orientacién de C, la integral es la misma, lo que termina la comprobacién de que
la definicién 1.29 es correcta para el caso de integrales de campos vectoriales. Y, por el mismo teorema, las
integrales toman valores opuestos en el caso de que cada una de las dos parametrizaciones pertenezca a una
orientacion.

Para las integrales de campos escalares, el razonamiento es similar, aplicando el teorema 1.24 en lugar
del teorema 1.25 y sin necesidad de distinguir los casos en que dos parametrizaciones pertenezcan a distinta
orientacion.

Para la integral sobre una curva cerrada se utiliza también el simbolo ¢, en lugar del simbolo [, espe-
cialmente en el analisis de funciones de variable compleja.
Para curvas simples y para curvas cerradas simples podemos dar ahora una definicion de su longitud:

Definicion 1.31 Si C C R” es o una curva simple o una curva cerrada simple, llamaremos longitud de C a la
integral de la funcion constantemente igual a 1 sobre C':

(0) = [as= [ as— /b e8] dt,
C c a

donde ¢ : [a,b] — R es una parametrizacion de C.

La ultima definicién requiere una explicacion que legitime el uso que hacemos en ella de la palabra
longitud. Para ello recurrimos al teorema 1.5 y observamos que la integral de la funcién constantemente
igual a 1 sobre un camino es igual al limite de las longitudes de unas poligonales inscritas en la imagen
del camino (ver figura 1.7). También podemos imaginar, sobre una curva C' que esté contenida en un plano
(ver figura 1.19), el conjunto comprendido entre C' y la grafica de la funciéon constantemente igual a 1 como
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Figura 1.19: La integral de 1 sobre C' C R? podemos considerarla como una forma de medir el 4rea de la parte coloreada

una superficie que, una vez rectificada la curva (enderezandola, pero sin estirarla ni encogerla), seria un
rectangulo de altura 1y de base ¢(C'), con lo que su 4rea seria igual a ¢(C).

Nuestra definicién de longitud es correcta porque el teorema 1.24 nos garantiza que el valor de la integral
es el mismo independientemente de cual sea el camino que utilicemos para parametrizar C'.

29. No seria correcto aplicar la definicién de longitud a otras “curvas”’ distintas de las curvas
simples y las curvas cerradas simples, a menos que demostrasemos previamente que, también para
esas curvas, la integral de la funcion 1 es independiente de la parametrizacion.
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CAMPOS CONSERVATIVOS

La técnica més conocida para calcular la integral de una funcion de una variable sobre un intervalo
cerrado y acotado consiste en buscar una antiderivada para a continuacién aplicar la regla de Barrow. Este
procedimiento, que se utiliza tan a menudo, parece dar por descontado que todas las funciones que manejamos
tienen antiderivada. Y con razém, porque todas las funciones continuas tienen antiderivada, como se sigue
inmediatamente del teorema fundamental del calculo (teorema 1.2) (4°).

Para integrales de campos vectoriales sobre caminos, el teorema fundamental del calculo generalizado
(1.17) constituye una ampliacion de la regla de Barrow que nos proporciona una férmula para la integral
de un gradiente a lo largo de un camino de clase €' a trozos. La integral se obtiene evaluando una funcién
escalar cuyo gradiente es el campo vectorial, en el punto final y en el punto inicial de la imagen del camino,
y restando. Como consecuencia, el valor de la integral de un gradiente no depende propiamente del camino,

Figura 1.20: Varios caminos con el mismo punto inicial, A, y el mismo punto final, B

sino solamente de sus puntos inicial y final. Otro corolario es que cuando integremos un gradiente sobre un
camino cerrado (es decir, un camino para el que la imagen del punto inicial del intervalo coincide con la
imagen del punto final del intervalo), el resultado sera siempre igual a cero.

La primera pregunta que queremos resolver es si el teorema fundamental del calculo generalizado sirve
para calcular integrales de cualquier campo vectorial, como sucede con la regla de Barrow en el caso de
funciones con valores en R!, o si, por el contrario, cuando n es mayor o igual que 2 hay campos vectoriales
con valores en R™ que no son un gradiente.

Pues bien, en cuanto estemos en dimensién mayor o igual que 2, no es cierto que todos los campos
vectoriales continuos sean el gradiente de un campo escalar. Para n = 3 basta observar, por ejemplo, que
el rotacional (*!) de un gradiente de clase ¢! siempre es nulo (*?), y sin embargo es facil construir campos
de clase ¥*° con rotacional no nulo. Para n = 2 mas sencillo todavia es remitirnos al ejemplo 1.18, donde
hemos integrado un campo vectorial sobre un camino cerrado (en realidad, sobre dos caminos cerrados) y

40" Asunto totalmente distinto es si esa antiderivada es, o no, una funcién elemental, en el sentido que se explica en la nota
a pie de pagina n° 78.

41 Si F: U — R3, donde U C R? es abierto, es un campo vectorial tridimensional, que tiene por funciones componentes
F1, Fy y F3, recordemos que el rotacional de F' es el campo vectorial

rotF =V x F:U — R3,

0 15) 15) . OF3 OF, o OF3 oF, o
po o e |0 = (50 - G20, S - 5w, S - )

Fy Fy F3

42 Si F = V f es de clase €, entonces las derivadas segundas de f existen y son continuas, puesto que sus derivadas primeras
no son otras que las componentes de F. Al ser f de clase 2, sus derivadas cruzadas son iguales (ver, por ejemplo, [15], apartado
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no nos ha dado cero, luego ese campo vectorial no puede ser un gradiente.

Asi pues, ya sabemos que no siempre la integral de un campo vectorial es independiente del camino
recorrido y que esta propiedad si que es cierta para los campos que sean un gradiente (en otras palabras,
es una propiedad necesaria de los campos que son un gradiente). Nuestro objetivo ahora es saber hasta qué
punto esta propiedad es también suficiente para asegurar que el campo en cuestiéon es un gradiente de otro
campo. Pretendemos caracterizar los casos en los que se dé esta importante propiedad. Y resolver los mismos
interrogantes para la propiedad de que las integrales sobre curvas cerradas simples sean siempre nulas.

30. Cuando en matematicas hablamos de “caracterizar”, de “caracterizaciéon”, de “propiedad
caracteristica”, etc., siempre nos referimos a una propiedad que sea necesaria y suficiente.

31. Resumiendo, sea F' : R™ — R™ una funcién continua.

» F = V[ para alguna f = la integral [ F-ds solo depende de los puntos inicial y final de ¢

» F =V para alguna f = la integral [ F -ds es nula siempre que los puntos inicial y final
de c sean iguales

Las implicaciones reciprocas de las dos anteriores son ciertas en el caso n =1 (3). ;Son ciertas
las implicaciones reciprocas también cuando n > 27

El teorema 1.33 daré una respuesta afirmativa a esta pregunta, al menos cuando la formulemos para
campos que tengan todas las derivadas de primer orden continuas y cuyo dominio de definicién sea un
conjunto abierto.

Para ello nos interesara saber de qué forma construir un campo escalar cuyo gradiente sea un campo
vectorial conocido. Empezaremos resolviendo un ejemplo. Lo haremos por tres métodos distintos, que seran
ilustrativos de las demostraciones de varias partes de nuestro resultado principal (teorema 1.33).

Ejemplo 1.32 Sobre el campo F(z,y,2) = (y,x + 2yz3, 3y%2% — sin 2) considérese la pregunta ;existe un
campo escalar f: R? — R tal que Vf = F?

METODO 1. Definimos f(z,y,2) = [ Fi(t,0,0)dt+ [} Fa(z,t,0)dt+ [ Fs(z,y,t)dt = [ xdt+ [ [3y*t*—
sint]dt = xy + y*23 + cosz — 1. Y comprobamos trivialmente que el gradiente de la funcién f es
efectivamente F'.

En la demostracion del teorema 1.33 se vera que la construccion de esta f no es una mera idea feliz.

METODO 2. Definimos f(z,y,2) = fol F(tx,ty,tz) - (v,y,2)dt = f01[2txy + 5tty?23 — zsintz]dt = xy +
Y223 + cosz — 1.

También esta definicién de f tiene una justificacion, ya que este método aparece de manera natural
cuando se quiere construir f sobre un conjunto estrellado (ver la parte C) del teorema 1.33).

METODO 3. En los anteriores métodos hemos comenzado dando una funcién que es candidata a ser un
campo escalar cuyo gradiente sea F'. Estos procedimientos son véalidos con caracter general para algunos
dominios de definicién del campo F', pero no sobre todos. Nuestro ultimo método no presupone que
tengamos un candidato a la solucion (ni siquiera que exista solucion).

3.1). Pero en este caso las tres componentes de rot(grad f) son diferencia de dos derivadas cruzadas, luego son nulas:

o’f  f o’f  f o°f
8:)32813 89038:):2’ 8903811 8:E1 8x3’ 6x1 81‘2 8{E26$1

rot(grad f) = ( ) =(0,0,0) .

43 Lo que ocurre cuando n = 1 es que para cualquier F' se cumplen por separado todas las propiedades de la observacién:
todo campo continuo es una derivada; la integral de una funcién se denota con el simbolo ff, donde so6lo aparecen el punto

inicial y final; y una integral del tipo f: siempre vale cero.
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Estamos buscando una solucién al sistema de ecuaciones

of

2 F =

O 1=Y

0

—f:ngx—i—QyzB

dy ’
0

—f = I3 = 3y?2% —sinz
0z

donde la incognita es f. Integrando respecto de = la primera ecuacion,

f(z,y,2) = vy + 0(y, 2),

donde ¢(y, z) es la llamada “constante de integracion”, que es constante como funcion de x, pero puede
depender de las otras dos variables. Ahora que sabemos que f es igual a xy méas una funcién que no
depende de z, metemos ese dato en la segunda ecuacién, lo que nos da

af Op Op
3 — < =
T+ 2yz° = By z+ By’ = 3y 2yz°.

Integramos respecto de y para obtener informacién sobre la funcion ¢, con el resultado
0y, 2) =92 +9(2), = flz,y,2) =2y +9°2° +9(2),

donde v es la constante de integracion, lo que ahora significa que es una funcion que no depende de y
ni de x.

Por ultimo, introducimos estos datos en la tercera ecuacion,

0
3y%2% —sinz = —f =
0z

3222+ (2), = '(2) = —singz;

y al integrar la tltima expresion obtenemos que ¥ (z) = cos z + k, donde k es una constante genuina.
Concluimos que el sistema de ecuaciones tiene solucién y que cualquier solucién es de la forma

flx,y,2) :l‘y+y2z3+cosz+k.

con k € R. [ |

A qué se debe que con el tercer método hayamos obtenido todas las soluciones posibles, mientras que
con los otros dos métodos solamente hemos obtenido una soluci6on?

En el teorema siguiente supondremos que n > 1 (aunque no es imprescindible), dado que el caso n = 1
estéa resuelto. Obsérvese, por otro lado, que una parte de la tesis C) depende de la dimension n, pero el resto
vale para cualquier dimensién.

Teorema 1.33 Supondremos dado un conjunto abierto D C R™. Considérense las siguientes propiedades,
referidas a un cierto campo vectorial F : D — R™ de clase €*:

1.

1.

La integral de F a lo largo de cualquier trayectoria de clase €' a trozos y cerrada, cuya imagen esté
contenida en D, es nula.

La integral de F' a lo largo de cualquier curva cerrada simple orientada y contenida en D es nula.

Las integrales de F sobre dos trayectorias de clase €1 a trozos, cuyas imdgenes estén contenidas en D
y tengan el mismo punto inicial y el mismo punto final, son iguales.

. La integral de F sobre una curva simple orientada que esté contenida en D sdlo depende del punto

inicial y del punto final de la curva.

F es el gradiente de alguna funcion escalar.
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4. Para todo par de indices i,5 =1,...,n, se cumple que
or;  OF;
[“)xj o axl ’

(En el caso n =3 estd propiedad equivale a rot F = 0.)
Entonces
A) 1= 1'<= 2= 2= 3= 4.
B) 4 #= 3.

C) 4 = 3 siempre que se cumpla alguna de las siguientes condiciones adicionales (**):

» D es “estrellado” (*°)
= n =2y ademds D no “encierra agujeros” (ver apartado 2.5.5)

» n =23y ademds D es todo R® excepto un mimero finito de puntos (ver apartado 3.4.3).
DEMOSTRACION: (PARCIAL)

A) 1< 1’y 2 <= 2’ No las haremos. Las implicaciones hacia la derecha son inmediatas, aplicar
la definicién 1.29. Pero las implicaciones hacia la izquierda son mds laboriosas (16).

. . 2 ) .
Figura 1.21: Imagen de una trayectoria en R? de clase %' y cerrada, pero que no es una curva cerrada simple. Y de un
camino de clase €' que no es una curva simple

1 = 2: Sicy y ca son dos caminos en D que comparten punto inicial y punto final, entonces puede
construirse ¢1 + (¢2)op, que es un camino cerrado. Aplicandole la hipétesis 1, obtendremos la
igualdad de las integrales sobre ¢y y sobre ca:

0= / F-ds:/F~ds+ / F-ds:/F-ds—/F~ds.

ci1+(c2)op (c2)op

44 Ver también la condiciéon de que D sea simplemente conexo ([2], definicion 7.6.3 y teorema 7.6.5).

45 Un conjunto D se dice que es estrellado cuando tiene algin punto po € D para el que se cumple que para cualquier otro
p € D todo el segmento [po, p] = {po + t(p — po) : t € [0, 1]} esta contenido en D.

46 Si queremos demostrar que 1’ = 1, tomaremos cualquier trayectoria c : [a,b] — D, de clase €'! a trozos y con c(a) = c(b),
con el fin de demostrar que fCF -ds = 0. No podremos aplicar directamente 1’, puesto que es posible que ¢ no sea la
parametrizacion de ninguna curva cerrada simple (puede tener puntos dobles, ver la figura 1.21), asi que habra que utilizar otra
estrategia mas elaborada.
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A U : B m B A s < B
(a) (b) (c)

Figura 1.22: Demostracién de 1 = 2. (a) Los caminos ¢1 y cz. (b) El camino (¢2)op. (c) El camino ¢1 + (¢2)op

3 — 4: Se sigue del teorema sobre la igualdad de las derivadas cruzadas para funciones de clase €2,
puesto que si F = V f es de clase €1, entonces necesariamente f € €2, y por tanto

Ok _ 9 (Of _ 9 (OF) _ 0k
6.23]' o (933]' (9331 o 61‘1 8xj o 6$l '

3 = 1: Es consecuencia directa del teorema fundamental del calculo generalizado (teorema 1.17).

2 = 3: Supondremos, para simplificar, que D = R™ o,mads en general, que D es un producto carte-
siano de n intervalos abiertos no degenerados que contenga al origen (*7). El caso general no lo
demostraremos (48).

Haremos la demostracién para tres variables, el caso n-dimensional seria completamente anéalogo.

Para cada punto p = (z,y,z) definase f(p) como la integral de F a lo largo de un camino

cualquiera que va desde el origen hasta p y esta contenido en D. Demostramos a continuacion

que %(p) = F3(p), eligiendo para ello un camino que nos convenga. Del mismo modo se probaria

que %(p) = Fi(p) y que g—i(p) = F5(p), cambiando de camino segiin cuél sea la variable.

(0,y,2)
Z
(x,y,2)
N
C,AN
(0,0,0) N
(0,y,0)
CX
x,0,0
( ) > (x,y,0)
X G

Figura 1.23: f(z,y, z) se define como la integral de F sobre cualquier camino que vaya desde (0, 0,0) hasta (x,y, z). En
verde, el camino utilizado para la demostracién de que 9f/9z = F's. En rojo, el que usariamos para probar

que Of/0x = F1

Gracias a la hipotesis podemos suponer que la trayectoria que utilizamos para calcular el valor de
f es cualquiera que nos convenga para la demostracion, asi que tomamos la trayectoria poligonal
¢ que vaya uniendo los puntos (0,0,0), (z,0,0), (z,y,0), (z,y,2). Para ello ponemos ¢ como la
suma ¢, + ¢y + ¢,, donde cada uno de los tres caminos parametriza uno de los segmentos.

A partir de ahora supondremos que las tres coordenadas de p son estrictamente positivas. Los

47 Los productos de intervalos abiertos son conjuntos abiertos, de acuerdo con la condicién suficiente que hemos dado tras
la definicién 1.16.

48 Se requiere el manejo del concepto topolégico de componente conexa, que no incluimos en este curso. Ver una demostracién

en [2], teorema 5.5.6.
En el caso de que el dominio D no sea un abierto cualquiera sino que sea el interior de una regién simple, si que puede

probarse de manera elemental, modificando adecuadamente la demostracion que aqui damos.
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calculos para los casos restantes son similares (19).

Las parametrizaciones pueden elegirse de esta manera:

¢ [0,2] — D, e, (t) =(¢,0,0)
cy: [0,y — D, ¢y(t) =(z,t,0)
C;: [072} — D’ Cz(t) = (l‘,y,t)

Entonces ¢, = (1,0,0), ¢, = (0,1,0), ¢, = (0,0,1), luego

(Focy(t)) - c(t) = Fi(t,0,0)
(Focy(t)) - c,(t) = Fy(x,t,0)
(Foec.(t) - c,(t) = Fs3(z,y,t),

Yy por tanto:

flz,y, 2z /Fds—/Fds+/Fds+/Fds—

x z

:/Fl(t,0,0 dt—i—/Fg x,t,O)dt+/Fg(x,y,t)dt

0 0 0

(obsérvese la similitud con la férmula del método 1 del ejemplo que precede a este teorema,).

Ahora derivamos respecto de z. Las dos primeras integrales no contienen a la variable z, de modo
que su derivada es nula. Aplicamos el teorema fundamental del cédlculo a la tercera integral y
concluimos que f es derivable en p respecto a z, y su derivada es F5(p). Por tanto, % = F3.

Derivar f respecto a x usando la férmula anterior no es tan facil como derivarla respecto a z (°°).
Por ello, para probar que %(p) = Fi(p), es mejor elegir la poligonal (0,0,0) — (0,y,0) —
(0,y,2) = (x,y, 2), ver la figura 1.23. Y analogamente para demostrar que g—i(p) = F5(p).

B) El campo F(x,y) = (:1c2_—|—yy2’ xQ—T—gﬂ) cumple la propiedad 4, pero no la propiedad 1. En efecto,
(4):  es de comprobacién rutinaria;

(1): si integramos a lo largo de la circunferencia unidad c(t) = (cost,sint), 0 < ¢ < 2m,

2m

/F-ds:/(sinzt—i—coszt) dt =27 # 0.
c

0

32. Puede parecer que el campo del ejemplo que hemos puesto en esta demostracion de la parte
B) del teorema si que cumple la propiedad 3 del enunciado, puesto que sus componentes pueden

obtenerse derivando parcialmente la funcion arctan =.
9

Pero no es asi (°!), dado que el dominio de F' es todo el plano menos el origen, D = R?\{(0,0)},

mientras que el campo escalar f(z,y) = arctan Y 10 esté definido sobre la totalidad de D, sino
7

solamente sobre todo el plano menos el eje coordenado vertical, Dy = R?\({0} x R). (52)

49 Cuando alguna coordenada sea estrictamente negativa, por ejemplo = < 0, tomaremos
¢z [0,|z]] — D, ex(t) =(—t,0,0).

Y en los casos en los que alguna coordenada sea nula, por ejemplo y = 0, el correspondiente camino es degenerado, ¢y :
{0} — D, ¢y(0) = (2,0,0), y la integral de F sobre él es nula (podemos tomar este valor como definicién de integral sobre
un punto, puesto que la definicién 1.4 y, en consecuencia la 1.7, no admiten caminos degenerados). Luego también en este caso
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c(t)=(cos t, sin t)

Figura 1.24: El dominio de F' es todo el plano menos el origen. Contiene a la imagen de c. El dominio de f es menor, todo
el plano menos el eje Y. No contiene a la imagen de ¢

C) No haremos demostraciones de que anadir alguna de las condiciones adicionales es suficiente para que 4
implique las otras propiedades.

Para una demostracion de la suficiencia de la hipétesis de que D sea estrellado, ver el apartado K.1,
donde se utiliza una férmula muy similar a la del método 2 del ejemplo que precede a este teorema.

Mas adelante daremos justificaciones de la suficiencia de la hipétesis de que D no contenga agujeros
(cuando n = 2) y de que D sea todo el espacio salvo un conjunto finito (cuando n = 3) en los apartados
2.5.5 y 3.4.3, respectivamente.

Con esto finalizamos la prueba del teorema, excepto para las partes que expresamente hemos dejado sin
demostrar.

Definicion 1.34 Los campos que cumplen las condiciones 1, 1°, 2, 2’ o 8, se llaman conservativos o exactos,
mientas que un campo que cumpla la condicion 4 se dice que es cerrado.
Si F =V f, el campo escalar —f se llama funcion potencial de F'.

33. El signo “menos” que precede a f se debe a la interpretacion que tiene la funcién potencial
en las aplicaciones fisicas.

34. En algunos textos se utilizan las palabras “conservativo” y “cerrado” como sinénimos, lo
cual es correcto si, por ejemplo, se trabaja solamente con campos que estén definidos sobre el

espacio total. Si no se concreta ninguna condicién sobre los dominios de definicién, no es correcto
@ utilizar el mismo nombre para los campos que cumplan la condicién 4 que para los que cumplan
la condicién 1 o sus equivalentes.

En el teorema 1.33 contiene un reciproco parcial de la propiedad de que el rotacional de un gradiente
de clase €' sobre R? sea nulo. También puede probarse un reciproco de otro resultado similar, que la

se tiene que [, F -ds = [} Fa(x,t,0)dt.
50 Dado que los tres sumandos dependen de z y habria que recurrir a la féormula de Leibniz del teorema K.2.
51 No podia ser que la cumpliera, toda vez que hemos demostrado que no cumple la 1 y que 3 = 1.
52 Y si nos limitamos a D r, entonces sf que el gradiente de f coincide con la restriccién de F' a Dy. Lo que ocurre es que no

entramos en contradiccién con el ejemplo puesto mas arriba porque ahora no tenemos derecho a integrar a lo largo del circulo
unidad la restriccion de F' a Dy, ya que el circulo se sale de Dy.
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divergencia (°®) de un rotacional de clase ¢! es siempre nula:

Teorema 1.35 Si F : R3 — R3? es un campo vectorial de clase €', las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. divF =0.

2. Eziste un campo vectorial G de clase €? sobre R3 tal que rot G = F'.

DEMOSTRACION: La implicacién 2 = 1 se demuestra mediante un célculo directo, aplicando las definiciones
de divergencia y de rotacional:
0?Gs  0*G,  0*Gy  0*Gs  9°Gy,  9°G,

divrot G = ordy 0w 0z * oydz Oy + 0z0x 0z 0y =0

porque al ser G de clase €2, sus derivadas segundas cruzadas coinciden.
Para la otra implicacién, ver [15], ejercicio 8.3.16.

El hecho de que un campo vectorial sea un gradiente o sea un rotacional tiene importantes consecuencias
en algunas modelizaciones de fenémenos fisicos, més alld de su interés matematico (54).

53 Si F: U — R™, donde U C R™ es abierto, es un campo vectorial n-dimensional que tiene por funciones componentes
Fy,..., Fy, recordemos que la divergencia de F' es el campo escalar
OF,

IF
divF =V .-F:U—R, p~—-(p)+- -+ —2(p).
O0x1 On

54 F] resultado conocido como descomposicion de Helmholtz garantiza que, bajo ciertas condiciones de regularidad y de
convergencia a cero en el infinito, un campo vectorial F : R3 — R3 puede descomponerse en suma de un campo con rotacional
nulo mas otro campo con divergencia nula, o, lo que es lo mismo, en suma de un gradiente més un rotacional. Como consecuencia,
estd generado por un potencial escalar y un “potencial vectorial”.
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CAPITULO 2
Integrales de dos variables
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INTRODUCCION

Igual que ocurre en el Célculo Diferencial, en el Calculo Integral surgen abundantes cambios al pasar
de una a dos o més variables, algunos de los cuales se resuelven de manera sencilla, poniendo una segunda
coordenada con un poco de cuidado, mientras que otros son mas profundos y requieren un replanteamiento
de la teoria porque algo que valia para una variable resulta que no vale para mas de una variable.

Puede decirse que buena parte de las novedades se presentan ya en el paso de una a dos variables. En
muchos aspectos de las integrales multiples, el salto de dos variables a cualquier nimero finito de coorde-
nadas puede reducirse a un mero incremento del niimero de coordenadas (°°). Una notable excepcion la
constituyen, cuando estamos en dimensiones mayores que 3, las integrales sobre los conjuntos que generali-
zan a las superficies, para los que resulta necesario complicar el aparato matematico. Puede consultarse una
formulacion elemental de esta generalizacion en el anexo E.

Senalamos a continuacién algunos de los que cambios que son mas significativos desde el punto de vista
del aprendizaje.

(1) En una variable integramos siempre sobre intervalos: cerrados y acotados en la construccion de la
integral, e intervalos cualesquiera al hablar de las integrales impropias que veremos en la seccién 2.6. Si en
alguna aplicacion de la teoria de integraciéon se hace necesario integrar sobre conjuntos que sean uniones
de intervalos disjuntos, simplemente sumamos las integrales sobre cada uno de ellos. Para integrar sobre
conjuntos mas complicados lo mejor es abandonar la integral de Riemann y pasar a las de Lebesgue o de
Kurzweil-Henstock que introducimos brevemente en el epilogo, que son més ttiles para tratar integrales
sobre conjuntos arbitrarios.

En dos variables resulta relativamente facil adaptar la integral de Riemann sobre intervalos a una integral
sobre productos de dos intervalos (rectangulos). Pero surgen dominios de integracion que son muy sencillos
(circulos, elipses, etc.) y que no podemos ignorar por su importancia en las aplicaciones, pero que no pueden
descomponerse en un numero finito de productos de intervalos. Por consiguiente necesitaremos elaborar una
teoria que tenga en cuenta esta complejidad ().

(2) Con la integrabilidad de funciones discontinuas ocurre algo parecido. En una variable, integrar fun-
ciones que sean discontinuas en infinitos puntos no es algo que tratemos en un curso elemental como éste.
En cambio, en dos variables nos resultara imprescindible integrar funciones con infinitas discontinuidades,
precisamente para poder solventar la dificultad aparejada a la integrabilidad sobre conjuntos que no sean
rectangulos.

(3) Para el célculo de integrales en varias variables no se dispone de una férmula tan sencilla y préactica
como la regla de Barrow. Esto nos llevara a estudiar la forma de reducir el célculo de una integral doble al
calculo sucesivo de dos integrales sencillas, para asi aplicar la regla de Barrow dos veces seguidas.

Si que existen adaptaciones a varias variables de los teoremas fundamentales del calculo, pero son mucho
mas sofisticadas que un mero afiadir coordenadas. Son los que se llaman teoremas cléasicos del calculo vectorial,
que a su vez se unifican en el teorema general de Stokes.

(4) Aparecen, como seria de esperar, dificultades nuevas que son intrinsecas al hecho de utilizar varias
variables. Por ejemplo:

= La forma geométrica que tengan los dominios de definicién de las funciones afectarda a la forma de
calcular las integrales.

= La ausencia de un orden en los conjuntos de dos pardmetros origina dificultades en la orientacion de
las superficies, que no se presentaban en la orientacién de las curvas.

55 En cambio, el salto a infinitas coordenadas requiere construir una teoria mas abstracta.

56 Fste es el motivo por el que descomponemos el estudio en dos secciones diferentes, la 2.2 y la 2.3.
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s El “acordeén de Schwarz” ejemplifica que no siempre los enfoques utilizados en una variable son tras-
ladables a dos o més variables.

Sea f : D — R una funcién acotada que depende de dos variables reales. Los dominios de definicién
de nuestras funciones podran ser subconjuntos acotados (°7) cualesquiera de R?, pero con frecuencia nos
limitaremos a una clase especial de conjuntos que llamaremos regiones simples (°®). Esta limitacion se
debera a varias razones:

= las regiones simples y las uniones finitas de regiones simples son suficientes para la gran mayoria de las
aplicaciones de la integral de Riemann;

= estas regiones se adaptan especialmente bien a la utilizaciéon de programas de célculo simbélico;

= ¢l nivel de este curso nos permitira enunciar o probar algunos de los resultados solamente en regiones
de este tipo, no en conjuntos mas generales.

Nuestra guia intuitiva para la definicion de la integral de una funcion f : D — R que s6lo tome valores
positivos sera la busqueda del volumen del conjunto tridimensional limitado entre la grafica de f y el plano
coordenado z = 0, es decir, del conjunto Q(f):

Definicién 2.1 Si D C R? y f: D — R es una funcion positiva, llamaremos Q2(f) al conjunto

Q(f) = {(z,y,2) €R’: (z,y) € D, 0< 2 < f(a,y)}-

Se puede demostrar (°°) que cuando f es continua la integral que vamos a definir es la tinica funciéon que
mide razonablemente el volumen de Q(f).

Graficade z = f (x, y)

- -
- LIRS

Al

Figura 2.1: Q(f) es todo el conjunto comprendido entre la grafica de f (en rojo) y el conjunto D (en azul), considerando
a D no como subconjunto de R? sino como subconjunto de R? x {0}

35. Aprovechemos para insistir en que calculo de volimenes es solamente una de las utilidades
que tiene el concepto que estamos introduciendo.

57 Excepto en la seccién 2.6.

58 En el caso n = 1 las regiones simples coincidirian precisamente con los intervalos cerrados y acotados, que han sido
nuestros dominios de integracién la seccion 1.1.

59 Ver [12], capitulo 12, teorema de unicidad.
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En realidad, nos interesa comprender el concepto de integral doble porque en las aplicaciones se utiliza
para medidas de diversas magnitudes (fisicas, economicas, etc., en funcion de la disciplina que estemos
estudiando). A titulo de ejemplo, indiquemos que

= Si el conjunto bidimensional D es un modelo matemético de una placa construida con una composiciéon
de materiales que hace que tenga una densidad que varia en cada punto, y f es la funciéon que a cada
punto de D asocia precisamente esa densidad, entonces podremos utilizar la integral de f sobre D para
definir (en el modelo matemético) la masa de la placa.

Ejemplo 2.2 Sea D una placa rectangular cuyo lado largo mide el doble que el lado corto, de la
que sabemos que su composiciéon hace que la densidad crezca a partir de una de sus esquinas en
cada direcciéon con el cuadrado de la distancia a esa esquina. La idealizamos como un rectangulo
D =[0,a] x [0,2a] y con densidad f(z,y) = b(z?* + y?).

De esta manera, la masa de la placa la identificamos con el volumen de la region Q(f), limitada por la
grafica de f y el plano horizontal. |

= Cuando D sea una idealizacién de una regiéon de la superficie de la tierra que sea tan pequena que la
podamos considerar plana en una primera aproximacion, y f exprese en cada punto la temperatura
en un momento dado (o la altura sobre el nivel del mar, o...), entonces la integral doble de f sobre
D servira como primer paso para calcular la temperatura media (o la altura media, etc.), de la misma
manera que la integral de un campo escalar sobre un camino sirve para calcular otros promedios
(ejercicio 1.8).

Volumen = abc
C

Figura 2.2: Volumen de un paralelepipedo

= Una integral doble o triple sirve también para definir el momento de inercia de un cuerpo, el potencial
gravitacional de una distribucion de masa ([38]), la rigidez flexural de una viga, ([15], capitulo 6,
ejercicio 41 del altimo apartado), el campo eléctrico definido por una distribucion de cargas, ([38]), la
probabilidad de que ocurra un suceso cuya dependencia de dos magnitudes (funcion de densidad) es
conocida, ([30]), etc.

Admitiremos como punto de partida para nuestra definicion el postulado de que para los conjuntos que
sean productos cartesianos de intervalos acotados su volumen no es otro que el producto de las longitudes
de sus lados (59).

60 Los motivos para adherirnos a este postulado estan en la raiz misma del concepto de multiplicacién de ntmeros. Desde
cierto punto de vista seria tan correcto decir que el area de un rectangulo cuyos lados midan a y b se define como el producto
ab, como decir que el producto ab se define como el area de un rectangulo cuyos lados midan a y b.
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INTEGRACION DE FUNCIONES DEFINIDAS SOBRE RECTANGULOS

2.2.1. Definiciones

Procederemos de manera muy similar al caso de una variable, solo que desarrollandolo con mas detalle.

Definicién 2.3 Un rectangulo R es un producto cartesiano de dos intervalos cerrados y acotados, R = [a,b] X [c,d].

Todos nuestros rectangulos son conjuntos cerrados, de acuerdo con la condiciéon suficiente que hemos
dado tras la definicion 1.16.

36. Reservaremos la palabra rectingulo para estos conjuntos. Lo hacemos asi para evitar tener
que repetir con frecuencia la expresion rectangulo cerrado, acotado y de lados paralelos a los ejes.

§43
d-’ 77777 ° ° /
° : [ :
IENINE
: b

Figura 2.3: Una posible eleccion de los puntos 551’) en cada uno de los subrectangulos Rf;)

Figura 2.4: Una suma de Riemann S5. Cada paralelepipedo tiene por base un Hfj) y por altura el correspondiente f(ff;;))
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Definicién 2.4 Considérese una funcion acotada f : R = [a,b] x [¢,d] — R. La integral doble (de Riemann)
de f es, en caso de que exista, el nimero real al que convergen cuando n tiende a infinito las sumas de Riemann

Su=Y_ FEP)AzAY,
i,j=1

para cualquier eleccion de los puntos fi(f) dentro de cada subrectdngulo RZ(;L) = [zi—1,2;) X [yj—1,Y;], donde
To=a, Tp,=0b yy=c, Y,=4d,
y para todos los subindices i,7 =1,...,n,
Ar=x;—x;_1=(b—a)/n, Ay=y; —yj—1=(d—-c)/n

Las funciones para las que exista su integral de Riemann se dice que son integrables Riemann.

Otra forma de dar la anterior definicién es calcular las sumas de Riemann para unos incrementos dx;,
dy; infinitesimales (las sumas tienen entonces un nimero infinito de sumandos, H),

H
Su=Y f(el)dudy,

ij=1

y comprobar si todas ellas tienen la misma parte estindar. En caso de que asi sea, la parte estiandar es la
integral. Ver, por ejemplo, [12], capitulos 4 y 12, [8], capitulo 12.7, o [11], teoremas 6.1 y 6.2.

Notaciones. Denotaremos la integral doble de f sobre R mediante [[ r f(2,y) dz dy.
En lugar de dz dy escribiremos también dA (leyéndolo como diferencial de drea).

37. Nuestras notaciones tienen su explicaciéon en que lo que estamos haciendo es sumar infinitos
sumandos infinitesimales, que se han obtenido multiplicando el valor de la funcién (que es finito)
por la medida de unas areas infinitesimales (dA), que a su vez son el producto de dos longitudes
infinitesimales (dz y dy).

En el anexo E damos otra interpretacion, mas formalista, a las multiplicaciones dz dy y al dife-
rencial de area, ver las definiciones E.1 y E.2 de diferencial de volumen 2-dimensional.

Cuando el dominio o las variables se deduzcan del contexto, también usaremos [[ f, asf como [ f cuando
nos queramos referir a una integral de un ntimero indeterminado de variables. En la literatura sobre inte-
grales es muy frecuente también utilizar solamente la notaciéon f f para integrales sencillas, dobles o triples.
Nosotros, en cambio, pondremos [ f, [[[f siempre que manejemos una funcién de la que sepamos que tiene
dos o tres variables, respectivamente.

El procedimiento ideado por Darboux también puede aplicarse cuando hay mas de una variable. Sean
R =a,b] x[e,d] y f: R — R una funcién acotada definida sobre el rectangulo R. En cada uno de los lados
de R tomemos una particion (en el sentido descrito en el apartado 1.1.1),

a=20<x1<...<Tp=b, c=y<y<...<ym=d,

y formemos los rectdngulos cerrados y acotados a que dan lugar las dos particiones usando términos conse-
cutivos,
Vi = 1, o, n, V] = 17 e, M, Rij = [.’L‘ifl,.’ﬂi] X [yjfl, yj].

Estos rectangulos rellenan todo R y sus intersecciones dos a dos o son vacias o contienen solamente puntos
de sus lados (se suele expresar esto diciendo que los R;; no se solapan). El resultado & = {R;; : i =
1,...,n, j=1,...,m} es lo que llamaremos una particion del rectangulo R.

Al ser f acotada, existen el supremo y el infimo de sus valores en cada rectangulo de la particion:

M;j =sup{f(z,y) : (z,y) € Rij}, mi; =inf{f(z,y) : (z,y) € Ry}
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Construimos las sumas inferior y superior de Darboux para la funciéon f y la particion &2,

L(f,2)= Y milei—zi1)(y; —y5-1)
1<i<n
1<5j<m

UL, 2)= > My(wi—wi1)(y; —yj-1)-
1<i<n
1<j<m

La integral inferior de Darboux de f y la integral superior de Darboux de f son, respectivamente,

L(f) =sup{L(f, &) : & particion de R}, U(f)=int{U(f, L) : & particion de R}.

Definiciéon 2.5 Cuando L(f) = U(f), se dice que la funcion f es integrable Darboux, y ese valor comin de la
integral inferior y la integral superior se llama integral de f (de Darboux).

38. Observar que el supremo y el infimo utilizados para definir L(f) y U(f) existen siempre
(y ademas L(f) < U(f)), puesto que L(f, &) < U(f, ') para cada pareja de particiones & y
! (61).

Teorema 2.6 Las definiciones de integral de Riemann y de Darbouz son equivalentes. En otras palabras,
una funcion es integrable Riemann si y solo si es integrable Darbouz, y en caso de que lo sea los valores de
ambas integrales coinciden.

DEMOSTRACION: Puede completarse una demostracion a partir de la del teorema 14.4 de [1].

2.2.2. Integrabilidad

El concepto de “funcion integrable” no mereceria una definicion si todas las funciones lo fueran o si ninguna
lo fuera. Y no tendria interés si muy pocas lo fueran, es mas, lo deseable seria que todas las funciones fuesen
integrables, pero desgraciadamente esto no es cierto (52). La identificacion de todas las funciones que son
integrables Riemann es una cuestion nada sencilla, que no fue resuelta hasta unos 50 anos después de que
Riemann definiera su integral. Nosotros no aspiramos a tanto, lo que si haremos es mostrar que no todas
las funciones son integrables Riemann y daremos, sin demostracién, una condicién suficiente para que una
funcion sea integrable que es lo bastante amplia como para garantizar que las funciones més habituales en
las aplicaciones son integrables.

Ejemplo 2.7 Sea f :[0,1] x [0,2] — R definida del siguiente modo. Si z € [0,1] es un nimero racional,
entonces f(z,y) = 1 cualquiera que sea y € [0,2]; y si z es irracional, f(z,y) = 0 para cualquier y. En este

caso todos los rectangulos
. 1 1
RE]) = |:Z’ Z:| X |:2]72J:| )
n n n n

contienen puntos con la primera coordenada irracional y puntos con la primera coordenada racional. En
consecuencia, resulta que por una parte podemos tomar todos los §Z-(;-L) de forma que f (51(;1)) =1, con lo que

. . 2 . ., *
las correspondientes sumas de Riemann seran todas iguales a 2, y también podemos tomar otros §ij(") de

*(n)

forma que f (gij ) = 0, con lo que las sumas de Riemann valdran todas 0. Conclusion: esta funciéon no es

integrable. |

61 La ultima desigualdad se demuestra comparando a través de una particion 2’ definida a partir de todos los puntos que
definen a & y todos los que definen a &’.

62 Ver el final del epilogo.
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Figura 2.5: Los segmentos rojos corresponden a los valores racionales de la variable x, mientras que los segmentos negros
corresponden a los valores irracionales de x. Entre todos ellos forman la grafica de la funcién del ejemplo 2.7

Yy
2
x
. .
x . .x X
3/2
x
x| o .
L)
x x® ,L_“(-l\)
1 a1
x . |
(4
B P
1/2
o | x .
x
x . ol x
of L 1 3 A
42 4

Figura 2.6: Dos elecciones de puntos donde evaluar la funcién del ejemplo 2.7. Los 552), rojos, tienen la primera coordenada
*(4)

racional y los £, verdes, tienen la primera coordenada irracional

Del razonamiento sobre los valores de f en los subrectangulos sélo podemos deducir para esta funcion
que el nimero que asignaramos como volumen de Q(f) (en caso de que se le pudiera asignar alguno por otro
método distinto del de Riemann) tendria que estar comprendido entre 0 y 1.

La funcién de este ejemplo (debido esencialmente a Lejeune Dirichlet, 1829, ver [10]), puede parecer
rebuscada, y ciertamente lo es. Admite, sin embargo otra definicion que no precisa distinguir entre niimeros
racionales e irracionales. En efecto, para todo x e y del dominio de f, f(z,y) = lim, lim,, [cos(wn!m)]m
(consultar una demostracion en el teorema K.3, apartado (K.2)).

Esta funcién es discontinua en todos los puntos. En cambio, para funciones que sean continuas en todos
los puntos nunca se presenta esta situacion, el método de Riemann siempre les asigna una integral:

Teorema| 2.8 Cualquier funcion continua de dos variables definida sobre un rectingulo es integrable. (53)

JUSTIFICACION: Para una particién infinitesimal &2 del dominio de una funcién continua de dos variables f,
los valores M;; y m;; se alcanzan siempre en sendos puntos del rectangulo infinitesimal R;;. Ademaés, todos
los M;; — m;; son infinitesimales, puesto que f es continua, luego el maximo de todos ellos (llamémosle k)
también es infinitesimal (°4). Por tanto,

U(f, 2) = L(f, 2) =Y _[Mi; — mijlda; dy; <Y kdz;dy; = k(b—a)(d — c) ~ 0,

luego la funcién f es integrable.

63 Observar que una funcién continua sobre un rectangulo es autométicamente acotada, por la propiedad de Weierstrass.

64 Aunque hay infinitas diferencias M;j —m;j, el madximo de todas ellas existe, por aplicacion del principio de transferencia.
En el apartado (C.3) se pueden consultar otras aplicaciones similares del mismo principio.
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DEMOSTRACION: Ver [15], capitulo 5, teorema 1.

Segtn el teorema 2.8, la continuidad de una funcién es una condicién suficiente para la integrabilidad.
Por otro lado, el ejemplo 2.7 nos muestra una funcién que no es integrable y que no solo no es continua
(como no podia ser de otra manera, en vista del teorema 2.8), sino que es discontinua en todos los puntos.
En realidad, si una funcién es discontinua en todos los puntos, no puede ser integrable (5°). Estos son los
dos extremos posibles, que una funcién sea continua en todos los puntos y por tanto integrable y que no lo
sea en ninguno y por tanto no integrable, pero sera frecuente que nos encontremos con casos intermedios.
Ponemos a continuaciéon otro ejemplo de funciéon de dos variables, acotada y definida sobre un rectangulo,
que no es continua (de hecho, tiene infinitos puntos de discontinuidad) y en cambio si que es integrable.

Ejemplo 2.9 Sean R=1[0,1] x [0,1] ¥

0 siy<uw,

Figura 2.7: Dominio de la funcién del ejemplo 2.9. Sobre la parte azul la funcién vale 1 y sobre la parte amarilla vale 0

X

Figura 2.8: Grafica de la funcién del ejemplo 2.9. Obsérvese que sobre la diagonal siempre toma el valor 1

que es discontinua en todos los puntos de la diagonal {(z,y) € R? : 0 < 2 =y < 1} y continua en el resto de
R.
Tomamos una particién de R en n? rectangulos,

1 1
R™ = {Z,Z} x [J,]], ij=1,...,n,
J n'n n 'n

65 No demostraremos esto; ver, por ejemplo, teorema 14.5 de [1].
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con lo que Az = Ay = 1/n. Entonces para cualquier n, en los rectangulos Rgl) que estan por encima de la
diagonal, incluso tocandola, la funcion vale 1 en todos sus puntos, luego f (fz(j")) = 1 independientemente de

c6mo elijamos los puntos fi(;l). Analogamente, f (51(;1)) vale 0 siempre que Rgl) esté por debajo de la diagonal,
sin tocarla. Y en los demas, puede valer 0 o 1.

Figura 2.9: Particién correspondiente a n = 8 para el rectangulo R del ejemplo 2.9. En los rectangulos azules, f(ff;%)) vale
necesariamente 1. En los amarillos, vale necesariamente 0. Y en los blancos, puede valer 0 o 1, segin cémo
elijamos el punto {f?

De los primeros Rl(»?) hay 1+2+---+ (n—1) = (n? — n)/2 (hacer un recuento de los cuadrados azules
en la figura 2.9), luego la suma de Riemann S,, esta acotada asi:

n

. 1 n®—nl 1 1
Su= Y JE) > =5 o

n2 = 2 nZ2 2 2n

ij=1

Y de los terceros (cuadrados blancos en la figura) hay 2n — 1, luego tenemos esta otra acotacion por arriba,
(n) - .. . .
para el caso de que todos los &, se eligieran donde la funcién vale 1 siempre que se pueda:

n?—n 1 1 3 1
S, < m—-1)==-+—-—=.
_( g T )n2 2" o w2

La propiedad del sandwich para sucesiones garantiza que en todos los casos S, — %, luego la funcién es
integrable y su integral vale 1/2. |

39. Sobre un rectdangulo, CONTINUA = INTEGRABLE pero INTEGRABLE %A CONTINUA.
En otras palabras, ser continua es una condicién SUFICIENTE para que una funcién sea integrable,
pero no es NECESARIA.

40. Es mas: que las discontinuidades formen un conjunto finito es una CONDICION SUFICIENTE
para que una funcion acotada sea integrable, pero no es NECESARIA (ver teorema 2.11).

iiNo confundir CONDICION NECESARIA con CONDICION SUFICIENTE!!

En este ejemplo la funciéon era continua en todo el rectangulo salvo en la recta y = z. La demostracion de
su integrabilidad se ha apoyado en que el conjunto donde falla la continuidad, la diagonal, es un conjunto tan
fino que se puede sumergir en una coleccién de rectangulos infinitesimales cuyas areas suman un infinitésimo.
Y entonces la contribuciéon total de estos rectangulos a las sumas de Riemann es despreciable, con lo que
puede decirse que los valores de la funcién en ese conjunto son irrelevantes para la integral, puesto que
no hacen variar la suma de Riemann (formada por una cantidad infinita de sumandos) méas que en un
infinitésimo; en ultima instancia no nos importa si en esos puntos la funcién es continua o no.

Generalizando esta idea a otros conjuntos que se describan mediante expresiones mas complicadas que
y = x, se obtienen varias condiciones suficientes de integrabilidad de una funcién, que permiten soslayar
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la discontinuidad de la funcién en conjuntos que, aun siendo infinitos, estan contenidos en graficas o en
imagenes de determinadas funciones.
Nuestra generalizacion del ejemplo consistira en admitir que la funcién no sea continua en los puntos de

» la grafica de una funciéon continua (en el ejemplo 2.9, la diagonal era la gréfica de = ~ )

» 0 la imagen de una funcion derivable con continuidad (en el ejemplo 2.9, la diagonal es la imagen de
t~> (t,t)),

tal como se enuncia a continuacion:

Definicién 2.10 Diremos que un subconjunto acotado de R? es despreciable para la integracion cuando sea union
finita de conjuntos que son

= 0 bien grdficas de funciones continuas de una variable,

» 0 bien imdgenes de funciones de clase €' definidas sobre intervalos cerrados y acotados (lo que incluye a las
curvas simples y a las curvas cerradas simples).

Teorema 2.11 (Condicion suficiente de integrabilidad sobre rectangulos) Es integrable cualquier
funcion de dos variables definida sobre un rectangulo, siempre que sea acotada y que sus discontinuidades
formen un conjunto despreciable para la integracion.

X

Figura 2.10: Sobre este rectangulo, la linea roja es la grafica de una cierta funcién continua x = hi(y); la azul es la grafica
de otra funcién continua y = ha(x); y la verde es la grafica de sendas funciones de los dos tipos. Una funcién
acotada definida sobre R y que solamente sea discontinua en algunos de los puntos (o en todos ellos) de los
conjuntos coloreados, es integrable sobre R, segin el teorema 2.11

JUSTIFICACION:

= Las gréficas de funciones continuas de una variable han de tener, intuitivamente hablando, area nula,

de modo que lo que pueda ocurrir en conjuntos de ese tamano no afecta al valor de las integrales ni a
la integrabilidad.

= FEl teorema de los incrementos finitos, junto con el hecho de que la derivada sea continua sobre un
rectangulo, garantiza que cada funcién h de clase €' admite una acotacién del tipo ||h(B) — h(A)|| <
M|B — A| para todo par de puntos A, B pertenecientes al rectdngulo que es el dominio de h. Una
particién suficientemente fina del dominio da lugar entonces a una coleccién de rectangulos que recubren
la imagen y cuya area total es tan pequena como se quiera.

DEMOSTRACION:

» En los ejercicios 5.5.4 a 5.5.6 de [15] se propone un esquema detallado para una demostracién en el
caso de dos variables que puede ser completada por el estudiante.
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Figura 2.11: Para una particién suficientemente fina en el dominio de h, la imagen de h estd contenida en una unién
de rectangulos, cada uno de los cuales tiene la diagonal acotada por MA¢. La suma de las areas de esos
rectangulos puede hacerse tan pequefia como se quiera

» Ver [2], teorema 7.2.11.

Entre las graficas de funciones continuas de una variable dentro de un rectangulo estan los conjuntos
formados por un solo punto: si, por ejemplo, (zg,y0) € R, no hay méas que construir la funcion « : {zp} — R
definida por a(zg) = yo.

41. En la condicion suficiente de integrabilidad que se refiere a las imdgenes de funciones, la
hipétesis de que las funciones sean de clase €' no puede rebajarse a que sean solamente continuas.

El motivo es que algunas funciones continuas de una variable tienen una imagen en R? que no es en
absoluto despreciable desde el punto de vista de las integrales dobles, incluso las hay que rellenan todo un
cuadrado. Por ejemplo, puede consultarse una funcion [0, 1] — [0, 1] x [0, 1] que es continua y suprayectiva
en [1], 9.7 o en [39].

Ninguna de nuestras dos condiciones suficientes para la integrabilidad es necesaria (°¢).

Una condicién necesaria y suficiente para que una funcién sea integrable Riemann, condicién que no se
obtuvo hasta la década de 1910, mucho después de los trabajos de Riemann, esté fuera del alcance de este
curso (ver [1], teoremas 7.48 y 14.5). La idea planteada por primera vez por Riemann en 1854 (ver [10]) fue
precisamente evitar este analisis detallado y estudiar las funciones integrables aunque no se sepan describir
por completo. Esto es lo que haremos nosotros a continuaciéon, empezando por averiguar qué ocurre al operar
con funciones integrables.

Haremos un uso intensivo de la condicion suficiente, incluso mas de lo que parece:

42. A lo largo del curso integraremos a menudo funciones que seran continuas en todos los puntos
de su dominio. Sin embargo, cuando integremos funciones continuas sobre algunos dominios que
no sean rectangulos, incluso aunque sean tan sencillos como los circulos (ver teoremas 2.21 y 2.22),
para probar que cualquier funcién de este tipo es integrable serd imprescindible disponer de una
condicion suficiente de integrabilidad que sirva para funciones discontinuas.

66 Ver [2], ejemplo 7.2.19 y teorema 7.2.11.
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2.2.3. Propiedades elementales

En el caso de las propiedades que vamos a estudiar ahora, ademas de elementales son todas faciles de
demostrar, pero no siempre es asi.

43. El sentido que en matematicas se le da al adjetivo elemental es un poco peculiar. No es
sin6nimo de fdcil. Una demostracién puede ser elemental y a la vez muy dificil. Se utiliza para
indicar que algo (una propiedad, una demostracion, un concepto) es accesible o comprensible sin
un gran aparato matematico.

Todas las propiedades elementales de las integrales las utilizaremos con mucha frecuencia y sin necesidad
de citarlas expresamente, tanto en el desarrollo de la teoria como en la resoluciéon de problemas.

Teorema 2.12 Supdngase que f y g son funciones definidas sobre el mismo rectdngulo R, ambas integra-
bles. Entonces

1. Suma: La funcion f + g también es integrable, y [[(f+9) = [[s [+ [[r9-

2. Producto por un escalar: Si k es cualquier nimero real, la funcion kf también es integrable, y

JIREH) =k [[ g f-

Estas dos primeras propiedades pueden enunciarse conjuntamente de otro modo diciendo que el conjunto de
funciones integrables es un espacio vectorial y la integral es una aplicacion lineal sobre é€l.

8. Monotonia: Si f < g, entonces [[, f < [[g.

4. Valor Absoluto: La funcion | f| también es integrable, y |[[ f| < [[|f|. La ltima desigualdad puede
considerarse como una generalizacion de la desigualdad triangular.

5. La operacion de integrar es aditiva también para los recintos de integracion: Si R = R'U---UR™, de
modo que siempre que i # j los rectdngulos R' y R? no se solapan, y h : R — R es cualquier funcion
acotada, entonces h es integrable si y solo si son integrables todas las restricciones de h a cada R*; y

ademis 4/h£/h++//h

RMm

donde [[ . h significa la integral de la restriccion de h al rectingulo R', [[ p. h|gi . (°7)

R 1
R2 RB
R' R
R’ R’

Figura 2.12: El rectangulo R es la unién de 6 rectangulos, R' ... R®, que no se solapan

(Las operaciones y relaciones con funciones se entienden “punto a punto” siempre que no se diga otra cosa,
es decir, la funcion [+ g estd definida por (f + g)(x,y) = f(x,y) + g(x,y) para todo punto (z,y) € R, etc.)

67 Este abuso de notacién es inocuo y lo usaremos muy a menudo: siempre que f sea una funcién definida sobre un dominio
D y Dg sea un subconjunto de D, la integral fDO f significara en realidad la integral sobre Dg de la restriccion de f a Do, es

decir, la integral sobre Do de la funcion f |D0 .
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DEMOSTRACION: Haremos sélo la demostracién de la primera propiedad, puede consultarse el resto de la
demostracion en el apartado (K.3).
Aplicamos directamente la definicion 2.4, para lo que formamos las sumas de Riemann de f + g,

n

Sulf+9) =D [F(&)) + 9(&i)] AwiAy; =

=1
= i_ilf(fij)Axiij + i_ilg(fij)Amiij — //f + //g,

donde la ultima convergencia se sigue de la integrabilidad de f y de g, independientemente de cuales sean
los puntos &;;.

44. Conviene tener cierto cuidado con el enunciado de estas propiedades elementales. Asi, la
suma de dos integrables es integrable, pero que la suma de dos funciones sea integrable no implica
que los sumandos sean integrables (°%). Esto se debe a que con los limites en general ocurre lo
mismo, y la integral es en ultima instancia una forma de limite.

Resulta peligroso manejar un limite del que no se ha probado su existencia, podrian obtenerse
conclusiones absurdas porque en cuanto se opera con un limite se le estd dando existencia, aunque
sea de modo implicito. (%9)

2.2.4. Integrales reiteradas

bl X [e,d] — R

Volvamos al principio de este capitulo 2 y tomemos de nuevo una funcion del tipo f : [a,
= {(z,y,2) € R* :

que sea positiva y acotada. Otra forma de aproximarse al volumen de la region (f)
(z,y) € [a,b] X [¢,d], 0 <z < f(z,y)} es la siguiente.

Fijado un z € [a, ], calculamos el area de la seccion plana formada por los puntos de (f) cuya primera
coordenada es exactamente x, es decir, fcd f(x,y) dy. Ahora hacemos un barrido del volumen Q(f) variando
x entre a y by tratando de sumar las areas de las secciones planas. En otras palabras, calculamos la integral
ff ( fcd flz,y) dy) dx. De acuerdo con la percepcién intuitiva que tenemos de las integrales de una variable,

el resultado deberia corresponder al volumen de Q(f).

45. Obsérvese que estamos tratando el calculo de este volumen como si el area de la seccion
plana en el punto = fuera una densidad en el punto = y calculasemos la masa del segmento [a, b].

En realidad, esta idea es similar a la que nos dio pie para la primera introduccién de la integral de
una variable en el apartado 1.1.1, cuando para medir el area del conjunto (f), comprendido entre
la grafica de f y el eje X integrabamos f, es decir, haciamos un barrido a lo largo del intervalo
con los segmentos verticales de altura f(x).

Si el planteamiento resulta ser correcto, tendra la ventaja de que nos permitira transformar el computo
de una integral doble en el de dos integrales consecutivas de una sola variable. Y para calcular integrales
de una variable disponemos de la regla de Barrow, por lo que nos proporcionard una forma de evitar la
aproximacién mediante sumas de Riemann, que suele ser engorrosa.

68 Témese una funciéon f que no sea integrable, entonces — f tampoco lo es y en cambio la suma f + (—f) si que lo es.

69 Una muestra de los peligros de manejar limites inexistentes. Considérese el nimero que en notacién decimal se escribe

a = 0,9999- -, con infinitos 9 por la derecha (podemos pensar en « como el limite de la sucesién 0,9, 0,99, 0,999,...).
Multiplicando por 10 y restando como lo hacemos habitualmente con decimales obtenemos
9o =100 — ¢ =9,999--- —0,999---=9,000--- =9 = a=1.

Hasta aqui, todo correcto, gracias a que los limites con los que estamos operando existen todos. Probemos a hacer lo mismo
con 8 =---999, con infinitos 9 por la izquierda. Entonces

—-98=8-108="---999—---990=9 = f=—1,

resultado que no es valido en el cuerpo ordenado R ni tiene ningtn sentido intuitivo (aunque se le puede dar una interpretacion
dotando a Q de una topologia distinta, relacionada con los nimeros p-adicos, asunto en el que no entraremos en este curso). El
problema con el calculo de 8 es que estamos tratandolo como un elemento de R, cuando en realidad el limite que lo define no
existe. Este abuso nos lleva a un resultado absurdo.
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Figura 2.13: El area de la seccion azul es la integral ﬂlf(;r:.,y)dy. Si hacemos que x recorra todo el intervalo [a,b], la
seccién azul recorrera todo el conjunto Q(f)

Teorema 2.13 (de Fubini) Sea f wuna funcidn integrable sobre R = |[a,b] X [¢,d]. Si la integral
fcd f(z,y) dy existe para cada x de [a, b], entonces la integral reiterada fab (fcd flx,y) dy) dx también existe,

/b /d fawdy | o= [[ fawaa
a c R

Es igualmente vdlido un enunciado andlogo cambiando el orden de integracion y los papeles de las variables
T ey.

y ademds

DEMOSTRACION: Puede consultarse una demostracién en [2], teorema 7.3.11.

JUSTIFICACION: Tomamos cualquier particién infinitesimal sobre R y elegimos &;; = (x;,y;), es decir,
evaluamos la funcién en los vértices “de abajo a la izquierda”. Consideramos ahora las sumas hiperfinitas

H H [ H
S flasyy) desdy; = D flwiyy)dy; | das.
i,j=1 i=1 \j=1

Siempre que f sea integrable sobre R, la primera suma estara infinitamente proxima a la integral doble. Y
como Zf‘;l flz,y;)dy; = fcd f(x,y) dy para cualquier x € [a,b], resulta razonable esperar que la suma de la
derecha esté infinitamente préxima a la integral reiterada (esto tltimo requiere una demostracion).

Corolario 2.14 (teorema de Fubini para funciones continuas) Sea f: R = [a,b] X [¢,d] — R una
funcion continua. Entonces

/b/df(x,:l/)dyda::/d/bf(x,y)d:cdy://f(x’y)dA.
a ¢ c a R

DEMOSTRACION: Al ser f continua se cumplen todas las hipétesis del teorema de Fubini.

En una integral reiterada resulta crucial saber respecto de qué variable estamos integrando en cada
momento. Cuando el integrando sea largo y complicado, la notaciéon usada en el corolario puede resultar poco
clara y requerir paréntesis, como hemos puesto en el enunciado del teorema de Fubini. En estos casos también

. . ) . . b d
se recurre a un abuso de notacién para evitar paréntesis sin perder claridad, que es poner fa dx fc flz,y)dy

) f; fcd f(z,y) dydx en lugar de f; (fcd flz,y) dy) dx.




69

INTEGRALES DE DOS VARIABLES
L]

Ejemplo 2.15 Evaluar ff[o x[ T 1](952 cosy — zy) dx dy.
El 279
Como la funcién es continua podemos integrar reiteradamente,

J]

Ejemplo 2.16 (Problema 7.25 de [1] y problema 5.2.9 de [15].) Sea f : [0,1] x [0,1] — R definida por

2
Yy
a: cosy — xy)d /[x smyy} dx =
0

e
O\w
[N}
8
[ V]
QU
8
I
‘H
[«
|

\w\ﬂ

[ME]

1  six esracional

f(xay) {

2y six es irracional

Figura 2.14: Grafica de la funcién del ejemplo 2.16, formada por la unién de los segmentos rojos (que corresponden a los
valores racionales de x) con los verdes (para cada x irracional)

La integral reiterada fol (fol fz,y) dy) dx existe, pero f no es integrable. En efecto:

1. Para todo x € [0, 1] existe fol f(x,y) dy. Para probarlo distinguimos entre x racional y z irracional.

= z € Q. Entonces f(x,y) es constantemente igual a 1, luego es integrable y fol flz,y)dy = 1;
7
oL
~
7/ -
i &
z=1(x.y) »
1 K
Y Y
1 1
(X racional) (X irracional)

Figura 2.15: El area de la regidn azul es, en cada caso, el valor de la integral ]:l flx,y)dy

= ¢ ¢ Q. Entonces f(z,y) = 2y es continua, luego es integrable y fol flz,y)dy = fol 2udy = 1;

luego Vz € [0, 1], fol f(z,y) dy existe y es constantemente igual a 1.
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2. Euxiste la integral reiterada fol ( fol f(z,y) dy) dzx. Se sigue inmediatamente del hecho de que, segtun el
calculo realizado en el punto anterior, la funcion a integrar en = es constante. Y la integral reiterada
vale fol dr = 1.

3. En cambio, la integral doble no existe. Se demuestra argumentando de la misma forma que en el ejemplo
2.7.

46. El ejemplo anterior muestra que en el teorema de Fubini no se puede suprimir la hipoétesis
de que la integral doble exista: puede existir una de las dos integrales reiteradas sin que exista la
doble (7).

Dicho en otras palabras, el célculo exitoso de una integral reiterada no garantiza, por si solo, que
hayamos calculado la integral doble, puesto que ésta puede no existir.

70 Incluso pueden existir y ser iguales las dos reiteradas sin que exista la doble. Para un ejemplo, consultar el ejercicio 14.7
de [1]. También es posible que exista la integral doble pero la primera de las integrales reiteradas no exista para un conjunto
denso de valores de la variable: ver [20], observacién 4 al Teorema 3-10.

Por otra parte, también hay funciones sobre un rectangulo que son integrables pero para las cuales no existe ninguna de las
dos integrales reiteradas, ver [2], ejercicio 7.3.3.
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1231

FUNCIONES DEFINIDAS SOBRE OTROS CONJUNTOS ACOTADOS

2.3.1. Introduccién

Desde el punto de vista de las aplicaciones de la integral, no nos podemos limitar a considerar tnicamente
funciones de dos variables definidas sobre rectdngulos. Cuando tratamos con una sola variable, para integrar
sobre un conjunto que no sea un intervalo lo que hacemos es descomponerlo en la unién de un ntumero finito

Figura 2.16: Un circulo o un rombo no pueden descomponerse en la unién de un namero finito de rectangulos

de intervalos que no se solapen, calculamos la integral en cada intervalo y sumamos, con lo que se resuelven
la inmensa mayoria de los casos. Pero en cuanto ya tenemos dos variables, hay conjuntos muy sencillos, como
por ejemplo un circulo, que no se pueden descomponer en uniéon de un nimero finito de rectdngulos.

En este apartado extenderemos la definiciéon de integrable a funciones acotadas sobre conjuntos acotados
que no necesariamente sean rectangulos (7!). Por los motivos expuestos en la secciéon 2.1, nos limitaremos
enseguida a un tipo especial de dominios.

Un ejemplo nos dara las pistas de cémo reducir una integral sobre un conjunto que no sea un rectangulo
a una integral sobre otro conjunto que si lo sea:

Ejemplo 2.17 (Ejemplo 5.3.2 de [15].) Para hallar el volumen del tetraedro acotado por los planos x = 0,
y=20,2=0,y—x+4 2 = 1, enlazamos la cara inclinada del tetraedro con el tridngulo plano en z = 0
con vértices en (—1,0), (—1,1) y (0,1) (ver figura). Ahora calculamos la integral sobre [—1,0] x [0,1] de la

7

(09 09 1) T

X

Figura 2.17: La cara inclinada del tetraedro junto con el tridngulo en el plano XY

funcién cuya grafica es la union de esos dos tridngulos y aplicamos Fubini, dado que la funcién es continua:

™1 Siguiendo una idea debida a Lejeune Dirichlet, ver [10], pagina 334.
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'

Y
1
-4 X,+1
N
X
P
2
N
X
-1 X,
Figura 2.18: Una vez fijado x¢, integramos sobre el segmento {0} X [0, 1]. Sobre el tramo rojo, la funcién a integrar vale
xo —y + 1, y sobre el tramo verde la funcién a integrar vale 0
0 /a+l 1
1
(x—y+1)dy+ [ 0-dy dxzé. u
-1 \o0 a+1

47. La definicién que damos a continuacion puede parecer una especie de idea feliz, pero si
apelamos al ejemplo anterior y a lo que expusimos al comienzo de la seccion 2.1 como guia intuitiva
para la definicion de la integral de una funciéon que solamente tome valores positivos, no resultara
extrana.

N N 7S

Figura 2.19: La grafica de [ es todo el conjunto azul

Definicién 2.18 Sea f : D — R una funcién acotada y definida sobre un conjunto acotado D C R?. Tomamos un
rectangulo R que contenga a D y prolongamos f a una nueva funcion f* sobre todo R dando el valor 0 a todos los
nuevos puntos. Entonces f*: R — R es la funcion

f[(p) =

f(p) sipeD.
0 sip € R\D

Diremos que f es integrable (sobre D) cuando lo sea f*; y en este caso llamaremos integral de f (sobre D) a la

integral de f*, [, f= [[5f*

48. Ponemos paréntesis en la definicién anterior para indicar que contienen una informacion
prescindible (por ser redundante).
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Estrictamente hablando, no hace falta decir “sobre D” puesto que el dominio D es un dato que esta
incluido entre los de la funcién f. Lo que ocurre es que cuando se integra una funcién sobre una parte E de
su dominio de definicién, no sobre el total D, es mas corriente decir “integral de f sobre E” que “integral de
la restricciéon de f a E”. Esto constituye un abuso de notacién pero como resulta ttil y no suele dar lugar a
confusién, no hay inconveniente en usarlo (°7).

2.3.2. Regiones bidimensionales simples

El estudio de la integrabilidad sobre conjuntos acotados que no sean rectangulos se complica debido a
que existen conjuntos acotados con una frontera tan extravagante que hace que sobre ellos ni siquiera las
funciones constantes sean integrables (72).

Afortunadamente, y gracias al teorema 2.11, no ocurre lo mismo cuando se trata de conjuntos cuya fron-
tera esta formada solamente por un ntumero finito de graficas de funciones continuas y de curvas simples.
Esto nos da pie para introducir una clase muy especial de conjuntos cerrados y acotados que aparecera de
manera natural en los problemas y en las aplicaciones y que llamaremos regiones simples, que vienen a ser
aquellos conjuntos bidimensionales cuyos bordes se describen de manera sencilla a través de funciones conti-
nuas y = ¢(z) o x = ¥(y). Para ellos no solamente probaremos que las funciones continuas son integrables,
sino que podremos generalizar el procedimiento utilizado en el ejemplo 2.17 para realizar los calculos de la
integral.

Definicion 2.19 (™)
Una region bidimensional simple en la direccion de las y es un subconjunto cerrado y acotado de R? limitado
por arriba y por abajo por dos grificas de funciones continuas, es decir, que admite una descripcion de este tipo

D={(z,y) eR’:a<z<b ¢1(z) <y < pa(a)},

donde a y b son dos niumeros reales, a < b, y p1 y w2 son dos funciones continuas definidas sobre el intervalo [a, b,
con p1 < pa.
Una region bidimensional simple en la direccion de las x es un subconjunto cerrado y acotado de R? limitado
por la izquierda y por la derecha por dos grificas de funciones continuas, es decir, que admite una descripcion de este
tipo

D={(z,y) eR*:c<y<d ¢i(y) <o < da(y)),
donde ¢ y d son dos nimeros reales, ¢ < d, y 1 y 1y son dos funciones continuas definidas sobre el intervalo [c,d],
con Py < Ps.
Llamaremos region simple a cualquier conjunto que sea una region bidimensional simple en alguna de las dos direc-
ciones.

En algunos libros a las regiones simples, en lugar de denominarlas en la direccion de las x o en la direccion
de las y, se les llama de tipo 1 o de tipo 2, u otras expresiones similares (ver, por ejemplo, [15]).

49. Una buena guia intuitiva para reconocer una region simple en la direccion de las y consiste
en pensar que lanzamos cualquier linea imaginaria paralela al eje Y, © = x, la recorremos de
abajo a arriba y observar si “entramos y salimos” varias veces del conjunto. Si esto ocurre para
algin zq, entonces el conjunto no es simple en la direccién de las y.

72 Por ejemplo, el conjunto X = {(x,y) € [0,1] x [0,1] : y = 0 siempre que € Q} tiene como frontera Fr X a todo el
conjunto [0, 1] x [0, 1], ver la figura 2.28. Y la funcién que vale constantemente 1 en todos los puntos de X, que es obviamente
continua sobre X, no es integrable (para demostrarlo esto tltimo utilizar la definicién 2.18 y el ejemplo 2.7).

73 De momento, ésta sera nuestra definicién. Sin embargo, ver la observacién 65, que exigira también que su conjunto frontera
sea una curva cerrada simple.
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Region simple en las y pero Region simple en las X pero
no en las X noenlasy

Figura 2.20: Ejemplos de regiones simples

/\/ /\/

() (b) (0)

Figura 2.21: (a) Regién simple D. (b) Int D. (c) 9D

Teorema 2.20 Sea D una region simple en la direccion de las y como en la definicion 2.19. Entonces

Int D= {(z,y) ER*:a<a<b pi(x) <y<par)}
FrD={(z,y)eD:x=a V x=bV y=qpi(x) V y=p(zx)}.

Andlogas formulas para el interior y para la frontera pueden darse para el caso de que D sea una region
stmple en la direccion de las x.

Cuando tratemos con regiones simples en R2, utilizaremos también el nombre de borde de D, 8D, para
denominar la frontera de D.

DEMOSTRACION: Ver el anexo J.

Siguiendo el esquema aplicado en el ejemplo 2.17, supongamos que tenemos que demostrar que existe
y calcular la integral de una funcion continua f definida sobre un conjunto D que es una regiéon simple
en la direccion de las y (en el ejemplo la funcion era f(xz,y) = @ —y + 1 y la region era la base del
tetraedro). Para ello, utilizando las notaciones de la definicion de region simple, encerramos D en el rectangulo
R =[a,b] x [@/,¥], donde a necesariamente sera menor o igual que el minimo de ¢ y b’ necesariamente sera
mayor o igual que el maximo de ¢o (ambos extremos absolutos se alcanzan, puesto que las funciones son
continuas sobre un intervalo cerrado y acotado), y aplicamos el teorema de Fubini:

//f(%y)dA://f*(x,y)dA:/b jf*(x,y)dy g —
D R a a’
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by--- / \ R
o)A

(pl(xu) [~

Figura 2.22: Sobre los tramos verdes la funcién f* es nula y sobre los tramos rojos la funcién f* y f coinciden

b [ ei(z) ®2(z) b’
~[| [ revas [ revas [ e d-
a a’ w1 (x) p2(z)
b [ p1(z) p2(x) b b [ wa(x)
:/ /Ody+ / f(z,y)dy + / 0dy d:v:/ / flz,y)dy | dx.
a a’ p1(z) p2(x) a  \p1(z)

Hay que resaltar que el teorema de Fubini es aplicable puesto que se cumplen sus hipotesis:

La funcién f : D — R es continua sobre el conjunto cerrado y acotado D, luego es acotada por el
teorema de Weierstrass para funciones de dos variables. Y la funcién f* toma los mismos valores que
f v ademas, como mucho, el 0. Luego f* también es acotada.

Como la funcién f era continua en todos los puntos de D, la funcion f* seguiré siéndolo en los puntos
del interior de D, puesto que cualquier sucesiéon que tienda a un punto de Int D tiene todos sus puntos
(salvo, quizd, un ntimero finito) dentro de Int D (7). También es continua en los puntos R\ D, porque
en todos los puntos (salvo, quizd un nimero finito) de cualquier sucesion de puntos de R que tienda a
un punto de R\D, la funciéon f* es constantemente nula (7). Nos queda por estudiar la continuidad
en los puntos del borde de D, que esta formado por, a lo més, cuatro partes:

— las graficas de las funciones continuas ¢ y @2 (7%);
— los dos segmentos (o puntos) = = a, ¢1(a) <y < pa(a) y x =b, ©1(b) <y < po(b) (77).

Luego en todo caso se cumplira la condicion suficiente del teorema 2.11, y en consecuencia la funcién
f* es integrable sobre el rectangulo [a, b] X [a’,V].

Para cada z¢ de [a,b], la funcion f*(zg,y) (donde la variable es la y) es continua en todos los puntos
de [a, V'] salvo quiza en los puntos ¢ (zg) ¥y @2(zo) (ver la figura 2.24), luego integrable a lo largo de
[a", V].

74 Puesto que Int D es abierto, por cumplir la condicién suficiente que dimos tras la definicién 1.16.

7 El conjunto R\D no es abierto en R2. No obstante, se puede razonar como en la demostraciéon del teorema J.1, puesto
que también las desigualdades que definen a R\ D como subconjunto de R son estrictas.

76 En estos puntos es posible que la funcién f* sea discontinua.

77 f* es continua en los puntos de estos segmentos salvo, quizé en sus extremos.
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Y
y=q,(x)
X=4a D x=b
X
V=0 (x)

Figura 2.23: 0D esta formado por las graficas roja, verde, azul y negra. Para otros D es posible que la grafica azul o la
roja consten de un solo punto

Figura 2.24: En rojo, la grafica de z = f*(xo,y) para una cierta f. En este caso, la funcién y ~ f*(xo,y) seria discontinua
en ¢1(x0), pero continua en s(xg). En los demas puntos de [a’, b'] siempre es continua, cualquiera que sea
la funcién continua f

Hemos demostrado por tanto el siguiente resultado.

Teorema 2.21 Sea f una funcion continua sobre D, donde D es una region bidimensional simple en la
direccion de las y. Entonces f es integrable sobre D y

[ s.waa- /b W/(m)ﬂawdy dr.
D a  \pi(x)

DEMOSTRACION: Estd contenida en los razonamientos previos al enunciado.

De manera completamente anéloga se demostraria un resultado similar para las regiones simples en la
direccion de las = (notaciones como en la definicion 2.19):

Teorema 2.22 Sea [ una funcion continua sobre D, donde D una region bidimensional simple en la
direccion de las x. Entonces f es integrable sobre D y

[ swwaa- / wjy)fm,y)dx dy.
D ¢ \¢1(y)

.Y qué ocurre si la funcién de partida f no es continua pero es acotada y cumple la condicién suficien-
te del teorema 2.117 Entonces las féormulas anteriores también valen, pero resulta imprescindible ampliar
previamente el concepto de integral sobre un intervalo para admitir funciones que no estén definidas sobre
todo el intervalo, de modo que la integral reiterada del teorema 2.21 tenga sentido aunque la integral en la
variable y no exista para algunos valores (quizé infinitos, pero formando en total un conjunto “nulo”, como
en [2], teorema 7.4.28; ver también [1], al final del capitulo 14) de la variable z. No vale la pena estudiarlo
mas en detalle, en estos caso es mejor utilizar la integral de Lebesgue o la de Kurzweil-Henstock.
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50. Una consecuencia obvia de los anteriores teoremas es que si el recinto de integracion es
una region simple en ambas direcciones, entonces se puede cambiar el orden de integraciéon de una
funcién continua.

Puede ocurrir que en un cierto orden la integral sea muy dificil, o incluso imposible de resolver en términos
de funciones elementales, mientras que en el otro sea asequible o, al menos, factible.

Ejemplo 2.23 La funcién e~ no tiene primitiva elemental ("®), por lo que la integral reiterada

2+/log 2 V/1og 2
o dy fy /2
Sin embargo, al cambiar el orden de integracion es posible resolverla por métodos elementales:

El recinto de integracion es una region simple en las = descrita mediante (notaciones como en la definicion

e~ dr no puede calcularse tal como esta planteada (usando solo funciones elementales).

N

D

Vlog 2

Figura 2.25: Dominio del enunciado

219) c=0<y <2ylog2 =d, 1(y) = y/2 < x < 1og2 = 15(y). El dominio de integracion es por tanto
el triangulo rectangulo limitado por las rectas y = 0, x = /log2, y = 2z, que también puede ponerse
como region simple en las y a través de las desigualdades (nuevamente, notaciones de la definicion 2.19)
a=0<z<+log2=>b, p1(x) =0 <y <2z = ps(x). Por tanto la integral pedida es igual a

Vieg2 2z . Viog2 r vz Viog2 ) veEz
/ dx/e_”” dy = / e " M dx = / 2re”" dx = [— e ” ] =5 m
0 0 0 y=0 0 0

51. Importa senalar que el hecho de que una integral no pueda resolverse utilizando solamente
funciones elementales no quiere decir que no pueda resolverse. Algunas funciones no elementales
son de uso frecuente y sus propiedades y sus valores son tan conocidos como los de las funciones
elementales. Asi, por ejemplo, Sage resuelve la integral reiterada en el orden planteado en el
enunciado, usando la funcion (no elemental) definida por foz et dt.

El ejemplo 5.4.2 de [15] muestra una integral reiterada que es bastante méas sencilla hacerla en un orden
que en el otro.

2.3.3. Area de un subconjunto de R?

Cuando introdujimos las integrales de una variable dijimos que nuestra intencion era definir y calcular
areas y volumenes bajo una grafica, o sea, de conjuntos del tipo Q(f). Hasta ahora no hemos dado ninguna
definicién formal de area. En este momento estamos en condiciones de definir el concepto de area para una

78 Demostrar que e=*" no tiene primitiva elemental es bastante complicado. Para empezar, requiere previamente una
formulacién precisa de qué entendemos aqui por funcion elemental, expresion que usamos en el anexo B, pero alli solamente lo
hacemos de manera informal. Esta precisiéon no resulta ser ni facil ni elemental (ver la observacion 43 sobre el significado del
adjetivo elemental). En internet se encuentran referencias varias sobre este resultado, obtenido por vez primera por Liouville
en 1835.
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clase de conjuntos mucho mas amplia que la de los que estan bajo una grafica.

Definicién 2.24 Llamaremos drea de un subconjunto acotado D C R? a A(D) = [ p dA, cuando exista. Cuando
la integral no exista, diremos que D no tiene drea.

52. De los teoremas 2.21 y 2.22 se sigue que cualquier region simple tiene area.

Comprobemos, en primer lugar, que nuestra definicién de area coincide con la que hemos venido utilizando
de manera informal para los conjuntos Q(f) cuando f tiene una sola variable:

Teorema 2.25 Si f : [a,b] — R es una funcion positiva y continua, entonces

b
AQf)) = / f(z) da.

DEMOSTRACION: No hay mas que aplicar el teorema 2.21. En efecto:

b f@) b e f(2) b
A(Q(f))://dAz/dz / dy:/{y] dxz/f(x)dx.
Q(f) a 0 a y=0 a

Z

1—\

— Q(1) Y
X

Figura 2.26: El conjunto azul es la grafica de la funcién constantemente igual a 1 sobre D. El conjunto (1) es el cilindro
comprendido entre los conjuntos amarillo y azul

Hay otros motivos que legitiman el uso que hacemos de la palabra area en la definicién 2.24, mas alla
del hecho de que sea compatible con el sentido que venfamos dandole a la palabra en las integrales de una
variable. Si trazamos por encima de D la grafica de la funcion constante 1, el conjunto tridimensional Q(1)
lo vemos como un cilindro de base D y altura igual a 1. La féormula de la geometria elemental “volumen de
Q(f) igual a area de la base D multiplicada por la altura 1” coincide con [, dA = A(D).

Obsérvese también que aplicando la definiciéon de integral a la dltima igualdad, probariamos que, en el
caso de regiones simples, el drea que acabamos de definir esta infinitamente proxima a la suma de las areas

de los infinitos rectangulos infinitesimales que aproximan a D, tanto tomados por fuera como tomados por
dentro. Ver figura 2.27 y [15], ejemplo 5-10.

Ejemplo 2.26 Un subconjunto del plano que no tiene area. Témese X como en la nota a pie de pagina
n? 72, donde se explica por qué [, dA no existe. Ver la figura 2.28. [ |
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N\

7
=T

Figura 2.27: Aproximacién de D (que es el conjunto encerrado por el borde rojo) mediante rectangulos contenidos en D
(amarillos) y mediante rectangulos cuya unién contiene a D (los encerrados por el borde verde)

Y 1

Figura 2.28: X esta formado por los segmentos rojos. Los verticales corresponden a los valores irracionales de x

2.3.4. Otras propiedades

...algunas de las cuales ya las venimos usando.

Obsérvese que, tal como estd enunciada la definicion 2.18, resulta que para definir la integral de una
funcion sobre un conjunto se sumerge el conjunto en un cierto rectangulo (de los que tenemos una infinidad
para elegir) y se utiliza ese rectangulo para terminar de formular la definicion. Asi que se ha dejado un
elemento al azar que puede dar lugar a una indeterminacién del concepto: ;qué ocurre si al elegir un rectangulo
resulta que la funcion prolongada es integrable y al elegir otro distinto la funcién prolongada no es integrable?,
;la funcion original es integrable o no? Esta imprecisién hay que resolverla, de acuerdo con los comentarios
que hicimos a raiz de la introduccién de la de suma de caminos, definiciéon 1.9, sobre qué se entiende por una
definicién correcta (observacion 14).

Distinto seria si la definicion 2.18 dijera “para todo rectangulo R que contenga a D ocurre...”, o dijera
“existe al menos un rectangulo R que contiene a D y tal que...”, entonces no se podria presentar esa
disyuntiva, siempre sabriamos a qué atenernos, ("), pero tal como esta escrita 2.18, nos queda la duda.
La duda se despeja en este caso gracias al teorema 2.27, que demuestra que en realidad las posibilidades
“existe al menos un rectangulo” y “para todo rectangulo” son equivalentes, por lo que no hay imprecisiéon en
la definicién 2.18 tal como se ha dado. (39)

Teorema 2.27 Los conceptos de integrable y de integral sobre un conjunto acotado estan bien definidos. Es

79 No habria dudas respecto a lo que significa que una funcién sea integrable, aunque podria seguir habiéndolas respecto de
cual es el valor de la integral.

80 Otra forma de evitar el problema habria sido decir, por ejemplo, “tomamos el menor rectangulo R que contenga a D...",
con lo cual la definicién se referiria a un rectangulo especifico y no habria ambigiiedad. Pero entonces necesitariamos demostrar
que ese rectangulo concreto existe en todos los casos (cosa que es cierta y no es dificil de demostrar, ver apartado (K.4)), para
evitar la otra fuente de defectos en una definicién a la que nos hemos referido antes, la de que se manejen objetos que no siempre
existan.
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R,

R,

Figura 2.29: Un conjunto D contenido en dos rectangulos distintos, R1 y Ra

decir, su definicion, tal como aparece en 2.18, es independiente del rectangulo al que se prolongue la funcion.

JUSTIFICACION: Las diferencias entre rectangulos que encierren el dominio no aportan nada a las sumas de
Riemann, puesto que todas las f* valen 0 fuera del dominio.

Esta idea intuitiva puede transformarse facilmente en una demostracion utilizando la propiedad aditiva
de la integral sobre la unién de rectangulos (ver apartado (K.5)).

DEMOSTRACION: (PARA UN CASO PARTICULAR) Para el caso de funciones de dos variables que sean continuas
sobre regiones simples podemos dar una demostraciéon completa. En efecto, modificando ligeramente las
demostraciones de los teoremas 2.21 y 2.22 probarfamos que, se tome como se tome el rectangulo que
contiene a la region simple, la integral se obtiene en las mismas condiciones y mediante la misma formula.

Teorema 2.28 Las propiedades elementales 1 — 4 del teorema 2.12 son vdlidas también para integrales
sobre subconjuntos acotados que no sean rectangulos.

DEMOSTRACION: Las cuatro propiedades pueden demostrarse de la misma forma, por lo que haremos
solamente la primera. Sean f,g : D — R dos funciones acotadas e integrables sobre un conjunto acotado D.
Sumergimos D en un rectangulo R y ampliamos con ceros f y g a todo R para obtener las nuevas funciones
f* v ¢g*. La demostracion se reduce a comprobar que (f + g)* = f* + g*. Una vez hecha esta comprobacion
para cada punto del rectangulo R, se aplica la propiedad a f* y g* para deducir que f* + g* es integrable

//f+g=4/(f+g)*=4/f*+g*Z//f*—ké/g*:é f+é/g.

D R

Ejemplo 2.29 Considérese ahora en R? la corona circular D de centro el origen y radios 1 y 2, de modo
que D es el conjunto descrito por las desigualdades 1 < 22 4+ y? < 4. D no es una regién simple a pesar de
ser un conjunto definido por dos sencillas desigualdades algebraicas. Observamos, no obstante, que D puede
descomponerse en cuatro regiones simples: los cortes de D con cada uno de los cuatro cuadrantes. |

53. Calcularemos integrales sobre conjuntos como éste a base de descomponerlos en regiones
simples y sumar, de acuerdo con los siguientes resultados:

Teorema 2.30 Sea D un subconjunto acotado de R? que puede descomponerse en una union finita de
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Figura 2.30: La corona D como unién de cuatro regiones simples que no se solapan

conjuntos, D = D' U---U D™ que no se solapan, es decir, Int D' NInt DI = & siempre que i # j (3%), y
cuyas fronteras son conjuntos despreciables para la integracion.

Entonces se cumple una propiedad aditiva similar a la 5 del teorema 2.12: si f : D — R es una funcion
acotada e integrable sobre cada uno de los D', también es integrable sobre D (y viceversa: si es integrable
sobre D, también es integrable sobre cada D*), y ademds

é/fz!l/f+-~+D/m/f.

DEMOSTRACION: Puede consultarse en [1], teorema 14.13. También en [2] ejercicio 7.4.14, puesto que las
fronteras Fr D* son “conjuntos nulos”.

Corolario 2.31 La propiedad aditiva del teorema 2.30 se cumple siempre que los D' sean regiones simples
que no se solapan.

Teorema 2.32 (del valor medio para integrales de una y de dos variables) SiD C R" (n=1,2)
es una region simple n-dimensional y f : D — R es una funcion continua, entonces existe algin punto
co € D para el que

/ f = Vol (D) (co).
D

En este enunciado region simple 1-dimensional significa intervalo cerrado y acotado; y Vol,, (D) significa
la longitud o el drea de D, segin que n valga 1 o 2.

JUSTIFICACION: Pensemos en la grafica de una funcién positiva de una variable sobre un intervalo [a,b]
(una consideracién andloga puede hacerse para funciones de dos variables). Y construyamos un rectdngulo
de base [a, b] y altura variable, que va creciendo desde el eje X hacia arriba. El area del rectdngulo comienza

valiendo 0 y llega un momento en que vale un niimero mayor que fab f(z) dz, luego en algiin momento vale
igual que la integral. Como la funcién es continua, su grafica no da saltos y la altura que corresponde al
rectangulo de area igual a la integral coincide con el valor de la funcién en algin punto.

DEMOSTRACION: (SOLO LA HAREMOS PARA EL CASO n = 1). Lo que hay que demostrar es que

b

/ f(x) dz = (b— a)f(co)

a

para algin ¢ € [a,b].

81 En el caso de que los conjuntos D* sean rectangulos, el concepto de no solapamiento coincide con el que introdujimos
en la definicién 2.5, de integral de Darboux. Para comprobarlo basta aplicar el teorema 2.20 para calcular el interior de un
rectangulo.
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f(c)f---

a C b

Figura 2.31: El area bajo la grafica de y = f(x) coincide con la de algln rectangulo de base b — a y altura f(co)

Obsérvese en primer lugar que, al ser continua, la funcién alcanza en algiin punto de [a, b] su valor minimo
m y en algin punto (distinto del anterior, a menos que f sea constante) de [a,b] su valor maximo M, es
decir,
m=f(p"™) < fp) < fM) =M,

para ciertos p™, pM € [a,b] y todo p € [a,b]. Por las propiedades elementales de la integral, si integramos

F(p")

[(p") | g g ; ; ggg

Figura 2.32: El area bajo la grafica de f (es decir, la integral de f) estd comprendida entre las areas de los rectangulos
con tramas verde y roja, respectivamente

sobre [a, b] se mantienen las desigualdades, por lo que

b
m < Jo f <M
b—a

(suponemos b # a, porque si b = a entonces lo que hay que demostrar es trivial.)
Por el teorema de Bolzano, la funcién continua f ha de tomar todos los valores intermedios entre f(p™)

y f(p™). En particular, ha de tomar el valor f; f/(b—a) en algiin ¢y comprendido entre p™ y p™ | lo que
termina la demostracion.

Cuando n = 2, el razonamiento del dltimo parrafo hay que sustituirlo por otro adaptado a varias dimen-
siones (ver una demostracion en el apartado (K.6)).
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{241

CAMBIOS DE VARIABLE

A poca experiencia que se tenga en calcular integrales de una sola variable, se sabe que una técnica muy
util consiste en hacer un cambio de variable, que transforma, a veces de manera significativa, la funciéon a
integrar y el dominio de integracion (apartado 1.1.3). Nos proponemos estudiar como se transforma una
integral doble mediante cambios en sus variables.

La simplificaciéon que eventualmente se consiga sobre una integral concreta no es el tinico motivo por
el que interesa conocer cambios de variable. En las aplicaciones de las integrales no es infrecuente que las
funciones que se manejan tengan su expresion natural en sistemas de coordenadas que estén méas adaptadas
al problema que se trata que las coordenadas cartesianas.

Nuestros recintos de integracion seréan uniones de regiones simples, sin limitarnos ya méas a rectangulos,
puesto que al aplicar un cambio de variable sera frecuente que los rectdngulos no se transformen en rectangulos
y que las regiones simples no se transformen en regiones simples.

2.4.1. Formula del cambio de variable

Un cambio de variable(s) serd4 para nosotros una aplicacion entre dos conjuntos n-dimensionales,
T:A— D=T(A), con D, A C R", donde, en este capitulo, n = 2.

Consideremos ahora una funcion f : D — R. Nuestro objetivo en este apartado es convertir la integral
de f sobre D (en las variables z, y) en una integral sobre A (en las nuevas variables, que cuando no tengamos
nombres especificos para ellas llamaremos w, v).

Las variables en D seréan las cartesianas y el dominio de las nuevas variables sera A, tal como se indica
en el siguiente esquema:

RZ5A —F  D=T(A)cR? —L 4 R
(ua U) — (a@y) = T(u,v) — f(xvy) = f(T(u,v))

Hacer un cambio de variable en la integral sustituyendo las variables x,y por las variables u, v significa
dos cosas: la primera es sustituir el dominio D por el dominio 4, y la segunda hacer una composicion de
f con la aplicacion T'. De modo que la funciéon en las nuevas variables es f o T, que lleva el vector (u,v)
al ntimero f(T'(u,v)). Pero la integral de f sobre D no coincide con la integral de f o T sobre A, debido
a que la transformaciéon T deforma el plano, variando las areas. Lo mismo ocurria en una variable, donde
el cambio x = h(t) obligaba a introducir en la integral un multiplicador, h'(t), que viene a ser una medida
de cuéanto estira las longitudes la funcion h en las cercanias del punto ¢. En varias variables el determinante
jacobiano de la transformacién juega un papel anilogo al que juega la derivada en una variable. (52)

Veremos en primer lugar algunos casos particulares sobre los que podremos dar justificaciones y alguna
demostracion de las formulas, para luego pasar al resultado general, cuya demostraciéon omitiremos por
completo.

Focalizamos los casos particulares en como se transforman los rectangulos, porque con objeto de comparar
las sumas de Riemann de las integrales de una funcion de dos variables antes y después de aplicar un cambio
de variable T', nos interesa conocer la relaciéon que hay entre el drea de un rectangulo R y el area de ese
mismo rectangulo una vez transformado mediante T'.

e Teslinealy f=1.

Supéngase que T es una aplicacion lineal R?2 — R2? y que f es la funcién constantemente igual a 1.
Sabemos que entonces la integral de f sobre T'(R), ffT(R) dz dy, coincide con el area de T'(R).

. Qué relacion hay entre el area de T(R) y el area de R? Observemos en primer lugar cémo es la imagen
de un rectangulo mediante una aplicaciéon lineal.

Llamamos paralelogramo a un conjunto definido por {P + sA +tB : 0 < s,t < 1}, donde P, A

82 Jacobi introdujo por primera vez los determinantes funcionales precisamente para expresar de manera resumida el coefi-
ciente que aparecia en las formulas del cambio de variable en varias dimensiones.
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y B son vectores y A, B son linealmente independientes. Un tipo especial de paralelogramos son los
rectangulos (*3) R = [a, b] x [c, d], basta tomar P = (a,c), A= (b—a,0), B=(0,d— c).

Puesto que T es lineal, es inmediato comprobar (3¢) que la imagen del paralelogramo determinado por
P, Ay B es el paralelogramos determinado por T'(P), T(A) y T(B) (siempre que T(A) y T'(B)
sean linealmente independientes, claro, porque de lo contrario no se cumpliria nuestra definiciéon de
paralelogramo). Por consiguiente hemos demostrado que:

Teorema| 2.33 Una aplicacion lineal inyectiva T : R? — R? transforma rectdngulos en paralelo-
gramos. (®°)

Ahora podemos obtener el area de la imagen T'(R) en funcion del area de R y de la matriz de la
transformacion lineal. Siempre que no digamos otra cosa, se entiende que las matrices que usemos para
las aplicaciones lineales se refieren a las bases canonicas.

Teorema 2.34 FEl drea de T(R) es igual al drea de R multiplicada por el valor absoluto del deter-
minante de la matriz asociada a T. Por tanto,

// dudy = A(T(R)) = | det T|A(R) — //|detT|dudv.

T(R)

JUSTIFICACION: Razonaremos sobre la figura para el caso especial de que b =d =1, a = ¢ =0
y que las coordenadas de T'(1,0) y de T'(0,1) sean todas estrictamente positivas. El drea de T(R)

b, T(0.1) o)

d d da+4d
2 1 12

Figura 2.33: Paralelogramo imagen de [0, 1] x [0, 1]. Calculamos su area restando el area del rectangulo total menos las
areas de las regiones coloreadas

es, aplicando la aditividad de las integrales (corolario 2.31), la del rectangulo total menos las de los
tridngulos y rectdngulos que sobran (ver figura):

1 1
(a1 + ag)(bl + bg) -2 5 agbg -2 5 a1b1 — 2a2b1 = albg — a2b1,

ap a2

que coincide con |det T|, puesto que la matriz de T (89), es (b b
1 02

). En nuestro caso este nimero

83 En este apartado 2.4.1 supondremos que todos nuestros rectangulos son no degenerados, es decir, que a # by c # d.
84 Puesto que T(P + sA +tB) = T(P) + sT(A) + tT(B).

85 La inyectividad de una aplicacién lineal nos garantiza que las imagenes de dos vectores linealmente independientes también
son vectores linealmente independientes.

86 Para simplificar la notacién, identificamos la aplicacién T' con su matriz expresada en las bases canénicas. Escribimos los
vectores en columna.
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es positivo, porque, como se ve en la figura, la pendiente by/as es mayor que la pendiente by /a;.

Argumentando sobre una nueva figura en la que los vectores T'(1,0) y T'(0, 1) también estén en el primer
cuadrante pero el primero en una posiciéon mas avanzada que el segundo en el sentido de las agujas del
reloj (es decir, cuando by /a; > by/as), se demuestra que en ambos casos A(T(R)) = |a1bs — agby].

Por ultimo, incluso cuando ai1bs = asby se obtiene también A(T(R)) = |a1be — asby].

54 . Interpretamos este resultado diciendo que, cuando el cambio de variable es lineal, las areas
de los rectangulos estan sujetas a un “coeficiente de dilatacion” que coincide con el valor absoluto
del determinante de la aplicacion.

55 . Obsérvese que en caso de que A y B fueran vectores tridimensionales, para calcular
el area del paralelogramo que determinan podriamos suponer sin pérdida de generalidad que el
plano que los contiene es z = 0 y por tanto A = (ay,b1,0), B = (ag,bs,0). Entonces A x B =
(0,0, a1ba — agby), luego el area del paralelogramo seria igual a || A x B||, la longitud del producto
vectorial de A por B. (87)

e T es el cambio a coordenadas polares y f = 1.

Nos proponemos ahora buscar un coeficiente de dilatacion similar al de antes para el cambio a coorde-

nadas polares, es decir, para
(x,y) =T(r,0) = (rcosf,rsiné).

Ahora T ya no transforma un rectangulo en un paralelogramo, como ocurria en el caso lineal, sino en
una diferencia de sectores circulares. En la figura resulta obvio, ademas, que el coeficiente de dilatacion
no es el mismo en todos los puntos, va creciendo a medida que nos alejamos del origen.

de R

Y d‘e\ dr

(,0) dr

>~

r r

Figura 2.34: Transformacion de un rectangulo de lados infinitesimales

56 . No podremos hacer un calculo exacto apelando a la geometria elemental, pero si un célculo
aproximado para el caso que méas nos importa, que es cuando el rectdngulo original sea infinitesi-
mal.

Cuando los lados del rectangulo R son infinitesimales, de medidas df y dr, la imagen es infinitamente
proxima a un rectangulo cuyos lados miden rdf y dr, por lo que su area ha de ser muy parecida al

87 El producto vectorial de dos vectores tridimensionales u, v, es el vector que se obtiene desarrollando por la primera
fila el determinante
i J k
ur U2 U3
v1 v2 v3

u X v=
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valor del producto r dr df, que coincide con rA(R).

Por tanto, una descomposicion de T'(R) en las imagenes de una particion infinitesimal de R da lugar a
una aproximacion del area de T'(R), > r;A(R;j), que resulta ser una suma de Riemann de la funcién
R — R definida por (r,6) ~» r, por lo que es a su vez infinitamente proxima, por definicién de integral
doble, a [[ ,rdrdf.

Puede demostrarse con un razonamiento de este tipo que el area de T'(R) es

//dxdy://rdrdo.

T(R) R

57 . En otras palabras, r es el coeficiente de dilatacion de areas asociado a la transformaciéon
T.

Se trata de un coeficiente variable, no como en el caso lineal, en el que el coeficiente a aplicar era el
mismo en todos los puntos del plano.

58 . ;Qué tiene que ver el coeficiente r con las derivadas de la transformacién T? La explicacion,
como se vera en el caso més general que exponemos a continuacion, es que r es el determinante
jacobiano (%%) de T.

e T diferenciable.

Generalizando los casos anteriores, intentaremos ahora justificar cual pueda ser el coeficiente de dila-
tacion de areas cuando T sea una funcion diferenciable.

59 . Recordemos que una funcién es diferenciable cuando, alrededor de ese punto, a escala
infinitesimal no se distingue de una aplicacién lineal.

La aplicacion lineal que aproxima a T en los alrededores del punto (u,v) es la diferencial de T en (u, v),
denotada por T'(u,v) o por DT(u,v), cuya matriz asociada es la matriz jacobiana de T, JT (u,v),
formada por las derivadas parciales de T en el punto (u,v).

| u X
u

i

Figura 2.35: El area de T'(R;;) (en amarillo) es aproximadamente igual al area de DT'(u,v)(R;;) (en azul)

88 Fs decir, el determinante de la matriz 2 x 2 formada por las cuatro derivadas parciales de las funciones componentes del
cambio T' a coordenadas polares:

_ (Ox/Or 0Ox/00
JT(’""’)—(ay/ar ay/ae>

cosf —rsinf
sinf  rcosf

cosf —rsinf
- (sin@ rcos 0 ) ’ det JT'(r,0) =

Aunque no lo dijimos expresamente, al utilizar los ntmeros r, dr y df para medir una figura, estamos suponiendo que son
positivos, por lo que en este caso r coincide con el valor absoluto del jacobiano.
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Razonando como en el caso de coordenadas polares, el area de T(R;;) es aproximadamente igual a
la de DT (u;,v;)(R;j;), que vale (de acuerdo con lo que vimos cuando la transformacion era lineal)
| det JT (ui, vj)|A(R;j). Por tanto, > f(z;,y;)A(T(R;;)) es aproximadamente igual a

D (o T)(us,vy)| det JT (u, v5)| A(Rij) -

Si f es continua y T es de clase ¢!, la funcion (f o T')| det JT'| es continua, luego integrable sobre el
rectangulo R, y por tanto la ultima suma esta infinitamente proxima a la integral [[ ,(foT)|det JT|.
Se demuestra que, bajo ciertas hipotesis sobre los datos, la primera suma es, a su vez, infinitamente
proxima a la integral ffT(R) f(z,y) dz dy. Por tanto,

// f(e,y) dedy = //(f o T)(u, v)| det JT(u, v)| du dv.
T(R) R

Los ejemplos que hemos puesto explican (pero no demuestran) la validez del siguiente resultado.

Teorema, 2.35 (del cambio de variable para integrales dobles) Sean A un subconjunto de R? ce-
rrado y acotado, y N un subconjunto de A que contiene a la Fr A y es despreciable para la integracion.
Supongase ademds que T : A — T(A) C R? es una aplicacion de clase €' tal que

1. T es inyectiva sobre A\N,
2. para todo (u,v) € A\N, det JT(u,v) # 0.

Entonces, si f : T(A) — R es una funcion continua sobre T(A\N), la funcion foT |det JT| también
es integrable sobre A y se verifica la igualdad

//f(xay)dwdyz//(fOT)(u,v)\detJT(u,v)|dudv,
T(A) A

que llamaremos formula del cambio de variable.

60. El coeficiente de dilatacion no es el jacobiano, sino su valor absoluto. Si olvidamos poner el
valor absoluto, podemos terminar obteniendo resultados absurdos, como volimenes negativos.

Puede consultarse un esquema de la demostracion en [2], capitulo 7.7.

En caso de que la funcién f no sea continua sobre T'(A\N), sino solamente integrable sobre T'(A), se
puede demostrar un resultado analogo, pero para la integral de Lebesgue o de la de Kurzweil-Henstock en
lugar de la de Riemann (ver, por ejemplo, [1], teorema 15.11).

Corolario 2.36 Las hipdtesis del primer pdrrafo del teorema del cambio de variable se cumplen siempre
que A sea una union finita de regiones simples y que N sea la union de los bordes de esas regiones.

DEMOSTRACION: Es inmediato a partir del teorema 2.20, que implica que la frontera (o borde) de una
region simple esté formada por la unién de un nimero finito de graficas de funciones continuas. Y de que si
X = UlrX;, entonces Fr X C UT Fr X; (89).

La exigencia de que la transformacion sea inyectiva (salvo en un conjunto despreciable para la integracion)
es logica, porque si el cambio de variable tuviera, por ejemplo, tres valores de las nuevas variables para cada
punto (z,y), al calcular la integral en (u,v) pasariamos tres veces por cada punto, con lo que lo esperable
serfa que obtuviéramos la integral original multiplicada por 3.

89 Demostracion del altimo contenido: para cada punto p € Fr X tomamos una sucesién de puntos de X que converjan a
p. Como s6lo hay un namero finito de X;, para algan ip hay infinitos términos de la sucesién que estan en Xig, con lo que ya
tenemos una sucesiéon de puntos en X4 que converge a p. Por otra parte, sabemos que existe alguna sucesiéon de puntos de X°¢
que también converge a p; como los puntos de esta sucesiéon son todos de XZ.CO, queda probado que p € Fr Xj,.

El contenido reciproco no siempre es cierto.
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Si aplicaramos esta formula del teorema del cambio de variable para integrales dobles al caso unidimen-
sional (99), obtendriamos

t/fwm:/fwmwwm
h(la,b])

[a,b]

LA qué se debe esta diferencia al pasar a varias variables, por qué hemos introducido el valor absoluto?

2.4.2. Coordenadas polares

Para el cambio a coordenadas polares se utilizan las ecuaciones x = rcosf, y = rsin . El significado es
el de la figura. La variable r suele llamarse radio vector, y la variable , angulo polar (°). Las curvas r = k,

Y
(x,y)

y
16 X

Figura 2.36: Coordenadas polares

donde k es una constante, son circunferencias centradas en el origen, mientras que las # = k son semirrectas
que parten del origen. Estos dos haces de curvas se cortan en todos los puntos del plano, por lo que sirven
para describirlos todos.

El cambio de coordenadas puede definirse sobre todo R?, pero como las funciones circulares son periodicas
de periodo 27, para describir cualquier punto (x,y) es suficiente con limitar la variable § a un rango de
amplitud 27 (apartado (B.3)), e incluso a un rango de amplitud 7 si se admitiera que r pudiera tomar
valores estrictamente negativos.

Ejemplo 2.37 (Ejemplo 6.3.4 de [15].) Pasando a coordenadas polares, evaluar [[ log(z? + y?) da dy,
donde D es la region contenida en el primer cuadrante y comprendida entre los arcos de las circunferencias
22 +y?=a%y 2?2+ y? =07 (donde 0 < a < b).

Nuestra primera labor va a ser identificar el conjunto A del plano (r,8) que se corresponde con D en el
paso a polares.

Las desigualdades que segtin el enunciado caracterizan a los puntos de D son

x>0, y>0, o <a®+y° <P
que en coordenadas polares se transforman en
rcosf >0, rsinf >0, a?<r?<b?.

Por otra parte, el valor absoluto del determinante jacobiano es igual a |r| (*%). Puesto que tenemos varias

90 Para ello tenemos que convertir las integrales de una variable en integrales dobles, cosa que podemos hacer de la siguiente
manera. Suponiendo que h : [a,b] — R sea de clase !, inyectiva y con derivada no nula en ningiin punto (salvo, quiza, en los
extremos del intervalo), construimos A = [a,b] X [0,1] y T'(u,v) = (h(u),v), con lo que det JT'(u,v) = h'/(u) y T'(A) resulta ser
un rectangulo de altura 1 y de base la imagen de [a, b] mediante h. Y construimos una nueva funcion f : T(A) — R, mediante

fz,y) = f(x).

91 Ver en la nota a pie de pagina n° 93 una definicién formal de estos términos.
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/2 f -

a b a b

Figura 2.37: Los conjuntos D y E' = A del ejemplo

posibilidades en la eleccion de r y 6, decidimos en primer lugar que r > 0, y asi no tendremos que introducir
valores absolutos en la integral a calcular.
Hecha esta eleccion, las desigualdades equivalen a

cosf >0, sinf>0 a<r<hb.

Gracias a la periodicidad de las funciones seno y coseno el angulo polar podemos restringirlo a un intervalo de
amplitud 27, asi que elegimos [0, 27] (como podriamos elegir cualquier otro, aqui hay total discrecionalidad),
y entonces las desigualdades equivalen a

0<6<Z, a<r<b

™
2 )
Resumiendo, el cambio de variable T' : A = [a,b] x [0,7/2] — D en este caso no soélo es una aplicacion
suprayectiva sino biyectiva (utilizar las propiedades del apartado (B.3)). Podemos aplicar el teorema del
cambio de variable (°2) y la integral se transforma de la siguiente manera:

b

b oo
// log(x? + %) dxdy://rlogr2 drd&z//erogr dOdr:ﬂ/rlogr dr.
0

D=T(A) A a a

La ultima integral se resuelve por partes o recurriendo a la tabla de antiderivadas (anexo M); y el resultado

final es Z [b?logb — a®loga — 1(b? — a?)]. [ |

Las ideas que han aparecido en el ejemplo pueden sernos tutiles para otros muchos casos. En general,
querremos tener una transformaciéon que verifique las hipoétesis del teorema del cambio de variable 2.35, por
lo que hemos de limitar el dominio de las nuevas variables, para lo que hay varias opciones posibles. Nosotros
usaremos siempre v > 0 y 0 < 0 < 27, salvo indicacion en contrario (93). Un cambio a coordenadas
polares sera a partir de ahora una aplicacion definida sobre una unién finita de regiones simples, A C
[0,4+00) x [0,27], por (r,0) ~ (rcos@,rsinb).

92 Se cumplen todas las hip6tesis con N = @.

93 Por tanto, a partir de ahora, siempre que no digamos expresamente lo contrario, el radio vector de un punto de R? se
obtendra mediante la aplicacién

riR? —[0,400),  (z,y) ~ r(z,y) = Va? +y2,

donde la raiz cuadrada es no negativa, ver el apartado (B.1) para n = 2. Y el angulo polar que usaremos vendra definido por

arccos ——t—— siy>0
/2 2 =
0:RA\{(0,00} — R,  (z,y)~ 0(z,y) = ety ,
x
T 4+ arccos ﬁ siy <0,
% +y

donde arccos es la funciéon arcocoseno introducida en el apartado (B.3). Obsérvese que nuestra funciéon angulo polar es discontinua
en todos los puntos de la forma (z,0) con = > 0, y que nunca alcanza el valor 2.

Esta funcion dngulo polar € no es universal, en otros textos se define de distinta manera. Por ejemplo, en programacion es
frecuente utilizar en su lugar la funcién atan2 (ver [28]); la diferencia estriba en que la imagen de 6 es [0, 27), mientras que la
imagen de atan2 es [—m, 7). Es en la teoria de variable compleja donde se estudia de manera mas completa y sistematica la
funcién angulo polar.
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27T

Figura 2.38: Una muestra de conjunto A = FE al que seria aplicable el teorema 2.35 para coordenadas polares (para una
f adecuada). E es el conjunto azul, incluidos los bordes de cualquier color, y N, formado por las tres lineas
rojas, es la parte de la frontera de E donde el cambio de variable no es inyectivo

Como el interior de A no corta a la frontera de [0, +00) X [0, 27], se comprueba que entonces se cumplen
las hipotesis del teorema 2.35, ver apartado (K.7). La formula que relaciona la integral en coordenadas
cartesianas con la integral en coordenadas polares es

é/f(x,y)dwdy:/A/f(TCOSO,rsinﬂ)rdrdG.

Finalizamos el apartado sobre cambios de variable con un comentario sobre el sentido que tiene modifi-
car las coordenadas. Las coordenadas cartesianas pueden visualizarse como una rejilla formada por rectas
verticales y rectas horizontales que llenan todo el plano. Cada par de rectas, una horizontal y otra vertical,
determinan un punto. Y a cada punto de R? le corresponde uno y sélo un par de esas rectas.

61. Al efectuar un cambio de coordenadas lo que estamos haciendo, en cierto modo, es sustituir
los haces de rectas paralelas que forman la rejilla cartesiana por haces de curvas para los que tam-
bién se cumple que cada intersecciéon de curvas, una de cada haz, se corresponde biunivocamente
con un punto (al menos dentro de una determinada region del plano que nos interese estudiar).

En los problemas y en las aplicaciones de las integrales, las formulas que definan su borde (en
otras palabras, la forma geométrica que tenga un recinto de integracion) suelen sugerir que intro-
duzcamos un cambio de variable en el cual esas formulas se simplifiquen.

En el caso de las polares, los dos haces son: uno, constituido por circunferencias de centro el origen y
radio cualquier niimero positivo; y otro, formado por todas las semirrectas posibles que parten del origen.
Las intersecciones de una circunferencia de radio estrictamente positivo con una de las semirrectas describen
todo R?\{(0,0)}. Reciprocamente, cada punto de R?\{(0,0)} determina una tinica circunferencia y una tnica
semirrecta.
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1251

TEOREMA DE GREEN-RIEMANN

Llamamos “teoremas clésicos del célculo vectorial” a tres resultados conocidos desde el siglo XIX que
tienen en comin que proporcionan féormulas que relacionan entre si a dos integrales de diferente tipo y
dimension. Todos ellos pueden considerarse una especie de regla de Barrow para dimensiones superiores a 1.

Los nombres que se dan a estos resultados varian segtun los textos e incluso segin tradiciones nacionales.
Nosotros los denominaremos teoremas de Green-Riemann, de Stokes y de la Divergencia.

No es posible insistir demasiado en la trascendencia de los teoremas clasicos. Al relacionar integrales
de dos tipos distintos, constituyen un poderoso elemento de demostracién y suministran herramientas en
multitud de aplicaciones.

62. Dentro del analisis matematico, todos los teoremas que tienen como tesis una igualdad entre
dos procesos distintos de paso al limite (y las integrales son unos de esos procesos), figuran entre
los més importantes y ttiles, y conviene recordarlos porque surgen aplicaciones suyas por doquier.

La formula de Green-Riemann (o de Green en el plano, o simplemente de Green) para un campo vectorial
de dos variables, compara una integral doble sobre un recinto plano y una integral de linea sobre la frontera
del mismo recinto. Puede verse como una regla de Barrow pero de una dimensiéon mas: la integral doble
(sencilla en la regla de Barrow) de unas derivadas sobre un recinto bidimensional (unidimensional en la regla
de Barrow) se transforma en una integral de las funciones sin derivar sobre la frontera del recinto, que resulta
ser una o varias curvas (un par de puntos en la regla de Barrow).

Uno de los asuntos més delicados es la orientacion de las curvas implicadas en la formula de Green-
Riemann. Para considerar integrales de linea sobre esas curvas se precisa que la frontera esté dotada de una
determinada orientacion, que con frecuencia se define recurriendo a conceptos como derecha e izquierda o
como el sentido de las agujas del reloj, conceptos que, si bien son muy intuitivos y ayudan sobremanera a
reconocer la orientacion en las aplicaciones, no caben en nuestro modelo mateméatico (%4).

63. Por coherencia con el nivel de abstracciéon que manejamos en el resto del curso, nosotros
optaremos por actuar exactamente al revés: en la formulacién mas general no definiremos una
orientacién como positiva y después enunciaremos la férmula usando esa orientacién, sino que
utilizaremos la formula para definir la orientaciéon que llamaremos positiva.

No obstante, a la hora de demostrar la formula para algunos casos especialmente simples lo haremos de
manera constructiva, con lo que, para esos casos particulares, concretaremos previamente la orientacion que
manejemos.

No haremos la demostracion del caso mas general posible, pero si justificaremos la formula bajo hipotesis
bastante amplias como para incluir los conjuntos que son més habituales en las aplicaciones.

Las funciones que integraremos seran, en general, continuas sobre regiones simples o uniones de regiones
simples, con lo que la existencia de las integrales estara garantizada. La tesis del teorema es también valida
para funciones mas generales, no continuas, pero esta ampliaciéon no acarrea mas dificultades que las propias
de la integrabilidad. Lo sorprendente de los teoremas clésicos, y de éste en particular, es que las mayores
dificultades para demostrar la validez de la férmula se derivan de la complejidad geométrica del recinto de
integracion (curvas y conjuntos bidimensionales, en el caso que nos ocupa), mas que de las propiedades de
las funciones a integrar.

94 Como dice L. Schwartz ([19], pagina 29), si pretendiéramos explicar nuestros conceptos de izquierda y derecha a unos
seres inteligentes residentes en un lugar del universo desconocido para nosotros, no seriamos capaces de hacerlo.
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2.5.1. Foérmula de Green-Riemann para rectangulos

Primero probaremos la validez de la formula para los recintos més sencillos y después analizaremos su
extension a otros recintos mas complicados.

Consideramos en este apartado campos vectoriales definidos sobre un rectangulo R = [a,b] X [c,d]. El
borde de R, OR, es una curva cerrada simple formada por la unién de sus cuatro lados. Dotamos a OR de la

d <
A R

a b

Figura 2.39: Orientacién antihoraria del borde de un rectangulo

orientacion definida por la parametrizacion que es suma de los cuatro caminos

c1:la,b] — R?, t~ (t,c)
co i le,d — R?, t~ (bt)
C3:[a,b]—>R2, ~ (a+b—t,d)
cy:le,d —R% t~(a,c+d—t)

Diremos entonces que R esta dotado con la orientacién antihoraria o positiva.

Teorema 2.38 (de Green-Riemann para rectangulos) Sea F : R = [a,b] x [c,d] — R? un campo
vectorial de clase €' que tiene por componentes a las funciones reales P y Q, F = (P, Q). Entonces se
cumple la formula de Green-Riemann:

/Pd:v+Qdy=// 9Q _op dz dy .
or Oy
OR+ R

64. Observar que distinguimos entre “formula”’ de Green-Riemann, y “teorema” de Green-
Riemann, que es un enunciado cuya tesis es la féormula.

Cuando digamos que sobre un cierto dominio “se cumple la formula de Green-Riemann” querremos
decir que se cumple para todo campo vectorial de clase ¢! definido sobre el dominio (tener en
cuenta la observacion 21).

DEMOSTRACION: La demostracién no requiere ninguna idea feliz. Nos limitaremos a calcular con un poco de
cuidado la integral de linea utilizando la parametrizacién que conocemos de OR™ y a aplicar los teoremas 2.21
y 2.22 para la integral doble.

Empezando con la integral doble,

//(({)Qap> /d/bgcjxy ) dzdy — // (z,y) dydz =
|
d d
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Ahora calculamos la integral del campo vectorial sobre cada uno de los cuatro caminos que parametrizan
ORT:

/Pd:c+Qdy_/( (1.0).Q(t.))-(1,0)d :/thc

d

d
/Pdm+Qdy - /(P(b, t),Q(b,t))-(O, 1)dt = /Q(b, t) dt

/Pd:c+Qdy: /b(P(aert,d),Q(a+bt7d)>~(1,0)dt—
3 a )

—/Pa—l—b—td /Pud

d
/Pda:+Qdy: /(P(a,c+d—t),Q(a,c+d—t)).(o,—1)dt:

Ca (&

d d
—/Q(a,c—i—d—t)dtz—/Q(a,v)dv

(donde se han introducido los cambios de variable u =a+b—t, v =c+d —t). A continuacién sumamos las
cuatro integrales y observamos que el resultado coincide con el obtenido mas arriba para la integral doble,
con lo que la férmula queda demostrada.

2.5.2. Foérmula de Green-Riemann para regiones simples en las dos direcciones

Nuestro siguiente objetivo es investigar la validez de la formula de Green-Riemann sobre cualquier region
que sea simple en ambas direcciones. Esta generalizacion complicara el enunciado y la demostracion. Las
complicaciones se derivaran, mas que de los nuevos calculos (que seguirdn un esquema muy parecido al de
la anterior demostracion), de las consideraciones que habra que hacer para adaptar al borde de la region
simple algunas ideas que hemos utilizado sobre los lados del rectangulo.

En primer lugar, con los conceptos que hemos dado en este curso, en caso de que el borde 9D de una region
simple no fuera una curva cerrada simple es obvio que no podriamos ni siquiera enunciar el teorema 2.39,
puesto que la integral del primer miembro de la igualdad sbélo puede ser una integral de linea sobre una curva
de este tipo.

65. A partir de ahora, todas nuestras regiones bidimensionales simples supondremos que
tienen la caracteristica adicional de que su borde (o frontera) es una curva cerrada simple.

No es trivial que, como se dice en la observacion 65, la propiedad de que 9D sea una curva cerrada simple
constituya verdaderamente un rasgo adicional al hecho de que D sea una region simple (9°).

En segundo lugar, incluso después de suponer que el borde de una regiéon bidimensional simple es una
curva cerrada simple, tendremos que tener cuidado con las parametrizaciones de esa curva, que no son tan

95 En principio, podria ocurrir que de la hipétesis de que D sea una regiéon simple en el sentido de la definicion 2.19 se
dedujera que 9D es una curva cerrada simple. Para poder asegurar con certeza matematica que no es asi, tendremos que
encontrar al menos una regiéon simple cuyo borde no sea una curva cerrada simple.

Considérese, por ejemplo, el segmento D que une los puntos (0,0) y (1,1), que es una regién simple en ambas direcciones,
de acuerdo con la definicién 2.19. Para esta region simple resulta que 0D = D, que no es una curva cerrada simple: si lo fuera,
tendria una parametrizacién en las condiciones de la definicién 1.26, ¢ : [a,b] — D, t ~ ¢(t) = (c1(¢),c2(t)). Entonces la
funcion ¢1 : [a,b] — R seria continua e inyectiva sobre [a,b) y sobre (a,b], luego estrictamente monétona sobre todo [a, b]
(utilizar [1], ejercicio 4.62), lo que entrarfa en contradiccion con la suposicién de que e¢(a) = e(b).

Otro ejemplo més extremo se obtendria tomando como D un tnico punto.
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sencillas como puede parecer a primera vista. Intentaremos explicarlo a continuaciéon. Si D es una region
simple en las y, por ejemplo, y conocemos una descripcion suya en los términos de la definicion 2.19, entonces
automaticamente conocemos una trayectoria que describe a la frontera 0D como imagen de un camino
cerrado: no hay mas que recorrer primero la grafica de y = o1 (x) de izquierda a derecha (°%); después el
segmento vertical que corresponde a x = b, de abajo a arriba; a continuaciéon la grafica de y = pa(x) de
derecha a izquierda; y por ultimo el segmento de la frontera que esté sobre la recta z = a, de arriba a
abajo (°7).

Lo que ocurre es que las funciones ¢; y (2 pueden ser solamente continuas, mientras que para parame-
trizar una curva cerrada simple necesitamos un camino con ciertas propiedades de diferenciabilidad, ver la
definicion 1.26. No hace falta recurrir a conjuntos complicados para apreciar la importancia de esta diferen-
cia. Por ejemplo, el circulo D definido por 22 + y? < 1 es una regién simple en las y, para las funciones

y=VI1-x

Figura 2.40: Las funciones que describen al circulo unidad z* + y* < 1 como regién simple (cuyas graficas son dos
semicircunferencias) no son diferenciables en los puntos 1y —1

continuas o1 (x) = —v1 — 22 y ¢2(z) = v/1 — 22. Por otra parte, D, que es la circunferencia 22 + y* = 1
completa, es una curva cerrada simple. Sin embargo, ni ¢; ni @, son de clase €' a trozos, puesto que en
los extremos del intervalo [—1, 1] no son derivables lateralmente, luego no nos sirven para parametrizar 9D.
Esta observacién habra que tenerla presente durante la demostracion del teorema 2.39.

Con la condicién adicional para las regiones bidimensionales simples que hemos anadido en la observa-
cion 65, estamos en condiciones de enunciar y demostrar el siguiente resultado:

Teorema 2.39 (de Green-Riemann para regiones simples en las dos direcciones) Sea D una re-
gion simple tanto en las x como en las y. Para una cierta orientacion del borde OD que se llamard orien-
tacion positiva del borde, 9D, se cumple la férmula de Green-Riemann (°%)

96 No hay contradiccion entre lo que se dijo antes en contra de utilizar en las definiciones o en las demostraciones las nociones
de izquierda y derecha (o arriba y abajo) y el uso informal que le estamos dando aqui, puesto que éste es formalizable sin recurrir
a izquierda o derecha, aunque sea un poco complicado.

En efecto, cuando decimos coloquialmente que “recorremos la grafica de y = ¢1(z) de izquierda a derecha” podriamos decir
lo mismo de un modo totalmente preciso: “consideremos la grafica de y = ¢1(z) con la orientacion para la que el punto inicial
es (a,¢1(a)) y el punto final es (b, ¢1(b))”. Esta frase no apela a nuestra idea de izquierda y de derecha.

Lo que si hay que tener en cuenta es una sutileza adicional: que el hecho de que la gréfica de y = ¢1(z) sea una curva simple
requiere una demostracién, a menos que las funciones @1 y @2 fueran de clase €1 a trozos. Puede hacerse una demostracién,
para la que basta que 1 y @2 sean continuas, utilizando el concepto topolégico de conjunto conexo, pero no es tan elemental
como podria esperarse: ver (1.2).

97 El camino asi construido podria no ser inyectivo sobre [a, b), pero en muchos casos solventariamos esta dificultad descom-
poniendo D en varios subconjuntos que no se solaparan.

98 Aqui es donde estamos haciendo lo que dijimos en la observacién 63: no estamos enunciando la férmula para una orientacién
de 9D previamente establecida, sino que estamos definiendo la “orientacion positiva” de 0D como aquella para la que es valida
la férmula de Green-Riemann.
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F.ds= Pdx+Q dy = 9Q _op dx dy |
[ | /(&%)

oD+

donde F = (P,Q) : D — R? es cualquier campo vectorial de clase €1 sobre D.

La demostracion es asequible al nivel del curso pero excesivamente larga, por lo que la remitimos al
anexo [.

2.5.3. Formula de Green-Riemann para regiones mas generales

La formula de Green-Riemann no sélo es valida sobre los conjuntos simples en las dos direcciones, ni mucho
menos. Al contrario, lo que resulta dificil es encontrar un conjunto plano sobre el que no sea valida. .. ; otra
cosa muy distinta es que sea facil demostrarla para conjuntos més generales, que no lo es. Vamos a dar varias
ampliaciones de las hipotesis de los teoremas 2.38 y 2.39, todas ellas referidas al dominio D, manteniendo
las hipotesis de derivabilidad con continuidad para el campo F'.

(1) Nuestra primera ampliacién va a consistir en admitir que el conjunto D tenga “agujeros”, con la
(importante) condicion adicional de que el campo vectorial esté definido y sea también de clase €' dentro
de los agujeros, no so6lo sobre D. Lo probaremos para el caso de que el conjunto agujereado se obtenga
como diferencia conjuntista de dos regiones que sean simples en ambas direcciones (el agujero, junto con
su borde, también serd una region simple). Para probarlo cuando haya mas de un agujero aplicarfamos el
mismo procedimiento repetidamente, con las modificaciones que se necesiten en el razonamiento, que pueden
ser no triviales.

Concretando, tomaremos dos regiones simples en ambas direcciones, Dy y Dy, con Dy C D1, y llamaremos
D = D;\ Int Dy. Para asegurarnos de que los bordes de dD; y D5 son disjuntos, impondremos la condicion

& -

Figura 2.41: Dos ejemplos de regiones simples en ambas direcciones D1, D3, con Dy C D;. El primero de los ejemplos
cumple las hipétesis del corolario 2.40 y el segundo no. Observar que en este segundo caso, 0D1 N 0Dy # &

de que D3 no tiene puntos del borde de D1, es decir, Dy C Int D; (ver figura 2.41). (°9)

Aplicamos el teorema 2.39 a D7 y a Do, restamos las dos formulas y hacemos uso de varias propiedades
de las integrales (1°°) para obtener

/F-ds+/F-ds:/F-ds— /F~ds:

oD} oDz // a(z;_y) Zzﬁd // (8?_513) // (862_81;> dz dy .

A partir de aqui obtendremos la formula de Green-Riemann si interpretamos adecuadamente para este

99 1,a figura nos sirve de justificacién para lo que acabamos de decir. Para una demostracion, ver el teorema J.3.

100 Ta dltima igualdad se justifica mediante el teorema 2.30, puesto que D1 = D U D2 y ademés (a) D NInt D2 = @; (b) la
frontera de D3 es una curva cerrada simple; y (c) la frontera de D esta formada por una la unién de dos curvas cerradas simples
(teorema J.3).
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caso el borde orientado de D. Llamaremos borde de D, D, a la unién 0D, U9JD,, dado que esta definicion
es coherente con la intuicién asociada a la palabra “borde” y con el concepto topologico de frontera (191). Por
tanto, D no sera, hablando con propiedad, una curva cerrada simple, sino la unién disjunta de dos curvas
cerradas simples.

66. Escribiremos 9D = 0D + D>, en el bien entendido de que es un abuso de notacion,
puesto que no corresponde a la suma de dos caminos.

La justificaciéon para escribir la unién de curvas disjuntas como una suma es que también denota-
remos la suma de las integrales (de campos escalares o de campos vectoriales) sobre cada una de
las curvas como la integral sobre la uniéon de las curvas disjuntas.

Cada uno de los dos bordes dD; tiene su propia orientaciéon positiva, que no es otra que la que se
precisa para que la formula de Green-Riemann sea cierta sobre el correspondiente conjunto D,. Pues bien,
llamaremos orientaciéon positiva del borde 9D a la orientacién positiva de la curva exterior, 8Df', junto
con la orientaciéon negativa de la curva interior, 9D, , y pondremos 9Dt = BDI" + 0D, .

Haciendo uso de estas notaciones, lo que hemos demostrado (cuidado: para considerar los anteriores
razonamientos como una demostracion necesitarfamos incluir parte del contenido del anexo J) es el siguiente
resultado:

Corolario 2.40 La igualdad
P
/ PdJ;—|—Qdy:// (9762_87 dzx dy
or Oy
oD+ D
es vdalida siempre que

» el conjunto D C R? pueda ponerse como una diferencia D = Dy\Int Dy, donde Dy y Dy son dos
regiones simples en ambas direcciones para las que se cumple que Dy C Int Dy ;

» ademds, F = (P,Q) € ¢1(D1);

considerando como orientacion positiva del borde OD la descrita por 9Dt = dD{ + dD; .

(2) La segunda ampliacion que daremos de las hipotesis bajo las cuales se cumple la formula de Green-
Riemann tiene interés tedrico y ademas su demostracion es instructiva, pero también demasiado larga para
incorporarla a este curso. Consiste en “deformar” un conjunto sobre el que sabemos que se cumple la férmula
y comprobar que si la FGR era valida antes de la deformacion seguira siendo valida después.

N
>1ro

; 4

Figura 2.42: Mediante un giro pueden pasar a ser regiones simples en las dos direcciones algunos conjuntos que no lo eran

Corolario 2.41 Sea T : R?2 — R? una transformacion de clase €2 y con jacobiano estrictamente positivo
en todos los puntos. Si D* C R? es un conjunto sobre el que T es inyectiva y sobre el que ademds se cumple
la formula de Green-Riemann, entonces sobre D = T(D*) C R? también se verifica la formula de Green-
Riemann.

101 pyesto que Fr D = 8D U dD3, ver el teorema J.3.
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DEMOSTRACION: Consultar el apartado (K.9).

Por ejemplo, si D C R? no es simple en las dos direcciones pero mediante un giro lo podemos convertir
en un conjunto que si lo sea, entonces sobre D es vélida la formula de Green-Riemann, puesto que el giro
inverso es una transformacion de clase ¥°° y con jacobiano constantemente igual a 1.

(3) Hasta ahora, la validez de la formula de Green-Riemann la hemos estudiado comenzando con un
subconjunto de R? que cumple ciertas condiciones y después considerando su frontera. También puede
hacerse al revés, comenzar con una curva cerrada simple en el plano y considerar el conjunto que encierra.

Cualquier curva cerrada simple en R? divide al plano en tres zonas, la de los puntos que estan sobre
la curva, la de los que estan dentro de la curva y la de los que estan fuera de la curva. Igual que ocurria
con las orientaciones antihorarias, el concepto de estar dentro de la curva es muy visual pero para definirlo
necesitamos utilizar alguna herramienta de tipo técnico, alguna herramienta matemaética. Lo més ttil es el
teorema de la curva de Jordan (1°2); que asegura que si C es la imagen de un camino cualquiera (o sea,
que basta con que sea continuo) y que es inyectivo salvo por el hecho de que la imagen del punto inicial y
del punto final del intervalo coinciden, entonces el resto del plano, R?\C, est4 formado por dos conjuntos
con las siguientes propiedades: (a) ambos son no vacios; (b) dados dos puntos cualesquiera de uno de ellos,
siempre pueden unirse por un camino cuya imagen no se sale del conjunto; (c) si se toma un punto en cada
uno de los dos conjuntos, la imagen de cualquier camino que los una siempre corta a C; y (d) uno de esos
dos conjuntos es acotado y el otro no. El conjunto acotado es el que se denomina la parte de dentro de la
curva C.

Si llamamos D al conjunto que esta dentro de una curva cerrada simple C, puede demostrase que C' = 0D
(aqui lamamos 0D a Fr D, la frontera de D de la definicion 1.16) y que la formula de Green-Riemann es
valida para una orientacion sobre C. La demostracion para este caso supera ampliamente los confines del
presente curso (193).

(4) Nuestra dltima generalizacion tampoco la vamos a demostrar, incluso su formulaciéon la haremos
de una manera més laxa que las demés ampliaciones del teorema de Green-Riemann. A pesar de que la
formulacion no sea totalmente precisa, serd muy tutil en las aplicaciones concretas.

Supéngase que D C R? es un conjunto acotado cuya frontera Fr D una unién disjunta de curvas cerradas
simples. Siempre que ademas D pueda descomponerse, trazando un nimero finito de curvas simples, en uniéon
de conjuntos sobre los que sea valida la formula de Green-Riemann (ver la figura 2.43) entonces también

Y

w X

Figura 2.43: Muchos conjuntos pueden dividirse en un nimero finito de regiones simples en las dos direcciones

sobre D es valida la misma férmula para una determinada orientacién de 0D que llamaremos positiva.
No intentaremos precisar mas ni, mucho menos, desarrollar una demostracion. Daremos solamente un
ejemplo que pone de manifiesto la manera de proceder, para aplicar las mismas ideas cuando nos enfrentemos

102 ,a demostracién de este resultado, que no es nada elemental, pertenece a la rama de las matematicas que se conoce con
el nombre de Topologia. Puede consultarse una prueba en [16].

103 Ver un planteamiento de este tipo en [2], 7.5.
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a otro caso concreto.

Ejemplo 2.42 Sobre una corona circular puede demostrarse la formula de Green-Riemann a través de una

descomposicién en cuatro regiones que son simples en las dos direcciones. (104)

Tomamos el origen de coordenadas en el centro de las circunferencias que limitan a la corona D, con
lo que las ecuaciones que definen a D seran del tipo a? < 22 +y? < b2, con 0 < a < b, y llamamos D,
(1 =1,2,3,4) alos cortes de D con los cuatro cuadrantes (ver la figura 2.30). Cada D; es una region simple
en los dos sentidos, luego le es aplicable el teorema 2.39 (1°%). De modo que si (P, Q) es un campo vectorial
sobre D, podemos aplicar la formula a (P, Q) y cada uno de los D;; y sumando todas las igualdades,

4 4

_ 2Q _or
Z /de—i—Qdy—Z//(ax ay)dxdy.
/l:laDj» 1=1Di

El miembro de la derecha es igual a la integral sobre la unién de los D;, gracias a la aditividad de las integrales
dobles, corolario 2.31. En cuanto a la suma que aparece en el miembro de la izquierda, no podemos escribirla
como la integral sobre la unién de las curvas, puesto que ni los caminos que parametrizan a 0D; son sumables
en el sentido de la definiciéon 1.9, ni les podemos aplicar la observacion 66, dado que los bordes 9D no son
disjuntos.

No terminaremos la demostraciéon, nos conformaremos con una guia de la forma de actuar a partir de
aqui, con el siguiente razonamiento que serda de aplicaciéon bastante general. En cada una de las curvas
cerradas simples 0D; distinguimos dos tipos de tramos: los que ya pertenecian a D, que los dejamos con
la misma orientacion, y los que hemos introducido al dividir D en los D;. Estos tltimos se recorren siempre
dos veces, una en cada sentido, puesto que por su propia naturaleza son borde de dos D; diferentes, uno a
cada lado. Por tanto, en la suma de las integrales estos tramos se cancelan, quedando tinicamente los tramos
que formaban dD, con la orientacién que, como dijimos mas arriba, llamaremos positiva. |

2.5.4. Otras formulaciones del teorema de Green-Riemann

FORMA VECTORIAL

Consideremos a los objetos bidimensionales de la formula de Green-Riemann como sumergidos en el
espacio R3, es decir,

= el dominio D contenido en el plano coordenado horizontal, identificando D con D x {0}, que esta
contenido en R? x {0} (196);

= y el campo vectorial F = (P, Q) dotado de una tercera componente que es nula en todos los puntos, a
base de identificar F' con F*|p, oy (197), donde F*(z,y, 2) = (P(z,y), Q(x,vy),0) para todo (x,y) € D
y todo z € R.

104 Pyesto que la corona circular es diferencia de dos circulos, puede parecer que para una corona ya se ha probado la férmula
en el punto (1) de este mismo apartado, que trataba de conjuntos con agujeros, pero no es asi. Como advertimos més arriba,
para el razonamiento que justifico aquella ampliacién a conjuntos del tipo D = D1\ Int Dy tuvimos que suponer que el campo
vectorial estaba definido y era de clase €1 sobre todo D1, no nos basté con que lo fuera sobre la diferencia, que es lo que
suponemos ahora.

Ambas cosas no son lo mismo. Asi, por ejemplo, el campo utilizado en la demostracion del teorema 1.33.B) esta definido
sobre toda una corona circular, pero no lo esta sobre la totalidad del circulo grande.

105 Otra forma de deducir que sobre cada D; se cumple la férmula de Green-Riemann seria utilizar el teorema 2.38 y el
corolario 2.41, puesto que, por ejemplo, D1 = D N{(z,y) : x > 0, y > 0} es la imagen del rectangulo [a,b] X [0, 7/2] mediante
la transformacién que define las coordenadas polares, T'(r,0) = (r cos 0, rsin ), que es inyectiva sobre Dj.

106 Cuidado con esta “identificaciéon”: el interior de D en R? es bastante distinto del interior de D x {0} en R3.

107 Sin perjuicio de que F esté definida sobre un conjunto que contenga a D en su interior como subconjunto de R2, tal como
se indico en la observacion 21.

Por la misma razén, F'* ha de estar definida sobre un conjunto que contenga a D x {0} en su interior como subconjunto de
R3. Este es el motivo por el que en la definicién del dominio de F* hemos incluido puntos con z distinto de cero.
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Figura 2.44: Inmersién de D y F en R®

En el siguiente diagrama F'* es la composicién de las demés aplicaciones:

F biyeccion

D R2 R2 x {0}
proyeccion . .
b 1 inmersién

sobre e

) Xy como plano XY
plano

F*
D xR R3

Corolario 2.43 (forma vectorial de la formula de Green-Riemann) Bajo las hipdtesis y notacio-
nes del teorema de Green-Riemann o de alguna de sus extensiones (apartado 2.5.3) y del pdrrafo anterior,

/F~ds://rotF*~k:dA,
D

oD+

donde k es el vector unitario (0,0,1).

DEMOSTRACION: Basta observar que el rotacional rot F* = V x F* es un vector con las dos primeras

0 oP
coordenadas nulas y la tercera igual a —Q - —

or Oy

La forma vectorial del teorema de Green-Riemann arroja un poco de luz sobre el sentido que tiene
la diferencia de derivadas parciales que aparece en la integral doble: su razén de ser reside en que es una
componente de un rotacional. Ademés, méas adelante nos permitird comprobar inmediatamente que la formula
de Green-Riemann es un caso particular de la féormula de Stokes, ver la observacién n° 104.

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA EN EL PLANO

Asi como la anterior formulacién nos liga el resultado con el teorema de Stokes para superficies en R3
(teorema 3.37), la que exponemos a continuacion nos lo relaciona con el teorema de la divergencia para
voltimenes en R?® (teorema 4.16). Para enunciarla reconsideraremos la orientaciéon en una curva cerrada
simple, que hasta ahora hemos definido a través del sentido del vector tangente unitario (1°%), como la
seleccion de una de las dos normales unitarias a la curva.

108 1,3 orientacién de una curva cerrada simple la habiamos definido mediante la utilizacién de cambios de variable con derivada
estrictamente positiva (ver definicién 1.23). Cuando se manejan parametrizaciones que sean regulares, elegir una orientacion es
equivalente a seleccionar de manera continua uno de los dos vectores tangentes unitarios en cada punto.
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Definicién 2.44 Supdngase que D C R? es una region sobre la que es vdlida la formula de Green-Riemann y que cada
una de las curvas cerradas simples que forman OD™ tiene una parametrizacion regular a trozos (x(t),y(t)). La normal
exterior a 0D en un punto regular (x(t),y(t)) es

(Ver la nota a pie de pdgina n° 120.)

No hay mas que multiplicar escalarmente n por el vector tangente a 9D, (z',y’), y ver que da cero para
entender el nombre de normal a D. El nombre de exterior se justifica mediante la figura, que muestra cémo

an’

Figura 2.45: Vector tangente (2',y’) en dos puntos de D™, con sus respectivos vectores ortogonales en el sentido de la
normal exterior, (y', —x'). En ambos casos la normal exterior apunta hacia fuera de D

la normal asi definida apunta siempre hacia fuera del conjunto D (1%9).

Como hemos hecho en otras ocasiones, también aqui hemos de demostrar que la definicién de normal
exterior es correcta, es decir, que depende solamente del conjunto D y del punto donde se calcule, no depende
de la parametrizacion sobre dDT que utilicemos para calcularla (110).

Teorema 2.45 (de la divergencia en el plano) Bajo las hipdtesis y notaciones de los teoremas de
Green-Riemann o de alguna de sus extensiones (apartado 2.5.3),

/F-Nds://dideA://V'FdA,
oD D D

donde N es la normal exterior a 0D.

DEMOSTRACION: Aplicaremos la férmula de Green-Riemann, pero no al campo F = (P,Q), sino al campo
(—=Q, P). Llamando, como siempre, ¢ = (z,y) : [a.b] — R a una parametrizacién de 0D, o de alguna de las

109 1,6 que hemos hecho para definir la normal exterior ha sido tomar el vector tangente, normalizar su longitud y darle un
giro de —7/2 (considerando como positivo el angulo en sentido antihorario), como puede comprobarse aplicando a (z’,y’) la

correspondiente matriz de rotacion:
0 1\ [ y'
-1 0) \vy —x' )

110 En efecto, si (x1(t1),y1(t1)) es cualquier otra parametrizacion de DT, con cambio de parametros t; = h(t), entonces
h'(t) siempre es estrictamente positivo (ignoramos los puntos del conjunto finito donde la derivada puede no existir, ya que
estamos alrededor de un punto regular de la curva). Entonces

(' (1), =" (1)) = 1 () (y1 ((1)), =2 (R(1))) = B/ (£) (1 (t1), —' (t1)),

que una vez normalizados seran vectores iguales.
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curvas cerradas simples que constituyen 0D,

b b

/F~Nds:/b(Foc)~(Noc) I dt:/(Foc)-(y’,—x’)dt:/(Py’—Qa:’)dt:
oD a

/ de+de//<ap+aQ)d dyf//dldeA.

67. Ambos resultados, la forma vectorial y el teorema de la divergencia en el plano son equi-
valentes al de Green-Riemann. Es decir, si suponemos cierto uno de estos dos entonces podemos
deducir la formula de Green-Riemann. (No vamos a demostrar esta afirmacion.)

2.5.5. Aplicaciones del teorema de Green-Riemann

AREA ENCERRADA POR UNA CURVA

A partir del teorema de Green-Riemann es posible obtener una féormula para el area de un recinto, que
tiene una particularidad que la distingue de las deméas que hemos visto hasta ahora: el calculo se realiza
tanicamente sobre la frontera del conjunto. Apoyandose en este resultado, se construyen unos instrumentos
que se llaman planimetros (ver [7]) y que computan el area a medida que una rueda recorre el borde del
conjunto.

Corolario 2.46 Si sobre D es vdlida la formula de Green-Riemann, entonces

A(D):§ / —y dx + x dy.

oD+

DEMOSTRACION: La férmula del enunciado se obtiene por aplicacién directa de la de Green-Riemann:

/—ydx+xdy—//(ax _a_;/> dA = //2dA—2A D).
oD+

CAMPOS CONSERVATIVOS

Estamos ahora en condiciones de dar una justificacion de que sobre un conjunto D C R? que no contenga
agujeros, un campo vectorial que sea cerrado (es decir, que tenga la propiedad 4 del teorema 1.33) es siempre
exacto (propiedad 3 del mismo teorema).

Sea F = (P,Q) : D — R? un campo vectorial que cumple la hipétesis 4 del teorema 1.33. Tomese
cualquier curva cerrada simple, C' C D, la dotamos de una orientacién y queremos probar que la integral de
F sobre C" es nula, con lo que habremos demostrado la propiedad 1’ del teorema 1.33, que es equivalente
ala 3.

EI conjunto R?\C' queda dividido en dos trozos, uno de los cuales es acotado y el otro no (cf. lo que se
comento en el apartado 2.5.3(3) sobre el teorema de la curva de Jordan). Nuestra hipétesis sobre la ausencia
de agujeros significa, al traducirla a términos técnicos, que la parte acotada K esta toda ella contenida en
el dominio D. Suponiendo que sobre K pueda aplicarse el teorema de Green-Riemann, y observando que
C = 0K y que 8y = ("3 por la hipétesis 4, concluimos que (111)

[ [ (2 )un

11 La indefinicién en el signo se debe a que no sabemos si la orientacién que estamos tomando en Ct es aquella para la que
es aplicable la formula de Green-Riemann o es la opuesta.
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Figura 2.46: Una curva cerrada simple C' contenida en D

Volviendo a la demostracion de la parte B) del teorema 1.33, observamos que la anterior justificacion
no es aplicable al campo F' y a la curva C' que alli aparecen, puesto que en aquel caso la parte acotada K,
que es el circulo unidad abierto (sin la circunferencia), no esté contenida en el dominio de F porque éste no
incluye al origen.

ROTACION DE UN FLUIDO

Pensamos en una lamina de agua muy poco profunda, que identificamos con un subconjunto de R?, y nos
preguntamos si, al moverse el agua, una boya de diametro infinitesimal centrada en un punto pero anclada en
el fondo giraria como efecto de la velocidad que trata de arrastrarla. Construimos un modelo del movimiento
de un fluido sobre un plano, para lo que el campo vectorial F'(p) representaré la velocidad del fluido en el
punto p. Supuesta conocida la funcién F, que para nuestro razonamiento supondremos que es de clase ¢!,
nos interesa averiguar si en un determinado punto el fluido esté4 sometido a una rotacion.

Llamaremos B al circulo (o bola cerrada) de centro en p y radio ¢, y C. la circunferencia con el mismo
centro y el mismo radio, que es la frontera de B, 9B, (112). Y planteamos la expresion

Figura 2.47: Los puntos de la circunferencia de centro p y radio € se mueven con velocidad F'

1 F
Al Akl
ct

De acuerdo con el teorema 1.15, la integral de F'/e es la integral a lo largo de C. de la componente
tangencial (en el sentido de giro dado por la orientacion de CF) de la velocidad partida por el radio, es
decir, de la magnitud de la velocidad angular. Al estar dividida por la longitud de la circunferencia, puede
interpretarse como un promedio de la magnitud de la velocidad angular del fluido alrededor de C. Pasando
al limite cuando ¢ tiende a cero, si dicho limite e