EXAMEN FINAL DE CALCULO INTEGRAL
1° DE LOS GRADOS EN MATEMATICAS Y Fisica

6 DE SEPTIEMBRE DE 2011 (TEORI{A)

‘ Responder de forma razonada a las siguientes cuestiones:‘

C; Témamos una funcién definida sobre el intervalo [0, 1], de la que sabemos que esté aco-
tada y que es discontinua en todos los puntos racionales, pero continua en todos los
irracionales (funciones como ésta existen, por raro que resulte). ;Podemos asegurar
que la funcién es integrable?

Cz Si f es una funcién R® — R continua y acotada, poner los limites de integracién que
faltan en la segunda integral reiterada:

/1 / /Qf(x,y,z)dz dy dx:/2</(/ f(x,y,z)dy)dx)dz,

0 0 x2+y2

Cz 1. Sobre una circunferencia en R* tomamos n puntos y medimos la suma de las
longitudes de los segmentos que unen los puntos consecutivos, lo que da lugar
a una poligonal que “se aproxima” a la circunferencia. A continuacién pasamos
al limite cuando n tiende a infinito, con la unica condicién de que, al variar
n, la longitud maxima de los lados de las poligonales tienda a cero. ;Podemos
estar seguros de que la longitud de la poligonal tiende a la longitud de la
circunferencia?

2. Sobre un cilindro en R? tomamos n puntos y utilizdndolos como vértices for-
mamos una red de triangulos, es decir, un poliedro de caras triangulares que
“se aproxima” al cilindro. Calculamos el drea del poliedro sumando las dreas
de los tridngulos que forman sus caras y pasamos al limite cuando n tiende a
infinito, con la tunica condicién de que, al variar n, el maximo lado de todos los
tridngulos tienda a cero. ;Podemos estar seguros de que el area del poliedro
tiende al area del cilindro?

C4 Al cambiar la orientacién de una curva cerrada simple, ;cambia el signo del valor de
la integral de un campo vectorial sobre la misma?; ;y el signo del valor de la integral
de un campo escalar sobre la curva?

Cs Sea F un campo vectorial definido sobre R3\{(0,0,0)} y de clase @'. Entre las pro-
piedades siguientes, ;qué implicaciones hay?
1. F es el gradiente de algin campo.
2. El rotacional de F' es nulo.

3. La integral de F' sobre cualquier curva cerrada que no pase por el origen es
nula.
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P, Calcular el volumen encerrado en el primer octante por los paraboloides

2 =227 + y 2=9— 2% — %7

P, Sea YT la superficie definida por
rry+z=1, 2>4y> <4,

con la orientacién de las normales hacia abajo. Calcular [ o+ F-dS, siendo F(z,y,z2) =
1 —xj —yk.

P3 Sea X7 la semiesfera z = /5 — 22 — y2, con la orientacién de las normales hacia
arriba. Sea F' el campo vectorial definido por

F(z,y,2) = y*zi + 2°yj + zk.

(a) Probar que F' es un campo conservativo.

(b) Aplicando (a), y sin hacer célculos, decir cudl es el valor de
/. o+ F' - ds.

(c) Calcular directamente |, os+ F' - ds, comprobando que se obtiene el mismo valor
que en (b).

(d) Comprobar que se verifica el Teorema de Stokes para 3 y F.



