Cuestiones de Algebra Lineal

Algunas de las cuestiones que aparecen en esta relacién estdn pensadas para ser introducidas
en un plataforma interactiva de aprendizaje de modo que los pardmetros a,b que aparecen en el
enunciado son convertidos en niimeros enteros, adecuados al enunciado y entre —9 y 9, de modo que
la respuesta del alumno es comprobada a partir de la férmula de solucién que aparece encuadrada

al final del enunciado.

1. Si tres vectores eq, eg, e3 de un espacio vectorial E verifican 3e; 4+ 4eo — e3 = 0; entonces, se

verifica

a) [ ] dim(ei, ez, e3) <2
b) [ ] dim(eq, ez, e3) = 3.
c) [ ] dim(eq, ez, e3) =2
2. Sea Py el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 2 y B = {22 +
1,222 — 1}. Entonces:
a) [ ] B es una base de Ps.

b) [ ] B es un sistema de generadores de IPs.

¢) [ ] B es un sistema de vectores linealmente independientes de IPs.

3. Si un espacio vectorial E tiene dimensién finita, entonces:

a) [ ] FE tiene un numero finito de vectores.
b) [ ] E tiene un ndmero finito de subespacios vectoriales.

¢) [ ] Ninguna de las anteriores.

4. Consideramos el espacio vectorial real R3. Se pide, marcar todas las afirmaciones ciertas de

entre las siguientes:

a) [ ] Cualquier familia {fi, fo, f3} de tres vectores constituye base de R.

b) [ ] Sitres vectores f1, f2, f3 de R3 verifican 4 f1+4 fo— f3 = 0; entonces, dimg (f1, f2, f3) <
2.

¢) [ ] Todas las bases de R? tienen tres elementos.

d) [] {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} constituye una base de R3.

e) [ ] R3 sélo tiene un niimero finito de subespacios vectoriales.
)

f) [] El subconjunto H = {(x,y,2): z +y = 1} de R? es un subespacio vectorial.
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. En R? consideramos la base B = {u1, ug,u3} con u; = (1,2,0) y ug = (4,3,7). Poner en el

siguiente recuadro, con dos cifras decimales, el valor de la tercera componente de u3 teniendo
en cuenta que las coordenadas del vector e = (3,2,a) en la base B son (1,2,4).

. Si {u1,u9,u3} no es una base de R?, entonces:

a) [ ] {u1,u2,u3} no es un sistema de vectores linealmente independientes.
b) [ ] {u1,u2,us} se puede completar hasta formar una base de R?.

c) [ ] {u1,u2,u3} no es un sistema de vectores generadores.

Un espacio vectorial de dimensién 3, jpuede tener un subespacio vectorial de dimension 47

a) [ ] Si
b) [ ] No.

. Consideramos dos subespacios Hy, Hy de R* de dimensién dos, entonces:

a) [ ] SiHi+ Hy = R* entonces Hy N Hy = (0).
b) I:] d1m(H1 N HQ) =1.
C) I:] d1m(H1 +H2) 3.

. Sea T': E — F una aplicacién lineal entre los espacios vectoriales E, F'. Entonces,

a) [ ] dimE =dimF.
b) [ ] rangoT = dim F.

¢) [ ] Ninguna de las anteriores.
Sea T: R? — R3 una aplicacién lineal, entonces:

a) [ ] T no puede ser epiyectiva.
b) [ ] T es inyectiva.
c) [ ] dmImT = 2.

Sea T: R? — R* una aplicacién lineal, entonces:

a) [ ] T no es epiyectiva.
b) [ ] Si{e1,e2,e3} es un sistema de vectores linealmente independientes entonces también
loes {T'(e1),T(e2),T(e3)}.

¢) [ ] SiT(er —3ex +e3) =0 entonces {e1,e2,e3} es un sistema de vectores linealmente
dependientes.

d) [ ] Sier —3ex+ ez = Op entonces {T'(e1),T(e2),T(e3)} es un sistema de vectores
linealmente dependientes.
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Para T: R? — R? la aplicacién definida por la igualdad T'(z,y, z) = (z — y,3z + 2y — 2), se
verifica que su matriz asociada, respecto a las bases estandar, es:

0o -1 1 0 11 0 3
a) [ ] 3 2 -1 |; b)]:]<3 9 1), o) [] -1 2
0 O 0 1 -1
Consideramos las matrices
1 2 3 a
. 2 3 1 b ; B 4!
11 1 -1
1 0 -2 —6

Se pide calcular el elemento (3,4), tercera fila cuarta columna, de la matriz B. Poner, con
dos cifras decimales, la solucién en el recuadro siguiente:

’(—1—b+a)/(13+b—4a), siempre que 4a — b # 13‘

Consideramos las matrices

A:53; B_ 14 16 18
3 2 9 10 a

y la matriz X que verifica A-X = B. Poner en el siguiente recuadro, con dos cifras decimales,
el valor del elemento (2,3), segunda fila tercera columna, de la matriz X.

Denotamos por Ps el espacio real de los polinomios de grado menor o igual que 3 y por S el
sistema

S={Lz+1(x+1)?%@+17?

Marcar todas las afirmaciones ciertas:

a) [ ] S es una base y las coordenadas de 2% + 1 respecto a S son (1, —3,3,0).
b) [ ] La aplicaciéon D: P3 — P3 que a cada polinomio le asigna su derivada es epiyectiva.

¢) [ ] Consideramos la aplicacién T': P3 — P53 que a cada polinomio p le asigna p’ + 2p,
la suma de la derivada de p y del doble de p. Entonces, el sistema T'(S) = {T'(1),T(x +
1),T((z +1)2),T((x +1)%)} es una base de Ps.

Sea T': R? — R? la aplicacién lineal caracterizada por ser
T(1,-1,2) = (2,1)

7T2,2,—-1) = (1,0)

7(3,3,1) = (-3,a)

Poner, en el siguiente recuadro, con dos cifras decimales, el valor del elemento (2,2), segunda
fila segunda columna, de la matriz asociada a T respecto a la base estandar.
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(a—1)/2
JUSTIFICACION: Las condiciones T'(1,—1,2) = (2,1), T'(2,2,-1) = (1,0), T'(3,3,1) = (=3, a),
se pueden escribir, las tres a la vez, poniendo:

1 2 3
Tr1 T2 I3 1 9 3 _ 2 1 -3
Yr Y2 Y3 9 _1 1 1 0 a
deduciéndose, para las incégnitas y1, yo, y3, el siguiente sistema:
y1—y2+2ys = 1

2y1 + 2y2 — y3
3y1 +3y2 +y3 =

y resolviendo que y3 = (a — 1)/2.
Si A es una matriz cuadrada de orden 3 con coeficientes reales entonces:

a) [ ] det(—3A) = —3det A.
b) [ ] det(—3A) = —27det A.
¢) [ ] det(—3A) = 27det A.

¢Es diagonalizable un endomorfismo T': R* — R* del que se sabe que Cr(z) = 2%(z—1)(z—3)
es su polinomio caracteristico y que dim Ker 7' = 27.

a) [ ] Si
b) [ ] No.
¢) [ ] Depende.

Si E es un espacio vectorial real y 7" un endomorfismo de E, entonces:

a) [ ] 0 es un valor propio de 7.
b) [ ] Si0 es valor propio de T" entonces 1" no es inyectivo.

c) [ ] SiT es inyectivo entonces 0 es un valor propio de 7.

Consideramos Pj el espacio vectorial de los polinomios reales de grado menor o igual que

cuatro y el endomorfismo 7': Py — Py definido por la igualdad T'(p(z)) = = - di(p(:c))
x

Marcar todas las afirmaciones ciertas:
a) [ ] T es diagonalizable.
b) [ ] detT =0.

¢) [ ] T es un isomorfismo.

)
)
)
d) [ ] ImT = P, para P los polinomios de grado menor o igual que tres.

De un endomorfismo 7': R3 — R? sabemos:
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a) kerT es el espacio vectorial de ecuaciones:

r+y+z = 0
20—y = 0

b) (1,0,1) y (2,1,a) son vectores propios de valores propios 1 y b respectivamente.

Poner, en el siguiente recuadro, con dos cifras decimales, el valor del elemento (1,2), primera
fila segunda columna, de la matriz asociada a T respecto a la base estandar

[(—(a+6)/2+4b)/a

JUSTIFICACION: Se tiene Ker T' = ((1,2, —3)). Ahora, las condiciones del enunciado se pueden
escribir

12 1 1 2-() 0
T 01 2 =10 b 0
1 a -3 1 (a)-(b) O

ya que las condiciones equivalen a que el transformado por T de la i-ésima columna de la
primera matriz escrita en la igualdad anterior sea igual a la i-ésima columna de la segunda
matriz.

Si denotamos (t1,t2,t3) a la primera fila de la matriz de T', de la igualdad anterior, se deduce
el sistema

t1 + 13 = 1
2t1+t2+(a)-t3 = 2(b)
t1 + 2ty — 3t3 = 0

resolviendo se deduce que to = (—(a + b)/2 + 4b) /a.

Denotamos por C(z) = det(z1d —T) = 23 + cox? + 17 + ¢o al polinomio caracteristico del
endomorfismo 7T': R? — R3 cuya matriz asociada respecto a la matriz estandar es

1 -2 a
b -1 2
2 2 -1

Poner, en el siguiente recuadro, con dos cifras decimales, el valor del coeficiente ¢; del poli-
nomio C(x).

—2a—5+4+2b

De un endomorfismo 7': R?> — R3 sabemos que C(z) = x* — 522 + 62 es su polinomio
caracteristico. Marcar todas las afirmaciones correctas que se deducen de lo anterior:

a) [ ] Los valores propios del endomorfismo (1/3) -7 son 0,1y 2/3.

b) [ ] T no es diagonalizable.

¢) [ ] T es un isomorfismo.
)

d I:] El nucleo de T contiene un vector distinto de cero.
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JUSTIFICACION: De la igualdad C(z) = z(x — 3)(z — 2) se deduce:

a) KerT = V(0) es un espacio vectorial distinto del cero y, por tanto, que la afirmacién
cuarta es cierta.

(A/3)e de donde

b) Si e es un vector propio de T' de valor propio A entonces [(1/3)-T](e) =
se deduce que si A es un valor propio de T" entonces A/3 lo es de (1/3) - T. De aqui se

deduce que la primera afirmacion del enunciado es cierta ya que 0,3,2 son los valores
propios de T.

c) T es diagonalizable porque todas las raices de C(z) son reales y distintas.

d) detT = —C(0) =0 y, por tanto, T' no es un isomorfismo.

L Existe algin sistema lineal de ecuaciones con coeficientes reales que tenga exactamente dos
soluciones?.

a) [ ] Si
b) [ ] No.

Se consideran los sistemas de ecuaciones Ax = B y Ax = Bs, donde el primero es incom-
patible y el segundo es compatible determinado, entonces siendo B = B; + Bs, el sistema
Az = B es:

a) [ ] Homogéneo.
b) [ ] Compatible indeterminado.
¢) [ ] Incompatible.

Sea Ax = B un sistema lineal incompatible de 5 ecuaciones con 4 incégnitas del que sabemos
que rango A = 4. Entonces:

a) [ ] A es una matriz cuadrada.
b) [ ] Existe x = (21,22, x3,24) € R* de modo que Az = B.

c) [ ] Si A* es la matriz ampliada del sistema Az = B entonces rango A* = 5.

Fl siguiente sistema de ecuaciones lineales

r1+2x+23 = 4
21 +4x0+3x3 = b
1+ 3x9+5r3 = 3

posee una unica solucién s = (s1, s2, s3). Se pide calcular el valor de la expresién s; + so — 2s3
y ponerlo, con dos cifras decimales, en el recuadro siguiente:

b—3

El siguiente sistema de ecuaciones lineales

7.09¢1 + 11729 — 2.2323 = —4.75
0.43x1 + 1.429 — 0.6223 = —1.05
3.21x1 — 4.25x9 + 2.1323 = a

posee una unica solucién s = (s1, s2, s3). Se pide poner, con dos cifras decimales, en el siguiente
recuadro el valor de ss.

0.7161870323a — 0.4222443524 |
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FEl siguiente sistema de ecuaciones lineales

1+ 219 +3x3 = 4
To—1.41lxs = a
—x1+1.329 —2.52x3 = b

posee una unica solucién s = (si, s2, s3). Se pide calcular el valor de s3 y ponerlo, con dos
cifras decimales, en el recuadro siguiente:

0.758437 — 0.644671a + 0.1896094b |

Sea (u,v), u # 0, un subespacio de dimensién uno del espacio euclideo R3.

a) [ ] Siwe R3 es perpendicular a u, entonces es perpendicular a v.
b) [ ] Si w € R? es perpendicular a u, entonces {u,v,w} forma una base de R3.

¢) [ ] Ninguna de las anteriores.

En R? consideramos una métrica * que verifica e; x e; = eg x eg = 0 para e; = (1,0) y
ea = (0,1). De ello se deduce:

a) [ ] * es la métrica cero.
b) [ ] No es una métrica euclidea.

¢) [ ] e1 y ez son vectores perpendiculares.

De un tetraedro OABC' sabemos que la base B = {ej, ea,e3} del espacio vectorial definida
por la igualdades

— — —
e1 =0A; ey=0DB; e3=0C

verifica que la matriz G del producto escalar en la base B estd dada por la igualdad

G =

N N
N B~ DN
=N N

Marcar las afirmaciones ciertas que se deducen de lo anterior:

a) [ ] OABC es una tetraedro regular cuyas aristas miden 4 unidades de longitud.
b) [ ] El angulo formado entre las caras OAB y OAC es de 60°.

c¢) [ ] El vector e 4+ e3 — 3e3 es normal a la cara OAB.

)

d) [ ] Los segmentos OA y BC son perpendiculares.

En MAPLE realizamos la sesién que aparece reflejada a continuacion
>with(linalg):
> M:=matrix(3,4,[[7,2,1,6],[2,4,3,1],][1,3,5,3]]);

=

Il
— N =
W = N
(G2 BV
W = O



>T:=hermite(M,x,’F’); F:=evalm(F);

100 1
T: =101 0 -1
001 1

11/65 —7/65  2/65
F:=| —7/65 34/65 —19/65
2/65 —19/65 24/65

Teniendo en cuenta que denotamos por mq, me, m3 las tres filas de la matriz M, por t1,t2, t3
las tres filas de T' y por My, My, M3, My y 11,715,713, Ty las cuatro columnas de M y T,

respectivamente.

a) [ ] Ty es la tnica solucién del sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas cuya matriz

ampliada es M.
b) [ ] El determinante de M vale 65.
¢) [ ] F esla matriz inversa de M.
d) [ ] rangoM < 3.
e)[ ] ti= é - (11mq — Tmg + 2mg3), to = é - (=Tm1 + 34mg — 19m3), t3 = % - (2mq —
19m; + 24ms).
) ] (mi,ma,mg)=(t1,t2,13).

JUSTIFICACION: Se tiene



