Practica 5

Método de Newton

5.1. Introduccion

En esta practica damos al alumno un guién y una relacién de referencias para que con su
trabajo personal, que estimamos de 6 horas, realice un pequeno estudio e investigacion que
le permita dominar los fundamentos bésicos del Método de Newton para el calculo de ceros
de funciones derivables.

Es muy recomendable que el alumno estudie y haga los ejemplos de aplicacién del método
que se dan en esta practica porque seran objeto de examen en el control asociado a esta
practica. Con la asimilacion correcta de los contenidos escritos que aqui se exponen queda
garantizada, al menos, la superacion del 80 % de los contenidos del control.

5.2. Enunciado del problema
Nos planteamos la resolucion de la ecuacion

f(z) =0; x € [a,b]

de la que, por simplicidad, suponemos que f: [a,b] — R es una funcién derivable tres veces.

5.3. Funcionamiento del método de Newton

El método de Newton esta basado en el uso de una linea tangente como aproximacion de
f(z) cerca de los puntos donde el valor de la funcién es cero:

1. Se escoge una primera aproximacién xy € [a, b] de la solucién a la ecuacion.

2. Se calcula la siguiente aproximacion x; utilizando la formula de recurrencia:

Tt = T )
n

(5.1)

3. Si |z, — z,41| es menor que nuestra tolerancia al error; entonces x,.; es una solucién
de la ecuacion. De otra forma se pasaria de nuevo al punto anterior.
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40 PRACTICA 5. METODO DE NEWTON

5.4. Interpretacion geométrica del método

En lugar de resolver la ecuacién f(z) = 0 resolvemos la ecuacién t,,(z) = 0 para t,,
la recta tangente a f en una aproximacion xy. Si z; es la solucién de la ecuacion t,, = 0
continuamos con el proceso: de la solucién de ¢,, = 0 obtenemos x5 y asi sucesivamente. En
definitiva, obtenemos la solucién de f(x) = 0 como el limite de la sucesién {z, }:

Xo Xq Xo

Figura 5.1: Interpretacién geométrica del Método de Newton

Para obtener x; a partir de xy hemos de resolver la ecuacion f(xg) + f/'(zo)(x — x¢) = 0.
(o)
J' (o)

Esta ecuacion se resuelve facilmente teniendo z; = xg — lo que justifica la férmula

(5.1) anterior.

5.5. El primer ejemplo de Newton
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Figura 5.2: Pagina de De Analysi donde Newton expone su método.
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El primer ejemplo de Newton aparece en su libro ‘De Analysi’. Aqui, estudia la ecuacién
y? — 2y — 5 = 0. Comprueba que la solucién estd cerca de y = 2. Luego sustituye y = 2 + p,
para obtener p? +6p?+10p — 1 = 0. Como p es pequeno, elimina p* + 6p? de la ecuacién para
llegar a 10p—1 = 0, de donde aproximadamente es p = 0.1. Por tanto seria y = 2.1, esta es la
primera aproximacion de la raiz. Ahora toma p = 0.1+ ¢ y sustituye p en la ecuacién anterior
para llegar a ¢® + 6.3¢> + 11.23¢ + 0.061 = 0. Otra vez desecha los términos ¢ + 6.3¢> para
de 11.23¢g + 0.061 = 0 obtener aproximadamente ¢ = —0.0054, de donde ahora y = 2.0946,
y asi sucesivamente.

. Puedes reconocer el método de Newton tal como ahora lo explicamos de estos calculos?

Esta seccion estd sacada de la pagina web del Prof. Bartolomé Barceld: http://www.uam
.es/personal_pdi/ciencias/barcelo/cnumerico/recursos/newton.html

5.6. La convergencia del método es cuadratica

Si f(z) = 0 posee una solucién en [a,b] v f'(z) # 0 en [a,b], entonces, la convergencia
del método de Newton es cuadratica. Con precision se verifica:

Teorema 5.1 Sea f: [a,b] — R una funcidn tres veces derivable de la que sabemos que
existe una solucion r de la ecuacion f(x) = 0 y tal que su primera derivada no es cero en

ningun punto de [a,b]. Si el error cometido al aproximar r por xy es §; entonces, el error
"

cometido al aproximar r por T, es menor que 5 /52 para M" el maximo de |f"| en [a,b] y
m

m’ el minimo de |f'| en [a,b].

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta el desarrollo de Taylor de f en el punto zg, se verifica:

0= f(r) = f(zo) + f'(x0)(r — o) + J‘?"(@(T—?L‘o)2
) 1
P T 2 )
( ) M//
<xo>] =

r—xr=71— {x

M//

2m/’
precisamente lo que queriamos demostrar. [ |

para £ un punto intermedio entre r y zg. De aqui se deduce |r — 1| < 8% que es

5.7. Ejemplos de aplicacion

5.7.1. La sucesi6én de Newton asociada a z2 = 2

La sucesién de Newton asociada a la ecuacién 2% = 2 y que comienza con la aproximacién
ro = 2 verifica:
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1. Esta definida por la recurrencia

x2—2_xi+2

n

To=2, Tntl = In = 20, 2z
n n

2. Cada x,, es un numero racional.

3. {x,} es monétona decreciente como se puede observar a partir de la interpretacién
geométrica del método de Newton.

4. lim x, = V2. En efecto, por ser {z, } monétona y acotada existe r = lim x,, y tomando

n—oo

limites en la igualdad x,,1 = (22 +2)/(2z,) resultar = (r?+2)/(2r) , por tanto, r* = 2
y, de aqui, r = /2.

5. Sus seis primeros términos son

n| 0] 1 2 3 4 5
x || 2.] 1.5 | 1.416666667 | 1.414215686 | 1.414213562 | 1.414213562

deduciéndose que v/2 = 1.4142135. ..

5.7.2. La ecuacion senx —cosx = 1.1

Consideramos la ecuacién senx —cosxz = 1.1, z € [0, 7/2]. Para f(x) = senx—cosz—1.1,
x € [0,7/2], se verifica f(0)- f(7/2) <0y f'(z) =senz + cosxz > 0, z € [0,7/2]; de ello,
se deduce que f es creciente y que tiene un unico cero en [0, 7/2]. Podemos calcularlo con la
sucesion de Newton

senx, —cosz, — 1.1

xo =1 Tpil = Ty —
sen x,, + cos x,,

obteniendo:

ni 0 1 2 3 4 )
x| 1. | 1.578120395 | 1.671509701 | 1.676568017 | 1.676583806 | 1.676583807

Tabla 5.3: Sucesién de Newton asociada a la ecuacién senz — cosz = 1.1

deduciéndose que la tnica solucién de la ecuacion senxz — cosz = 1.1, x € [0,7/2], es
r = 1.6765838...

Realizamos estos calculos con MAPLE:
> f:=sin(x)-cos(x)-1.1;
> df:=diff(f,x); F:=unapply(x-f/df,x);

f :=sin(x) — cos(z) — 1.1
df := cos(z) + sin(x)

sin(x) — cos(x) — 1.1

F = —
v cos(z) + sin(z)

> r:=1.; for ii from 1 to 5 do
> 1r:=F(r): print(r,ii):
> end do:

Los resultados de las ultimas instrucciones son los incluidos en la tabla anterior.
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5.7.3. La ecuacion 3senx +4cosx =5

Tal y como veremos en los calculos con ordenador la funcién

f(z) =3senz +4cosx —5; z €0,

verifica que su unico cero, r = 0.6435..., es también cero de su derivada, concretamente,
su unico cero coincide con su maximo. Estas son las situaciones en las que peor funciona
el método de Newton porque no queda garantizada la convergencia cuadratica. De hecho,
podemos observar en la siguiente tabla que la convergencia es lineal:

n 0 1 2 3 4
x 1. 0.8198384172 | 0.7314405847 | 0.6874424874 | 0.6654682634
n 6 8 10 12 14
x || 0.6489926084 | 0.6448739736 | 0.6438442939 | 0.6435871277 | 0.6435226355

Tabla 5.4: Sucesién de Newton asociada a la ecuacion 3senz +4cosz =5

Realizamos estos calculos con MAPLE:
> f:=3*%sin(x)+4*cos(x)-5;
> df:=diff(f,x); F:=unapply(x-£f/df,x);

f:=3sin(x) + 4 cos(z) — 5
df := 3cos(x) — 4sin(z)
3sin(z) + 4 cos(z) — 5
3cos(z) — 4sin(x)

Fi=x—x—

\

plot(f,x=0..Pi);

X
0.‘5 1 15 Z 2v‘5 $

—2-

> 1r:=1.; for ii from 1 to 15 do
> r:=F(r): print(r,ii):
> end do:

Los resultados de estas ultimas instrucciones son los incluidos en la tabla anterior.

Para automatizar el calculo con tolerancia tol de una solucién de la ecuacién f(z) =0 a
partir de una aproximacion x = x0 podemos definir una funcién propia de nombre newton
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que con la simple instruccién newton(f, x, xg,tol) nos permita su inmediato célculo. Un

ejemplo simple de tal funcion propia es el dado por el siguiente listado:
> newton:=proc(exp_,var,x0,tol)

> local Dexp_,fexp_,Fexp_,xn,ii:

> ii:=0;

> fexp_:=unapply( evalf(exp_),var);

> Dexp_:=diff (exp_,var):

> Fexp_:=unapply( evalf(var-exp_/Dexp_), var);
> xn:=evalf(x0):

> while(abs( fexp_(xn) )>tol) do

> print(xn,ii);

> xn:=Fexp_(xn):

> ii:=ii+l;

> 1if (abs(fexp_(xn))<tol) then return(xn,ii) end if:
> end do:

> end proc:

Como ejemplo de aplicaciéon volvemos a calcular el cero de 22 — 2 = 0 a partir de la
aproximacién inicial zg = 2 :
> newton(x"2-2,x,2,1e-5);
2., 0
1.500000000, 1
1.416666667, 2
1.414215686, 3

5.8. Ejercicios

Encontrar, con una tolerancia de le — 5, todas las soluciones positivas de las siguientes
ecuaciones:

(1) tg(x) —2+1=0, 0<z <3 (2

(3) 0.1z =62 —x+4+e =0 (4) o()—02x +1—O

(5)z+22+3x71—40=0 (6) 0.5exp(z/3) —sen(z) =0
(7) log(1+x) — 22 =0, = €[0,2] (8)e ()—5.73 x6[0,5]

(9) 2% + 20 —1=0 (10

(11) e* = 1/senx, z € [0.1,3.2] (
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