Practica 9

Circuitos eléctricos RC

El objeto de estudio en este capitulo son los circuitos eléctricos simples compuestos por
una resistencia, un condensador y una fuente electromotriz como el dibujado en la figura
9.1. El lector interesado puede consultar las referencias [Si], seccion 1.11, y [Fr], seccién
condensadores.

Describimos los elementos del circuito de la figura:

» Una fuente de fuerza electromotriz (fem), quizd una pila o un generador, produce una
diferencia de potencial E y como consecuencia una corriente I. Dependiendo de la
naturaleza de la fuente, £ puede ser una constante £; o una funcién del tiempo E(t).

= Un resistor de resistencia R que se opone a la corriente, reduce la diferencia de potencial
en una magnitud Eg segun la Ley de Ohm:

Er=RI (9.1)

» Un capacitador (o condensador) de capacitancia C, almacena una carga ). La car-
ga acumulada por el capacitador se opone a la entrada de una carga adicional y la
disminucién del potencial que se produce es igual a

Eo =% (9.2)

Figura 9.1: Circuito eléctrico RC
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84 PRACTICA 9. CIRCUITOS ELECTRICOS RC

Teniendo en cuenta la sequnda Ley de Kirchhoff: ‘La suma algebraica de las diferencias
de potencial en torno a un circuito cerrado es cero’, se deduce la ecuacién

E(t)— RI - < =
(1) = RI = 5 =0

y considerando, que la intensidad se define como la carga que atraviesa la seccién del circuito
en la unidad de tiempo, I = dQ/dt = D(Q), obtenemos la ecuacion diferencial del circuito
RC':

Q. Q _ B

dt  RC R (9:3)

d
y utilizando la formula de conmutacion del operador derivada D = 7 obtenemos la solucion

general del circuito RC

o—t/RC

Qt) = (D + =) E(t)/R =

20 /et/RC - E(t)dt (9.4)

9.1. Circuitos RC con fem constante

Teorema 9.1 Entre la carga final Q¢ e inicial Q); de un circuito RC' con fem constante
E(t) = E; y ocurridas en un lapso T = f — 1 de tiempo se verifica

Qf — CE’L _ —7/RC
0, —CL, e (9.5)

En consecuencia, si i = 0 es el instante inicial entonces las funciones carga, Q(t), e
intensidad, 1(t), del circuito verifican

Q(t) = CEp(1 —e R 4 Qpe /R (9.6)
Ey Qo
It)=dQ/dt = (= —2X)e V/EC .
()= dQ/d = (22— 20 (9.7
E E
Deduciéndose que la intensidad inicial del circuito es - Q—g, 2 cuando Qo = 0,

que disminuye exponencialmente hasta hacerse cero y que la cantidad RC, conocida como
constante de tiempo del circuito, representa el tiempo que tomara a la corriente para decrecer
hasta 1/e de su valor inicial.

DEMOSTRACION: Cuando la fuerza electromotriz es constante, £ = F;, la ecuacién del
circuito RC' es separable pudiéndose escribir:

dQ CE;—Q dQ — —dt
I dq  —at Qf—CE;, —f+i
s —at 1 _ |
;. Q—CE; /, rC © nQi—CEi RC (9.9)

deduciéndose la relacién (9.5) y también
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Q(t) — CEp _ e—t/RC

Qo — CEp
luego (9.6) y (9.7) derivando. (]
Corolario 9.2 (Carga del condensador) Si Ey # 0 entonces la carga del circuito au-

menta con el tiempo hasta el valor mdximo C - Ey, el cual no depende de R y se obtiene
cuando la intensidad es cero en un tiempo tedricamente infinito.

Corolario 9.3 (Descarga del condensador) Si Ey = 0 entonces la carga y la intensidad
decrecen exponencialmente hasta hacerse cero segun las reglas

Q(t) = Qe /7 (9.10)
I(t) = _%%gww (9.11)

lo que, en particular, nos dice que la intensidad tiene ahora sentido opuesto a cuando se
realiza la carga.

Practica A Para el circuito descrito en la figura 9.1 con fuente constante igual a Ey =
10[V] y carga inicial cero, Qo = 0, consideramos los datos: Ry = 2[Q] y C; = 0.8 [F]; se
pide, representar las funciones carga e intensidad en funcién del tiempo y compararlas
con las correspondientes para los datos Ry = 4[] y Cy = 0.4 [F].
macro (kk=(color=[black,red] ,thickness=3,labels=["Tiempo, t",""]1));
kk

> EqCirc:= Rxdiff(Q(t),t)+Q(t)/C=10;

\

t
EqCirc := R (£ Q(t)) + % =10
> Sol:=rhs(dsolve({EqCirc,Q(0)=0},Q(t)));
> ii:=diff(Sol,t);
> Q_:=unapply(Sol, (R,C,t));
> I_:=unapply(ii,(R,C,t));
Sol :=10C — 10el-er) C
3 10e(~cR)
i = ——p—
Q.= (R,C,t) - 10C —10el-cr) C
10e-cr)
I-:=(R,C,t)— GTCR
> R1:=2; C1:=0.8;
> R2:=4; C2:=0.4;
R1:=2
C1:=0.8
R2 :=4
C2:=04

> plot([Q_(R1,C1,t),I_(R1,C1,t)],t=0..10,kk);
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Figura 9.2: Carga e intensidad para Ry, Cy y Ey = 10 [V].
plot ([Q_(R2,C2,t),I_(R2,C2,t)],t=0..10, kk);
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Figura 9.3: Carga e intensidad para Ry, Cy y FEy = 10 [V].

Practica B Para el circuito descrito en la figura 9.1 con fuente cero, Ey = 0[V], y carga

vV V. V V

inicial del condensador @)y = 10 [C], consideramos los datos: Ry = 2[Q2] y Cy = 0.8 [F];
se pide, representar las funciones carga e intensidad en funcién del tiempo y compararlas
con las correspondientes para los datos Ry = 4[] y Cy = 0.4 [F].

EqCirc:= Rxdiff(Q(t),t)+Q(t)/C=0;

EqCirc := R (£ Q(t)) + % =0
Sol:=rhs(dsolve ({EqCirc,Q(0)=10},Q(t)));
ii:=diff(Sol,t);
Q_:=unapply(Sol, (R,C,t));
I_:=unapply(ii, (R,C,t));

Sol := 10e—cr)

3 102w

A= —W
Q_:= (R, C, t) — 10el~cr)
10e-o®)

I = t —
(B Ct)=——Fp3
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> R1:=2; C1:=0.8;

> R2:=4; C2:=0.4;
R1:=2
C1:=0.8
R2 =4
C2:=04

> plot([Q_(R1,C1,t),-I_(R1,C1,t)],t=0..10,kk);
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Figura 9.4: Carga e intensidad para Ry, Cy y Ey = 0[V].
> plot([Q_(R2,C2,t),-I_(R2,C2,t)],t=0..10, Kkk);
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Figura 9.5: Carga e intensidad para Ry, Cy y Ey = 0[V].

9.2. Carga y descarga de un condensador

Definicién: Diremos que nuestra fem es un generador de senales cuadradas de magnitud
Ey # 0 y periodo 2p si la fuerza electromotriz de nuestro circuito toma periédicamente dos
valores Ey y E; = 0 durante el mismo lapso p de tiempo. Lo cual supone que la funcién E(t)
esta dada por la igualdad

E(t)_{ Ey siteP=1[0,p)U2p,3p)U---U[2kp, 2k +1)p)U...
L 0 siteZ=[p,2p)U[3p,4p)U---U[(2k+ 1)p, (2k+2)p)U...

y también que E(np+7) = E,, 7 € [0,p), donde E,, = Ey sin es pary E, = 0 si n es impar.
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Teorema 9.4 §i la fem de nuestro circuito es un generador de senales cuadradas de magni-
tud Eo # 0 y periodo 2p y denotamos Q,, la carga del circuito RC' en el instante np entonces:

» La sucesion de cargas {Q,} estd caracterizada a partir del valor inicial Qg por verificar

Qn—i—l - CEn _ efp/Rc

Q.- CE »  neN (9.12)
» La funcion carga Q(t) verifica:
Qnp+7)=CE,(1 — e 7BY) 1 Qe /R, neN,7€[0,p) (9.13)

DEMOSTRACION: Al ser la fem constante en cada intervalo [np, (n + 1)p) se verifica la
relacién (9.5) para i =npy f = (n+ 1)p, f = np + 7 deduciéndose las dos igualdades del
enunciado. [

Practica C Para el circuito descrito en la figura 9.1 con carga inicial cero, Qg = 0, y fem un
generador de senales cuadradas de magnitud Ey = 10 [V] y frecuencia fr = 2000 [H],
consideramos los datos Ry = 2[Q] y C; = 8[uF]; se pide, representar las funciones
de diferencia de potencial en los bornes de la fem y del condensador en funcion del

tiempo.
> # Datos:
> EO:= 10; # magnitud sefial cuadrada
> fr:= 2000; # frecuencia
> p:=1/(2*fr); #semiperiodo
> R:= 2;
> (C:= B8e-6;
> QO0:= 0; # Carga inicial
EO =10
fr :== 2000
. 1
P= 4000
R:=2
C:=0.8107°

Q0 =0
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# Pequefio programa que calcula

# Q(t) y E(t) a partir de Q(0)=Q0

# durante 5 ciclos de carga-descarga
g:= Q0: Q:=0: E:=0:

for i from O to 10 do

fc:= piecewise(t>=i*p and t<(i+1)*p,1):
ee:= exp(-p/(RxC)):

exx:= exp((-t+i*p)/(RxC)):

if is(i,even) then

E:=E+EO*fc:

Q:= Q+ C*EO*(1- exx )xfc+qgx exx *fc:
q:= C*E0+(q-C*E0)*ee:

end if:

if is(i,odd) then

Q:=Q+g* exx *fc:

q:= g*ee:

end if:

print(i+1, "Q/C= ",q/C):

end do:

vV V.V V V VYV VYV VVVVVVYVVVYV

1, “Q/C= 7, 9.999998362
2, “Q/C=", 0.1637376862 10~
3, “Q/C= ", 9.999998362
, “Q/C=",0.1637376862 10~°
5, “Q/C= ", 9.999998362
6, “Q/C=", 0.163737686210°
7, “Q/C= 7, 9.999998362
8, “Q/C=",0.163737686210°
9, “Q/C= ", 9.999998362
10, “Q/C=", 0.1637376862 10~
11, “Q/C= ", 9.999998362
> plot([Q/C,E],t=0..10%p,kk);
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Figura 9.6: Diferencia de potencial en la fem y en el condensador.

Practica D Para el circuito descrito en la figura 9.1 con carga inicial cero, Qg = 0, y fem un
generador de senales cuadradas de magnitud Ey = 10 [V] y frecuencia fr = 2000 [H],
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consideramos los datos Ry = 16 [Q2] y Cy = 1[uF]; se pide, representar las funciones
de diferencia de potencial en los bornes de la fem y del condensador en funcién del
tiempo.

Repitiendo el listado anterior, modificando en los datos las lineas correspondientes a R y

C, obtenemos exactamente la misma gréafica y los mismos resultados de la préactica anterior.

Practica E Repetir la practica anterior con los mismos datos salvo que ahora Rz = 15 [Q]

VvV V.V V V V V

V V.V V V VYV VYV VVVVVVYVYVVYV

y Cs = 8 [uF].
# Datos:
EO:= 10; # magnitud sefial cuadrada
fr:= 2000; # frecuencia
p:=1/(2%fr); #semiperiodo
R:= 15;
C:= 8e-6;
QO0:= 0; # Carga inicial
EO =10
fr == 2000
o 1
P = 4000
R:=15
C:=0.8107°
Q0 =0

# Pequefio programa que calcula

# Q(t) y E(t) a partir de Q(0)=Q0

# durante 5 ciclos de carga-descarga
g:= Q0: Q:=0: E:=0:

for i from 0 to 10 do

fc:= piecewise(t>=i*p and t<(i+1)*p,1):
ee:= exp(-p/(RxC)):

exx:= exp((-t+i*p)/(R*C)):

if is(i,even) then

E:=E+EO0xfc:

Q:= Q+ C*EO*(1- exx )*fc+gx exx *fc:
q:= C*E0+(q-C*E0)*ee:

end if:

if is(i,odd) then

Q:=Q+g* exx *fc:

q:= g*ee:

end if:

print(i+1, "Q/C= ",q/C):

end do:

“Q/C=", 8.754855286
“Q/C=",1.090106178
“Q/C=", 8.890589280
“Q/C=", 1.107007025
“Q/C=", 8.892693680

Ot k= W N =
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6, “Q/C= ", 1.107269053

7, “Q/C= ", 8.892726306

8, “Q/C= ", 1.107273115

9, “Q/C= ", 8.892726812

10, “Q/C=", 1.107273178

11, “Q/C=", 8.892726820
> plot([Q/C,E],t=0..10%p,kk);

2
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Figura 9.7: Diferencia de potencial en el condensador, t € [0, 10p).

9.3. Ejercicios

Practica F  Calcular las constantes de tiempo de los circuitos de las tres ultimas practicas.

Practica G Para los mismos datos de la practica (9.E) calcular Q00 y representar la
diferencia de potencial en los bornes del condensador cuando ¢ € [1000p, 1010p] y
compararlo con la diferencia de potencial cuando t € [0, 10p].

Practica H ;Observas alguna diferencia esencial entre la figura 9.6 y 9.77 Se te ocurre,
sin cambiar los valores de R3 y Cs, modificar algin dato en la préactica (9.E) de modo
que la diferencia de potencial en el condensador sea parecida a la que se observa en la
figura 9.6.
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