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Capitulo 2

Interpolacion y aproximacion de
funciones

Es una situacion frecuente en el ejercicio de la Fisica el encontrarse ante tablas de valores de algtiin suceso
fisico obtenidos experimentalmente y necesitar conocer los valores en puntos distintos de los medidos, tanto
para responder a preguntas concretas necesarias en la practica como para tratar de deducir leyes empiricas o
constantes fundamentales.

La interpolacién resuelve precisamente ese problema: dada una tabla de datos, que podemos entender como una
coleccién de puntos en el plano, qué funcién describe el proceso de una forma sencilla? Por ejemplo, ;existe un
polinomio cuya grafica pase por todos esos puntos? ;Cudl es “el mejor” de ellos, si es que hay un concepto de
“mejor”? ;Cémo calcularlo? Si conseguimos un polinomio, que es una funcién muy sencilla, que pase por un
conjunto de datos, es muy probable que podamos aproximar bien los valores de la funcién en otros puntos fuera
de nuestra tabla de datos: jsimplemente por el valor que toma el polinomio en esos puntos! Ese es el objetivo de
este capitulo: entender este problema y su solucién a fondo. Ponemos un par de ejemplos sencillos de la utilidad
de este método.

= Pongamos un ejemplo con los datos expuestos en la figura 2.1. Nos preguntamos: cudl sera la presién

60
50 O (3.7,49.9945) 1

a0l O (3.5,40.4082) i

(3.2,28.2599)

Presion (kPa)
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20 O (2.9,18.676) 7
(2.7,13.6218)

10+ B
(2.3,6.3851)

0 L L 1
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Temperatura (K)

Figura 2.1: Temperatura en funcién de la presién. Datos obtenidos de Introductory Computational Physics
(Andi Klein, Alexander Godunov)
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del vapor a 3 K? Por la ley de Gay—lussac, la presion deberia ser aproximadamente proporcional a la
temperatura pero las mediciones no son exactamente asi, lo que nos dice que la ley de Gay—Lussac es
falsa para temperaturas muy bajas. Sin una “ley” a la que agarrarnos, necesitamos utilizar algiin método
numérico para responder a la pregunta que nos interesa. Veremos que la interpolacién polinomial resuelve
perfectamente este problema.

= Investigamos el periodo de semidesintegracion o semivida o half-life de una particula radioactiva, esto
es, el tiempo que tarda en llegar a la mitad de su emisién radioactiva. Esto viene a decir, que buscamos
el tiempo que tardaran la mitad de los dtomos en pasar a ser no-radioactivos, una propiedad que es
estadistica por su naturaleza. Suponiendo que tenemos decaimiento exponencial y denotando por M (t) el
peso de los atomos radioactivos tenemos:

M (t) = Mye /7,

con My la masa inicial, la semivida de este cuerpo es precisamente 7 log(2). Experimentalmente, si medimos
la cantidad de radiacién en tiempos tg,t1,...,tx, obtendremos medidas My, ..., M que no obedeceran
exdctamente a la férmula de arriba. Pongamos que tenemos una fuente de radioactividad proveniente de
una cantidad de Americio, is6topo 241, que emite ondas «, cuya semivida es de unos 430 anos. Obviamente
nuestro experimento para calcular esa semivida no puede durar tanto: pongamos que medimos la radiacién
una vez a la semana (los lunes) durante 5 meses. Luego nos preguntaremos cudl serd la radiacién el miércoles
de la sexta semana, o dentro de 8 meses. Necesitamos una funcién sencilla M, (t) que cumpla M, (t;) = Mj,
y que “sea razonable” para el problema. Ademds deberemos haber elegido correctamente los puntos ¢;.
Notese que en ese caso un polinomio no es la mejor manera de aproximarnos a la verdad, necesitamos
otras funciones.

Ademds de estos ejemplos de aplicacién, la interpolacién (muy en particular la polinomial) es una piedra bésica
que nos permitira enfrentarnos a muchos otros problemas en los capitulos posteriores. Su utilidad ha de mirarse
pues tanto desde el punto de vista de su uso directo en problemas aplicados como desde el punto de vista de la
construccién de otros métodos numeéricos cuyo conocimiento resulta imprescindible para un graduado en Fisica.

2.1. Interpolacion polinomial

Primero tratamos el problema de encontrar un polinomio que alcance una serie de valores prescritos.

2.1.1. Un comentario sobre el Teorema de aproximacién de Weierstrass y los
polinomios de Taylor

Comenzamos por sefialar un importante resultado cuya demostraciéon no es sencilla:

Teorema 2.1.1 (Teorema de aproximacién de Weierstrass) Dada una funcion continua definida en [a, b],
y dado € > 0, existe un polinomio p(x) con la propiedad de que |f(z) — p(z)| < € para todo x € [a,b)].

Tlustramos este teorema en la Figura 2.2 El Teorema 2.1.1 nos dice, grosso modo, que los polinomios son funciones
razonables para aproximar funciones continuas. Sin embargo, no nos dice qué polinomio es el que aproxima a
la funcién, solo nos asegura la existencia de uno (para cada e > 0), pero bien podria ser que para € = 0,1 el
polinomio en cuestién tuviera grado 10,000, eliminando toda posibilidad de uso préctico.

Como hemos visto en el Teorema 1.3.1, toda funcién suficientemente derivable puede ser aproximada por su
polinomio de Taylor, luego podriamos pensar que esta es la respuesta a nuestros problemas. Sin embargo,
observamos dos cosas:
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P(:rﬂ

Figura 2.2: Tlustracién del Teorema de Weierstrass: tomamos la funcién f(z) y un € > 0. Existe un polinomio

(en principio, de grado desconocido que podria ser altisimo) cuya grafica estd contenida en el tubo de radio e
mostrado en el dibujo en torno a la gréfica de la funcién.

1) Calcular el polinomio de Taylor exige conocer la funcién y sus derivadas en un unico punto, lo que se

encuentra muchas veces fuera de nuestro alcance (pensemos en el ejemplo de la presién de vapor del Helio
4 descrito arriba).

11) El polinomio de Taylor aproxima extremadamente bien la funcién en un intervalo, en ocasiones muy pe-
queno, del punto en torno al cual lo desarrollamos, pero nosotros necesitamos frecuentemente informacion
no demasiado cerca de ese punto, mas concretamente deberiamos aspirar a describir bien el valor de la
funcién en puntos “no demasiado lejos de” los lugares en los que conocemos el valor de la funcién.

Es por ello que necesitamos otra herramienta més alld de los polinomios de Taylor.

2.1.2. Polinomios interpolantes de Lagrange

En esta seccién tratamos el siguiente problema: dada una tabla de valores como la Tabla 2.1, ; como encontramos,
si es que existe, un polinomio de grado lo menor posible que alcance todos esos valores, esto es un polinomio

p(z) que cumpla p(zy) = yi, para k = 0,...,n? El problema queda (aparentemente) totalmente resuelto con el
x i) T cee Tn
Y 1Y% [V | | YUn

Cuadro 2.1: Tabla de valores para ajustar mediante un polinomio.

siguiente resultado.

Teorema 2.1.2 Sean xg,...,x, todos ellos distintos, y sean yo,...,Y, numeros reales. Entonces, existe un
dnico polinomio p(x) de grado menor o igual que n que cumple p(xy) = yx, para k =0,...,n. Es mds, podemos
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escribir )
p(x) =yolLo(x) + -+ ynln(z) = ZykLk(x),
k=0
donde .
Li(z) = H r —_xL _ (93_— ) R : Tp-1)(x __$k+1) sz — in) .
it T — @i (@k = @0) - (T = wk-1) (@ = Thr) o (T — @)

El polinomio p(x) se llama polinomio interpolante de la tabla de datos, y escrito de la manera que acabamos de
mostrar se dice que es el polinomio interpolante de Lagrange.

DEMOSTRACION.  Es un ejercicio verificar que p(x) cumple la tabla de datos. Basta ver para ello que los Ly (x)
son polinomios de grado n tales que L (z;) = d;; (delta de Kronecker, esto es Ly (x;) = 0si i # k, Li(z1) = 1).
Para ver la unicidad: supongamos que p1(z) y p2(x) tienen grado menor o igual que n y cumplen ambos la tabla
de datos. Entonces el polinomio h(z) = p1(x) — p2(x) es de grado n y tiene n + 1 ceros xy, ..., z,, luego ha de
ser h = 0, esto es, p1 = p2 y por lo tanto el polinomio interpolante es tinico. O
Nétese que en el Teorema 2.1.2; aunque cada Ly, tiene grado exdctamente n, p(z) puede tener grado estrictamente
menor.

Ejemplo 2.1.3 En el ejemplo mostrado en la Figura 2.1 tenemos la tabla de valores

T [K] 2,3 2,7 2,9 3,2 3,5 3,7
P [kPa] | 6,38512 | 13,6218 | 18,676 | 28,2599 | 40,4082 | 49,9945

El polinomio interpolador tiene entonces la formula:

(x —2,7)(z —2,9)(z — 3,2)(x — 3,5)(z — 3,7)

p(z) = 6,38512 +

—0,36288
(x —2,3)(z —2,9)(x — 3,2)(x — 3,5)(z — 3,7)
13,6218 051 +
(x —2,3)(z —2,7)(x — 3,2)(x — 3,5)(z — 3,7)
18,676 S +
(x —2,7)(z —2,9)(x — 3,2)(x — 3,5)(z — 3,7)
28,2
82599 ES +
40,4082 (z—=2,3)(z —2,7)(z — 2,9)(z — 3,2)(x — 3,7) n
0,24
-2 -2 -2 —32)(x —
49,0945 = 23)(@ ,7)(3«“0 5679)(36 3,2)(x —3,5)

Si dibujamos ese polinomio junto con los datos de la tabla obtenemos la Figura 2.3.

Otra alternativa para demostrar que existe un tinico polinomio resulta muy ilustrativa: suponiendo que buscamos
los coeficientes del polinomio p(x) = ag+a1x+- - apz™ y que ha de cumplir la tabla de arriba, podemos escribir
las ecuaciones como

ap + a1xo + -+ AT =Yo

ap+ a1y + - anxz =Yn
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Figura 2.3: Datos del problema del Helio 4 interpolados usando interpolacién de Lagrange. Se ve que la curva
se ajusta a los datos y proporciona una manera razonable de aproximar los datos desconocidos.

esto es un sistema de n 4+ 1 ecuaciones lineales con n + 1 incégnitas. En forma matricial,

1 z9 -+ ap ag Yo

n

1z, - Ty Qap Yn

La matriz de este sistema, llamada matriz de Vandermonde, tiene determiante igual a J],_ j(xj — x;), que es
distinto de cero por hipétesis, luego existe una tnica solucién. Esta manera de enfocar el problema resultara
de gran utilidad més adelante. El calculo de la férmula que damos para el determinante se puede hacer por
induccién en n. Ademds, este enfoque nos da otra manera de calcular el polinomio: resolver el sistema de
ecuaciones para encontrar los coeficientes del mismo.

Ejemplo 2.1.4 De nuevo usamos ejemplo mostrado en la Figura 2.1, ahora con el método matricial. Fl sistema
de ecuaciones que tenemos que resolver es:

1,0000 2,3000 5,2900 12,1670 27,9841 64,3634\ [ao 6,38512
1,0000 2,7000 7,2900 19,6830 53,1441 143,4891 | | a; 13,6218
1,0000 2,9000 84100 24,3890 70,7281 2051115 | [ay | | 18,676
1,0000 3,2000 10,2400 32,7680 104,8576 3355443 | | a3z | ~ | 28,2599
1,0000 3,5000 12,2500 42,8750 150,0625 5252188 | | a4 40,4082
1,0000 3,7000 13,6900 50,6530 187,4161 693,4396/) \as 49,9945

Resolviendo este sistema con Matlab obtenemos
p(x) = 0,00986552 — 0,4932652 4 6,25252% — 18,67367846032> + 23,05044622* — 10,7527166662°

que es obviamente solo una forma distinta de escribir el mismo polinomio que hemos calculado previamente con
la formula de Lagrange.
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Si bien en esta secciéon hemos visto dos métodos para calcular el polinomio interpolante, en los calculos practicos
ninguna de las dos maneras resulta eficaz, por lo que se utiliza el algoritmo de diferencias divididas de Newton
que se explicard en la Seccién 2.1.4

2.1.3. Polinomios interpolantes y funciones derivables

Supongamos ahora que una tabla de la forma de la Tabla 2.1 corresponde a una funcién (conocida o no), por
ejemplo que corresponde a una mediciéon como la de la Figura 2.1, de modo que sabemos que existe en algiun
sentido fisico la funcién, aunque no podamos representarla o no la conozcamos o no la podamos modelizar, pero
al menos la podemos medir (la medimos, luego existe) con la suficiente precisién para hacer una tabla. ;Qué
podemos decir de la aproximacién de la funcién desconocida con el polinomio de Lagrange de la tabla? Tenemos
el siguiente importantisimo resultado (al que precede una definicién).

Definicién 2.1.5 Dada una funcion definida en un intervalo [a,b], y dados xg,...,x, puntos distintos en el
intervalo, definimos el polinomio interpolante de f con nodos xg, ...,z al polinomio p(x) (que existe y es inico
por el Teorema 2.1.2) de grado a lo mds n que cumple p(xy) = f(x) para k =0,...,n.
Teorema 2.1.6 Sea f € C"V[a,b] y sean xo, . .., x, puntos distintos en el intervalo [a,b]. Sea p(z) el polinomio
interpolante de f con nodos xg, . ..,x,. Entonces, para cada x € [a,b] existe un nimero , € (a,b) tal que
Fr(G)
r)=px)+ —FVF""-(T—20) (T —2Tp).
@) = ple) + S0 —a0) -+ (=)
DEMOSTRACION.  Primero, si ¢ = z}, para algin k entonces la igualdad se cumple por definicién. En otro
caso, tomemos la funcién
n
t—x;
o(t) = 1)~ p(t) ~ (@) pla) [] 2=,
=0 /

que es de tipo C"*1[a, b] si completamos la definicién con g(z) = 0 para 0 < k < n. Se tiene g(xy) = 0 para
k=0,...,n,y adicionalmente se tiene g(z) = 0. Esto es, g tiene al menos n + 2 ceros, lo que por el Corolario
1.1.11 implica que existe ¢, € (a,b) tal que g"*t1)(¢,) = 0. Esto es, notando que p(z) tiene grado a lo més n
(con lo que su derivada (n + 1)—ésima se anula) y con un poco de manipulacién algebraica elemental),

(n+1)!

0= (G = £ (G) = (@) =Pl e ooy
=0 J

El resultado se sigue.
O

Z en los nodos

Ejemplo 2.1.7 Deseamos calcular el polinomio p(x) de grado 3 que interpola f(x) = —e~
x=0,1,2,3 y aproximar el valor de la funcion por el del polinomio en x = 0,5.

La tabla de valores de f(x) en los nodos es::

z| 0O 1 2 3
y | —1 | —0,367879 | —0,135335 | —0,049787

Utilizando cualquiera de los métodos descritos anteriormente se obtiene entonces el polinomio:

p(x) = 0,04209702° + —0,326078z> + 0,916102z — 1
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El error f(x)—p(z) que cometemos al aprozimar f(0,5) por p(0,5) = —0,618206375 es de acuerdo con el Teorema
2.1.6 de la forma

F()
Al

para algin punto ¢ € (0,3). Podemos dar algo mds de informacidn: dado que

f(4)($) = _e—z7

(,5)(—=,5)(=1,5)(—=2,5) = —0,0390625 f 4 (¢),

tenemos que f(z) € [~1,0] para x € [0,2] con lo que podemos decir:
0 < £(0,5) — p(0,5) < 0,0390625.
De esta manera hemos acotado el error. De hecho, el error exacto (hasta la precision de la calculadora) es
£(0,5) — p(0,5) = 0,0116757,

lo que en efecto concuerda con la cota que hemos caculado. Podemos dibujar juntos f(x) y p(z), como hacemos
en la Figura 2.4.

0.1 s -
N =
-0.3 =
0.4 //
-0.5F ///
06 /
-0.7 ¥
-0.81
0.9
o 0.5 1 15 2 2.5 3
Figura 2.4: Comparacién de f(x) = —e™* con el polinomio que la interpola en nodos x = 0,1, 2, 3.

2.1.4. Diferencias divididas de Newton

Aunque la férmula del Teorema 2.1.2 es perfectamente valida para calcular el polinomio interpolante de una
tabla dada, resulta un poco molesto tener que recalcular todo de nuevo por el simple hecho de anadir otro nodo
(lo que nos sucede inevitablemente con esa forma de resolver el problema). Para ayudarnos a combatir esta
molestia, definimos las diferencias divididas de Newton, que nos permiten expresar el polinomio en otra base
distinta. Recordemos que una base de un espacio vectorial es un conjunto de vectores linealmente independientes
que lo generan. El espacio de los polinomios de grado menor o igual que n es un espacio vectorial sobre R (el
lector puede comprobar que se cumplen todos los axiomas de la definicién de un espacio vectorial), y una base de
dicho espacio son los “vectores” (elementos del espacio, esto es, polinomios) 1,x,...,z". Pero hay otras bases,
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infinitas de hecho, que podemos elegir. El método de las diferencias divididas de Newton elige una base asociada
al conjunto de nodos zg, ..., T,, esto es la base:

1, (z —x0), ( —xo)(x — 1), ..., (. —20) - (T — Tp—1),

de forma que si afiadimos otro nodo més x,+1 solo tenemos que afiadir un dltimo elemento a la base (el de la
forma (x — zg) -+ (x — z,)). Ya solo nos falta decir cémo se calculan los coeficientes en esa base del polinomio
interpolante de Lagrange de una tabla de la forma 2.1. Se hace mediante las llamadas diferencias divididas de
Newton.

Definicién 2.1.8 Definimos la n—ésima diferencia dividida de f respecto a xq,...,x, como el unico nimero
tal que el polinomio interpolante de f en esos nodos es de la forma:

p(z) = flxo,...,Tnlx"™ + términos de orden inferior.
Tenemos entonces el siguiente resultado:

Lema 2.1.9 Las diferencias divididas no dependen del orden de los nodos xg,...,xy, y adicionalmente satis-
facen:
p(z) = flzo] + flxo, z1](x — o) + -+ + fl2o, ..., ¥a](x — o) -+ - (¥ — Tn—1),

donde p(x) = pn(x) es el polinomio interpolante de [ en xq,...,Zy,.

DEMOSTRACION.  En efecto, la no dependencia se sigue de inmediato de la definicién (el polinomio interpo-
lante es tnico e independiente del orden en que tomamos los nodos). La igualdad se demuestra fdcilmente por
induccién: denotemos por g, (x) el polinomio en la parte de la derecha de la igualdad. Para n = 0 es obviamente
cierto que po(x) = go(z), y asumiendo que es cierta para n — 1 tenemos que p,_1 = ¢n—1, luego ¢, es un
polinomio de grado n que satisface:

Gn(2k) = gn-1(zr) = f(zg), k=0,...,n—1,

y ademds el coeficiente principal de ¢, es por definicién igual al de p,. Por lo tanto el polinomio h(x) =
gn(x) — pn(z) tiene grado a lo sumo n — 1 y tiene n raices, con lo que h = 0 y queda demostrado el lema.
a

El siguiente resultado proporciona un sistema sencillo para calcular las diferencias divididas:
Teorema 2.1.10 Las diferencias divididas de Newton satisfacen la siguiente relacion recursiva:

e

DEMOSTRACION.  Demostramos el resultado por induccién en n. El caso n = 0 es trivial. Supongamos que es
cierto para el caso de n nodos, y veamos qué pasa con n + 1 nodos. Sea pj el polinomio que interpola a f en
Zo,---,Zk, y sea q(x) el que interpola a f en x1,...,x,. Se comprueba ficilmente que

(q(x) = pn—1(x)),

basta ver para ello que ambos lados de la igualdad son polinomios de grado menor o igual que n que coinciden en
Zo,...,T,. Ahora, el que ambos lados de la ecuacién sean iguales como polinomios implica que sus coeficientes
principales también coinciden, esto es:

T — Ty,
pn(z) =q(z) + P——

f[x()v"-,wn] — f[xlv-..71'n]]/‘__f:[ri')0,...,xn71]7
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donde hemos usado la hipétesis de induccién para ver que los coeficientes principales de ¢ y p,—1 son respecti-
vamente f[x1,...,2,]y flzo,. ., Tn-1]

O
Otros dos resultados importantisimos siguen.

Teorema 2.1.11 Sea p el polinomio interpolante de una funcion f en xg, ..., Ty, y seat un punto en el dominio
de la funcion. Entonces,

f@) =p(t) + flwo, ...z, 1t —z0) -+ (t — @)

DEMOSTRACION.  En efecto, si tomamos el polinomio ¢ que interpola a f en xq, ..., Zn,t tenemos por un lado
q(t) = f(t) y por el Lemma 2.1.9

q(t) = p(t) + flzo, .-, Tn, t](t — x0) - - (t — Tp).

O
Teorema 2.1.12 Si f € C"[a,b] y xo, ..., T, son puntos distintos en [a,b] entonces hay un punto ¢ € (a,b) tal
que
RIS
flzo, ... zn] = '( )
n!
DEMOSTRACION.  Sea p(z) el polinomio interpolante de f en zg,...,z,_1. Por el Teorema 2.1.6 existe un
¢ € (a,b) tal que
FM(¢
£ = plen) + T8 )~ ),
Por otro lado, el Teorema 2.1.11 implica que
f(xn) = p(xn) + f[an ce axn](xn - xO) ce (xn - xn—l)-
El resultado se sigue comparando ambas igualdades.
|
Cuando calculamos a mano un polinomio interpolante mediante el método de diferencias divididas de Newton
resulta 1til estructurar las cuentas en una matriz en la primera columna contiene f[zo], flx1],..., la segunda

columna contenga f[xo,x1], f[z1,22]...etcétera. Ademds, desplazamos ligeramente hacia abajo cada columna
para que resulte mas facil ver de donde vienen los calculos, puesto que por el Teorema 2.1.10 cada columna se
calcula facilmente a partir de la anterior y de la lista de nodos. A la hora de representarlo en un ordenador,
resulta mas fcil tratar esta tabla de datos como una matriz.

Ejemplo 2.1.13 Resolvemos de nuevo el Ejemplo 2.1.7 usando diferencias divididas de Newton. El algoritmo
de cdlculo de diferencias divididas proporciona:

~1,0000 0,6321 —0,1998 0,0421
~0,3679 0,2325 —0,0735 0
~0,1353  0,0855 0 0
~0,0498 0 0 0

Con ello, el polinomio obtenido es:
p(z) = —1 40,6321z — 0,1998z(x — 1) + 0,0421z(x — 1)(z — 2) = 0,04212> — 0,32612% + 0,916012 — 1,

que es (si obviamos los errores de redondeo cometidos en ambos casos al escribir los nimeros con un nidmero
de cifras decimales) el mismo que el obtenido en el Ejemplo 2.1.7.
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Una implementacién en Matlab para calcular las diferencias divididas a partir de una tabla de valores de f (y
que también permite interpolar el polinomio en los valores deseados y dibujar el resultado) serfa como sigue.

function [A,p,y]l=difdiv(a,b,x,plotme)

% A partir de dos vectores columna a,b de igual tamanno

calcula las diferencias divididas acumulandolas en una matriz

la primera columna de la matriz son las dif. div de orden 0

la segunda las de orden 1, etc.

Devuelve tambien los coeficientes en la base de Newton del

polinomio interpolador de la tabla, esto es, la primera fila de A
Finalmente devuelve el valor del polinomio en los valores de la lista x
Si "plotme" vale 1 entonces hace un dibujo de los datos y el polinomio
n=length(a);

A=zeros (n);

vector=b;

A(:,1)=vector;

o o o

o o o o

o

for j=2:n
vector=(vector (2:end) -vector (l:end-1))./(a(j:n)-a(l:n-3+1));
A(l:n-j+1, j)=vector;

end

A

p=A(1l,:);

y=zeros (size(x))+p(1l);
producto=1;
for k=2:n
producto=producto.x (x-a(k-1));
y=y+p (k) *producto;
end

if plotme==
plot(a,b, 'x',x,y);
end

2.1.5. La eleccién de los nodos y los polinomios de Chebyshev

Hasta ahora hemos trabajado con el problema de ajustar un polinomio a una tabla de datos dada, que suponemos
corresponde a una funcién desconocida, amparados por el resultado tedrico 2.1.6 que nos da un término de error
sobre la funcién a aproximar. Sin embargo, en ocasiones tenemos la “suerte” de tener que generar nosotros la
tabla de datos, y cabe preguntarse, jen qué nodos deberiamos calcular los valores de la funcién si queremos
segurarnos de que el error de interpolacién sea minimo? Esto es, si los nodos los elegimos nosotros, ;podemos
sacar algiin beneficio de una buena eleccion?

Esa es la pregunta a la que respondemos a continuacion. Recordemos del Teorema 2.1.6 que el error en la
interpolacion viene dado por la férmula

FrD ()

) (x —x0) (& —zy).

No podemos actuar para cambiar el valor de f(+1) (eso normalmente le corresponde a la naturaleza), pero si
queremos elegir los nodos apropiadamente lo que debemos es tomar xg, ..., x, que minimizan la cantidad

mgzcix|(x—:c0)---(x—xn)|. (2.1)
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Supongamos inicialmente que nuestro intervalo de interpolacién es [—1, 1], de forma que todos nuestros nodos
debemos elegirlos ahi. Nos preguntamos entonces, jqué puntos en [—1,1] minimizan la cantidad (2.1), con
x € [—1,1]? La respuesta viene dada por el siguiente resultado.

Teorema 2.1.14 Para cada n > 0, la funcion T, (x) = cos(n arccos(x)) es un polinomio de grado n, y ademds
es, de entre todos los polinomios mdnicos de grado n, aquél cuyo mdzimo valor absoluto en [—1,1] es el menor.
En otras palabras, para cualquier otro polinomio ménico p(x) de grado n se tiene

1
3 > A T, = .
ponix p(z)] —zé?f‘iflﬂ (@) = 5o
Por lo tanto, los ceros xg,...,x, del polinomio de Chebyshev Ty 11, que estin todos en [—1,1], son los que

minimizan la cantidad (2.1) cuando x € [—1,1], de entre todos los conjuntos de n+1 puntos en [—1,1]. Es mds,
dichos ceros vienen dados por la formula

2k + 1
;ikcos< + >, k=0,...,n. (2.2)

m+2"
Finalmente, los polinomios de Chebyshev pueden obtenerse mediante la formula recursiva:
To(z) =1, Ti(x) =z, Thyi(x)=22T,(x)—Th_1(x), n>1,
con la puntualizacion de que la secuencia asi obtenida ha de ser normalizada para obtener polinomios madnicos.

DEMOSTRACION.
La demostracién de este resultado es demasiado compleja para este curso. Recomendamos leerla en el libro
Andlisis Numérico de Burden y Faires.

|
Como consecuencia, si tenemos que elegir n + 1 puntos zg,...,xz, en el intervalo [—1,1] para interpolar, los
elegiremos de acuerdo con la férmula (2.2), lo que nos garantiza que el error cometido en la interpolacién es a
lo sumo
[ F (G|
2n(n+1)! -

En el siguiente resultado explicamos la situacién para un intervalo general [a, b]:
Corolario 2.1.15 Dada f € C""[a,b], eligiendo los nodos

b—a b+a

T = Tk 5 + 5 k=0,...,n
el polinomio interpolante p(x) de f en nodos xy,...,x, satisface (para cada x € [a,b]):
(b _ a)n+1 f(n+1)(<)
£(@) = pla)] < | |

22n+1(p 4 1)! ’
para algin ¢ € (a,b), que depende de x.

DEMOSTRACION.
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Sea g : [-1,1] — R definido por
2r—a—>b b—a b+a
flz)=g (b—a) , estoes, g(z)=f ($ 5 + 5 )

que es una funcién de tipo C™*1[—1,1]. El polinomio ¢(z) que interpola a g en los n + 1 nodos de Chebyshev
Zo, - .., T, satisface
|g(n+1)(<‘x)|
2n(n 4+ 1)1’
para algtin ¢, € (—1,1). Ahora, dado que ¢(Z) = g(&r) = f(zx), el polinomio p(z) definido en [a, b] por:

p(z) =q <2mb__aa_b>

tiene grado n y cumple p(xy) = ¢(Zx) = f(zk), luego es el polinomio interpolante de f en los nodos del enuciado.
Ademds, para z € [a, b],

lg(x) = q(x)] <

2x—a—b) 4 (2x—a—b>’ _ ,g<n+1>(§w)] B |f(n+1)(C)’ (b—a)"tt

|f<x)_p(“’)|:‘9< b—a b—a )|~ 22(n+ 1) 20(n+ 1)l 20kl

para algunos (,, ¢ € (—1,1). La ultima igualdad se obtiene a partir de la relacién entre f y g en el principio de
la demostracién.

O

Ejemplo 2.1.16 Calcular el polinomio p(x) que interpola a la funcién f(x) = sin(7x) en 3 nodos de Chebyshev.
Respuesta: Primero hacemos la tabla de valores de f(x) en los nodos:

x| V32 To] V3/2
y | -0.4086 | 0| 0.4086

Calculamos entonces mediante las diferencias divididas de Newton el polinomio:

—0,86603 —0,4086 0,4695 0
0 0 0,4695
0,86603  0,4086

Con ello el polinomio buscado es:
p(z) = —0,4086 + 0,4695(z + 0,86603) = 0,46952 — 0,0012,

donde podemos ver que el término independiente es debido a errores de redondeo. Podriamos hacer las cuentas
de forma simbdlica sin errores, con cualquiera de los métodos estudiados. Por ejemplo, usando la féormula de
Lagrange,

z(r +/3/2)

z(z —+/3/2) 2
— 4 4 _ L 7 = 4 c—T = 4 1 .
p(x) 0,4086 3/2 + 0,4086 3/2 0,4086 \/gzv 0,4718z

Evitando errores de redondeo en la evaluacion de la funcion, podemos dar una formula cerrada:

p(z) = % sin (7T\/§/2) x.

Grdficamente podemos ver la funcidn original y el polinomio interpolador en la Figura 2.5
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Figura 2.5: Comparacién de f(x) = sin(wz) con el polinomio que la interpola en 3 nodos de Chebyshev. El

polinomio interpolador resulta ser de grado 1, y claramente insuficiente para aproximar la funcién.

Ejemplo 2.1.17 Utilizando el método de diferencias divididas de Newton, calcula el polinomio interpolante de
grado 3 de la funcién f(z) = cosz en el intervalo [0, 7] utilizando el nimero apropiado de nodos de Chebyshev.
Respuesta: para calcular el polinomio de grado 3 tenemos que interpolar en 4 nodos. Los 4 nodos de Chebyshev

para el intervalo [—1,1] son:
%o = cos(m/8) = 0,9239, &; = cos(37/8) = 0,3827,
&9 = cos(bm/8) = —0,3827, I3 = cos(7mw/8) = —0,9239.
Al pasarlos al intervalo [0, 7] obtenemos:
xg = cos(m/8) = 3,0220, 1z = cos(37/8) = 2,1719,
xg = cos(bm/8) = 0,9697, x3 = cos(77/8) = 0,1196.
Calculamos ahora el polinomio con el método de diferencias divididas, obteniendo:

3,0220 —0,9929 —0,5026 0,2135 0,1471
2,1719 —0,5656 —0,9409 —0,2135 0
0,9697 0,5656 —0,5026 0 0
0,1196  0,9929 0 0 0

Con ello, el polinomio es:
—0,9929 — 0,5026(z — 3,0220) 4 0,2135(z — 3,0220)(x — 2,1719)+

0,1471(z — 3,0220)(z — 2,1719)(z — 0,9697)

Grdficamente podemos ver la funcidn original y el polinomio interpolador en la Figura 2.6
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Figura 2.6: Comparacién de f(x) = cosz con el polinomio que la interpola en 4 nodos de Chebyshev. La calidad
de la aproximacion es excelente.

Ejemplo 2.1.18 Sea f : [0,7] — R una funcién tal que todas las derivadas de cualquier orden de f estin
acotadas en valor absoluto por 4. Cudl es el minimo nimero de nodos de interpolacién que debemos usar si
queremos asegurarnos de que el error de interpolacion sea, en valor absoluto, a lo méaximo de una centésima?
Cuales son entonces los nodos de interpolacion? Respuesta: Los nodos de interpolacion que mejor garantizan
que el error es pequeno son los de Chebyshev, que en el intervalo [0,7] son los de la forma

7
5(3376 + 1)7
donde xj = cos (giié 7r>, k=0,...,n. Con ellos, el error de interpolacidn en cualquier x € [0,7] es a lo sumo:

T (G)] T
22ntl(n 4+ 1)1 — 22nHl(pn 4+ 1)1

Esta cantidad es menor que una centésima si y solamente si n > 8, con lo que el minimo nimero de nodos es
9, y dichos nodos son:

0,0532, 0,4680, 12502, 2,3029, 3,5000, 4,6971, 5,7498, 6,5311, 6,9468

Terminamos esta seccién indicando que una mala eleccion de los nodos produce el llamado “fenémeno Runge”,
que consiste en que polinomios interpolantes de grados cada vez mayores en lugar de aproximar la funcién
producen tremendas oscilaciones, sobre todo en los extremos. Ello se puede comprobar tratando de interpolar
la funcién f(z) = (1 +2?)~! en [-3,3] en nodos equiespaciados. El uso de los nodos de Chebyshev evita la
aparicién del efecto Runge. Podemos ver este efecto graficamente en la Figura 2.7.

2.2. Interpolacion polinomial a trozos

En ocasiones sucede que tenemos una cantidad grande de datos en el plano y necesitamos una curva que pase
exactamente por todos ellos pero debido al fendmeno Runge o a otras causas no queremos que sea un polinomio,
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Figura 2.7: fendmeno Runge en accién: en la fila de arriba, tres polinomios interpolantes para 6,10 y 15 nodos
equiespaciados de la funcién f(z) = (1+22?)~! en [—3, 3]. Obsérvese la oscilacién del polinomio interpolante en
los extremos, degradando la calidad de la interpolacion. En la fila de abajo, mismo procedimiento utilizando los
nodos de Chebyshev, lo que hace desaparecer el fendmeno Runge.
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sino que preferimos definir la funcién a trozos.

2.2.1. Interpolacion lineal a trozos

La opciéon mas sencilla es la interpolacion lineal: dados unos datos como los de la Tabla 2.1 que suponemos
contiene algunos valores de la funcién f, y suponiendo que los nodos estan ordenados de forma que zg < - -+ < xy,
podemos considerar la funcién interpolante:

T —x; T —x; i1 — Yj
_ Jj+1 j Yj+1 —Yj .
9(x) =yj——— Y1 ——— =y + (v —x;) si 1w € [rjr541],
Tj = Tj+1 Tj+1 — Tj Tj+1 — Tj

esto es g(x) iguala al polinomio interpolante de grado 1 en cada subintervalo [z, z;11]. La principal ventaja de
este método es que es tremendamente sencillo (no requiere gran capacidad de cdlculo) y su principal desventaja
es que la funcién g(z) asf obtenida ni siquiera es derivable. Este método es conocido como interpolacién lineal.
Una implementacion en Matlab de este procedimiento seria como sigue:

function y=interpolacionlineal (a,b, x,plotme)
% Dada una tabla de datos a,b con a ordenado de menor a mayor
devuelve un vector y con el resultado de interpolar en los
puntos de x con interpolacion lineal a trozos.
si "plotme" es 1 dibuja todo.
n=length (x);
for j=1l:n
xJ=x(J);
if (xj3<a(l)) || (x3>a(end))
sprintf ('El valor %f que esta en el vector x no vale',x]j)
y (J) =NaN;
elseif xj==a(l)
y(3)=b(1);
elseif xj==a (end)
y(J)=b(end);
else
indice=find(a>xj,1); % Encuentra la primera posicion de a mayor que xj
v (j)=b(indice-1)+ (b (indice)-b(indice-1))/ (a(indice)-a(indice-1)) % (xj-a(indice-1));
end
end

oo oo

o

if plotme==
plot(a,b, 'x',x,y);
end

Podemos ver un ejemplo gréafico de interpolacion lineal en la Figura 2.8.

2.2.2. Trazadores o “splines” cubicos

Miés complicado, pero con un resultado mucho més satisfactorio en términos de derivabilidad, es el método de
los llamados trazadores cubicos.

Definicién 2.2.1 Dados unos datos como los de la Tabla 2.1 ordenados de forma que xog < -+ < T,, un
trazador cubico S para la tabla es una funcion con las siguientes propiedades:

» En cada subintervalo [zj,xzj41] j = 0,...,n — 1, S(x) es un polinomio cubico distinto, que denotamos

Sj(x).
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Figura 2.8: Interpolacién lineal en distintos niimeros de nodos equiespaciados para la funcién f(z) = e5"% en

el intervalo [—4,4].
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Figura 2.9: Interpolacién mediante trazadores cibicos para la funcién f(z) = sin(x)e++? /(14 22) en el intervalo
[—6,15]. En la primera imagen, la funcién original. En la segunda imagen, trazador ctibico con 12 nodos escogidos
a mano. En la tercera, trazador ctibico con 30 nodos equiespaciados.

» S(z;)=y; paraj=0,...,n—1.

v Sjii(xie1) = Sj(@j41), Sjpa (@) = Si(jt1), i1 (xj41) = S} (2j41) para j=1,...,n —2. Dicho de
otra forma, S(x) es de tipo C? (aunque esté definida a trozos).

= Se cumple una de las dos siguientes condiciones:

e S"(x0) = 85" (xn) =0 (condiciones de frontera libre o natural).

o S'(xo) = f'(x0) y S (zn) = f'(xn) (condiciones de frontera ligada). Esta condicion solo tiene sentido
si suponemos que la tabla corresponde a los valores de una funcién f derivable en g y x,

Tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2.2 En las condiciones de la Definicion 2.2.1, existe un unico trazador cubico con condiciones de
frontera libre, y un dnico trazador cibico con condiciones de frontera ligada (asumiendo que la tabla corresponde
a los valores de una funcién f derivable en xo y x, ).

DEMOSTRACION.  La demostracién de este resultado es bastante larga, aunque no muy sofisticada. Recomen-
damos su lectura en el libro de Burden y Faires. O
No vamos a dar un c6digo Matlab para resolver el problema de los trazadores cubicos (en inglés, splines ),
limitdndonos a proporcionar la funcién interna que realiza el trabajo: spline. Aprender a utilizar esta funcién
resulta 1til a la hora de proporcionar dibujos suaves y sencillos que pasen por una serie de puntos dados. La
mayor desventaja es que no nos proporciona una férmula, sino un conjunto de férmulas cada una valida en un
trozo. El uso que tiene es por lo tanto mas grafico que analitico.

Podemos ver un ejemplo grafico de interpolacién mediante interpolantes ciibicos en la Figura 2.9.

Mencionamos un teorema relativo al error cometido por la interpolaciéon por trazadores ctibicos con frontera
natural.
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Teorema 2.2.3 Sea f € C*[a,b] tal que su cuarta derivada estd acotada por M en valor absoluto. Si S es el
trazador cibico de frontera libre obtenido para una tabla de valores de f con nodos xg < --- < x,, entonces

5M
) ‘ 4
max z)—S(2)| < — mix (vjp1 —x;)".
méx [f(z) - S(@)| < 5o mix (50 - ;)
Por ejemplo, si la cuarta derivada de f estd acotada por 1 y tomamos nodos equiespaciados cada uno a distancia
1/2 del anterior, podemos garantizar un error maximo de menos de una milésima.

Acabamos esta seccién indicando que si toméaramos un alambre flexible y lo obligdramos a pasar por una
coleccion de puntos del plano, su forma final seria parecida a la del trazador cibico de frontera libre.

2.3. El método de minimos cuadrados

Es frecuente que deseemos obtener una funcién dada por una férmula matematica que se ajuste “suficientemente
bien” a un conjunto de datos dado, y que la férmula en cuestiéon no sea un polinomio, o sea un polinomio de
grado muy pequenio (pese a tener una gran cantidad de valores para ajustarlo). Entre los muchos ejemplos de
aplicacion se encuentra el encontrar la recta de regresion de un conjunto de datos, esto es, la recta que que
“mejor aproxima’ los datos en su conjunto. En este caso se trata de encontrar una combinacién lineal de dos
funciones f1(z) = 1y fa(z) = = que aproxima de la mejor manera posible una coleccién de datos determinada.
El método de minimos cuadrados, una de las més exitosas creaciones de Karl Fiedrich Gauss, fue disenado por
éste para encontrar el asteroide Ceres, que se le habia “perdido” a la humanidad a las pocas semanas de ser
descubierto.

Definicién 2.3.1 Dada una coleccion de datos como los de la Tabla 2.1, y dadas unas funciones f1,..., fm, la
solucién de minimos cuadrados para aproximar los datos con las funciones dadas es una funcion de la forma

f({L‘) :alf(x)++amfm(x) (23)

que minimiza el error cuadrdtico
n

> (flar) — ).

k=0

En esta definicion, por lo general, consideramos m << n, aunque la definicion es valida igualmente en el
contexto general.

La eleccién de minimizar el error cuadrético (la eleccién de la potencia 2 en lugar de otra) obedece fundamen-
talmente a la facilidad de la resolucién del problema en ese caso. Comenzamos por observar que, de existir una
funcién de la forma (2.3) que hiciese cero el error tendriamos

alfl(xk)+...+amfm(xk):yk, k=1,...,n,

o en forma matricial

fi(zo)  fa(zo) -+ fl(®0)\ [ @1 Yo

A T b
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Notemos que (si m < n + 1) este es un sistema sobredeterminado y por lo tanto no debemos esperar que tenga
solucién, salvo en casos extremadamente afortunados. La idea de Gauss consiste en sustituir la bisqueda de un
x que resuelva el problema Ax = b, que no podemos esperar que tenga solucién, por la busqueda de un = que
minimize || Az — b||?, esto es, por la biisqueda de un z que minimice el error cuadratico. Gauss entonces noté lo
siquiente:

Lema 2.3.2 Dadas A,b de forma que A esn xm, besnx1ym <n, entonces el x de norma minima que
minimiza Ax — b es precisamente el inico x que cumple la ecuaciéon normal

AT Az = AT,
que es cuadrado y tiene una unica solucion, siempre que el rango de A sea mdximo.

DEMOSTRACION.  De entre todos los © € R™ que pueden minimizar la cantidad escrita, el de norma minima
pertenecerd al complemento ortogonal del nticleo de A. Sea entonces g : Ker(A)t — R, g(x) = [[Az — b|?,
satisface lim ;|- [|9()|| = oo. El problema

min T
z€Ker(A)+ g( )

se resuelve por lo tanto en un punto en el que el gradiente v, de g se anule. Calcular este gradiente es sencillo,
pues ha de cumplir (#,v,) = Dg(x)# para todo & € Ker(A)*, pero

Dg(z)z = % lizo g(x +ti) = 2(Az — b, Ai) = (2AT (Azx — 1), 1),

luego vy = Tier(a)L 2AT (Ax —b) = 2AT (Az —b). El tinico z en el que se anula dicho gradiente es precisamente
la solucién de la ecuacién normal.

|
Aunque el Lema 2.3.2 proporciona en teoria un método para calcular la aproximacién de minimos cuadrados, en
realidad es poco efectivo por motivos de condicionamiento matricial. Es mucho mejor calcular la factorizacién
QR reducida A = QR de A y resolver el sistema cuadrado Rz = QTb, que (en el caso de que A tenga rango
maximo) admite una tnica solucién, la buscada.
Una implementacion en Matlab de este procedimiento seria como sigue:

function [coefs,y]l=aproximacionminimoscuadrados(a,b,F,x,plotme)
Dado un vector fila de funciones F proporciona la combinacion lineal
de las funciones que contiene que mejor aproxima por minimos
cuadrados los datos en la tabla a,b, que son vectores de igual tamanno.
el programa devuelve el vector de coeficientes y los valores de
la aproximacion en el vector x.
Si "plotme" vale 1 dibuja los resultados.
Ejemplo de uso:
a=[-1;0;1;2;3];
b=[-2;0;0;-2;-6];
F=@(x) [x x."74]
[coefs,y]l=aproximacionminimoscuadrados(a,b,F,x,1);
n=length(a);
m=length(F(a(l)));
A=zeros (n,m);
for i=1:n
A(l,:)=F(a(i));

o0 o o

o o o

o o o o

oo
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Figura 2.10: Partiendo de la funcién f(z) = 2 4 €® (dibujada en azul), hacemos una serie de medidas a las que
anadimos un error relativo de aproximadamente el 10 % del valor de la funcién en cada punto (marcadas con
una “x”). Entonces, calculamos la funcién de la forma a;x + a,€® que mejor aproxima a las medidas tomadas.
Notese que ni la funcién original ni la de minimos cuadrados pasa por las medidas tomadas, y atin asi ambas se

parecen bastante.

end
coefs=A\b; % Resuelve el problema con los metodos de Matlab
Y=%;
for k=1l:length(x)
y (k) =F (x (k) ) xcoefs;
end
if plotme==1
plot(a,b, 'x',x,v);
end

Podemos ver un ejemplo grafico de interpolaciéon mediante interpolantes ctibicos en la Figura 2.10.
2.4. Exercises. Interpolation

Exercise 2.1

Compute the polynomial p(x) interpolating f(z) = sin(7z) in 3 Chebyshev nodes.
Answer: We first write a table of values for f(x) in the Chebyshev nodes:

x| -v3/2 | 0| v3/2
y | -0.4086 | 0 | 0.4086

The demanded polynomial is then:

—V3/2
p(z) = —0,4086W +0,4086

a(z ++/3/2)

2
= 10,4086 - ——z =
3/2 V3
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2 .
7 sin (77\/3/2) x =0,4718z

Exercise 2.2

The following table describes an unknown function y = f(x):

x| 2]-1]1]2
v 9| 3[-1]6

We need to find the constants a,b € R such that f(z) is approximated by a function of the form az® + b.
Answer: We construct the corresponding linear system

-8 1 -9
-1 1] fa) [-3
1 1f\s) |[-1[|
8 1 6
The normal equations are then:
-8 1 -9
-8 -1 1 8 -1 1 a\ (-8 -1 1 8 -3
1 1 1 1 1 1 b\ 1 1 1 1 -1’
8 1 6
that is
130 0\ [a\ [122
0 4)\p) \-7)
which yields the solution:
122 -7
=— = 4... =— =—-1,75.
=135 0,938 , b 1 ,75
Exercise 2.3
Compute the cubic polynomial p(z) which interpolates:
x|-1]0]1]2
y|O0[2|1]2
Answer: Using Lagrange’s formula:
—1 -2 1 —1 -2
p(x)zox(w Jw—2) S+ hE-E-2)
—6 2
(x4 Dz(x—2) (+lz(z—-1) 55 3, 1
1 2 =-23 -2’ -z +2
9 + 6 6x 23: 333 +

Exercise 2.4

For each of the following tables of data, functions and points, compute the function that approximates the data,
compute the value of the function at the points and, if you have a computer, plot the values of the data and
the function in the plane.
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1) Function: Lagrange polinomial of degree 3 (using the original formula by Lagrange and Newton’s divided
differences). Points: {—2,0}.

x|[-3]-1[1]3
y| 144|127

11) Function: Lagrange polinomial of degree 3 (using the original formula by Lagrange and Newton’s divided
differences). Points: {—2,0}.

x| 3[-1[1]3
vy 14| 4 |28

1) Function: Lagrange polinomial of degree 4 (using the original formula by Lagrange and Newton’s divided
differences). Points: {—1/2,1, 3}.

x| 3[2[-1]0]2
vIi25 |7 1]1]6

1v) Function: piecewise linear interpolation and cubic spline. Points: {3/2,21/20,7/2}.

X 1 2 3 4
y | 100 | 80 | 70 | 65

Exercise 2.5

Function: piecewise linear interpolation cubic spline. Points: {—1,0, 1}.

x| 3[-1/2] 3 |4
y |10 | 11 |40 |6

Exercise 2.6

Same as in the previous exercise, but for this one you need a computer.

= Function: T'(t) = ¢1t + c2€/® by minimal square error and by cubic spline. Points: {3,10,50}.

t=time 0] 5 |10 15 | 20 | 25 | 30 | 35 40
T=temperature | 0 | 40 | 80 | 130 | 190 | 265 | 410 | 730 | 1600

» Function: degree 3 polynomial by minimal square error and by cubic spline. Points: {—4,1/2,4}.

X -3 -2 -1 0 1 2 3
y | -1.05 | 1.57 | 2.60 | 2.23 | 1.63 | 3.41 | 8.32

» Function: f(z) = ae™* cos(2wz) 4+ be™*sin(27x) by minimal square error and by cubic spline. Points:
{1/10,11/10}.
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X 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 | 14 1.6 1.8 2
y | 234|180 -0.28|-1.12 | -0.09 | 0.87 | 0.74 | -0.1 | -0.23 | -0.11 | 0.33

Exercise 2.7

Jon Doe made a series of experiments with the time needed for a baloon to get to the floor when thrown from
different heigths: 0,1m, 0,5m, 1m, 1,5m. He then used polynomial interpolation to deduce the approximate value
of the time for a height of 1,3 m, getting that the time was 1,8737s. Unfortunately, Jon lost some of the data
he had originally collected so we only have the information of 3 experiments:

heigth (m) | 0.1 ] 05 | 1] 1.5
time (s) | 0.1 109 |7]| 2

Can you tell which was the time measured by Jon for heigth 1m?

Exercise 2.8

The height of the mushroom of a nuclear bomb grows from approx. 10km for 1 kiloton bombs to 20km for 10
kiloton bombs and 35km for 30 megaton bombs. You are asked to provide an approximate value for the heigth
of the mushroom for 1 megaton and 10 megaton bombs. Answer: there are many ways to solve the problem.
Reasonable answers for 1 and 10 megaton bombs are 31,38 and 34,32 kilometers respectively

Exercise 2.9

Learn how to use the programs which have been sent to you by the proffessor. Use them to solve the interpolation
problems you have done by hand, and check that you obtain the same answers.

Exercise 2.10

Study the quality of Lagrange interpolation for functions f(z) = sin(z?) and f(x) = ¢*™®) calculated in 10
uniform points in the interval [0, 5]. Compare the results to using 10 Chebyshev’s nodes in that interval.

Exercise 2.11

Learn how to use Matlab’s function interpl to generate spline interpolation and other interpolations too.
Exercise 2.12
Compare the results in the previous to last exrercise with those of cubic spline interpolation.

Exercise 2.13

Same as above (polynomial and spline interpolation) for Runge’s function f(z) = HTlg)xg, this time using the
points —1,—8/10,—6/10, ...,6/10,8/10, 1. Try also with other collections of points, for example —1,—1/2,0,1/2, 1.
Try also with Chebyshev’s nodes.

Exercise 2.14

The speed of a person in free fall has been measured each second after jump. The results are (in meters per
second): 10,19,27,32,39,43,46,48,50,51,52,53. After 12 seconds the speed remaind approximately constant.
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You are asked to try different forms of interpolation, and to ultimately provide a simple formula that appro-
ximates the movement. Use your results to deduce how much distance the human person has fallen after 12
seconds. Data has been extracted from http://www.johnnyutah.com/

Exercise 2.15

Using the web http://impact.ese.ic.ac.uk/ImpactEffects/ you can obtain simulation data for the effects of a
meteor impact on the surface of Earth. Fix some (reasonable) numbers for the projectile speed, density, angle
of impact. Then, check the maximum air velocity given by the simulation for 5 different diameters. Interpolate
the table that you get with a degree 4 polinomial and then compare the results of your interpolation to those of
the original simulation for different values of the diameters. You should decide carefully which diameter values
you choose for the interpolation.
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