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Calculo Integral en mas de una variable real
Cambio de variables

Idea basica: en ocasiones, la utilizacién de variables apropiadas en
lugar de las originales, nos ayuda a simplificar la region de
integracion y/o el integrando (como ocurre con la integracion en una
variable).

Teorema del cambio de variable (Integrales Dobles)

Sean D,E c R?,ysea T : E— D una aplicacion biyectiva dada
por T(u,v) = (x(u,v),y(u,v)). Sea J el jacobiano de este cambio de

variable; es decir,
_ a(x,y)
s=aet (5

Supongamos, ademas, que f : D — R es integrable. Entonces,

//D f(x,y)dxdy = //E f(x(u, v),y(u,v)) | J | dudv.




Calculo Integral en mas de una variable real

Cambio de variables (Ejemplo 1)

Ejemplo 1: Calcular | [, dxdy siendo D la region del plano
limitada por las cuatro curvas; y = x%, x = y?, y = 2x%, x = y?/2.

Areaa
calcular




Calculo Integral en mas de una variable real

Cambio de variables (Ejemplo 1)

Este problema se puede resolver: a) con técnicas de integracién en
una variable (hacer!); b) aplicando técnicas de dos variables en las
variables originales (hacer!); ¢) considerando un cambio de variables.
Por ejemplo:

u=x2ly , v=y?/x

Si nos restrigimos al primer cuadrante, donde se encuentra D, estas
ecuaciones efectivamente definen un cambio de variables
(aplicacion biyectiva).

Los limites de la region D (cada una de las curvas), se corresponden
conu=1(y=x3,u=1/2(y=2x3),v=1(x=y?)yv=2

(x = 2y2).

Es decir, conseguimos transformar el dominio original en un
rectangulo.



Calculo Integral en mas de una variable real

Cambio de variables (Ejemplo 1)

o(x, )
[ oo =1 1, 5w
siendo D' = {(u,v)|1/2<u<1,1<v <2}
a(u, v)
(X, y)

dudv

N—

X,y
o(u, v)

Dado que

= 3 (hacer!), tenemos que

’—1/3yde

esta forma

1 102
//dxdy:// fdudv:f/ / =1/6.
D o3 3 Ji2 J1



Calculo Integral en mas de una variable real
Cambio de variables

Un comentario: Este tipo de transformaciones son de gran
utilidad en, por poner un ejemplo, Métodos de Elementos Finitos
en mas de una dimension (técnicas numéricas para resolver,
normalmente, problemas vinculados a EDPs), de gran utilidad
en geometrias variadas ...

Un ejemplo de calculo de estructuras: triangularizacion para el disefio de una plataforma que ha de

someterse a vibraciones de diverso tipo.



Calculo Integral en mas de una variable real
Cambio de variables

En este tipo de calculos interesa transformar triangulos y
cuadrilateros con vértices de coordenadas cualesquiera a
triangulos y cuadrilateros “de referencia” ...



Calculo Integral en mas de una variable real
Cambio de variables

Ejemplo-Ejercicio 2:

Calcular [ [, e dxdy donde D es el triangulo formado por los
ejes coordenados y larecta x + y = 1.

En este caso, el dominio D es muy sencillo y la dificultad se plantea
con el integrando. Un cambio de variables que resulta util es
u=y—-x,v=y+x.



Calculo Integral en mas de una variable real
Aplicaciones de la integral doble

Por ejemplo:

@ Calculo de areas de superficies en R?: como ya comentamos, la
superficie de la region D c R? delimitada por una curva cerrada

es: u(D) = [ [, dxdy.

© Calculo de volumenes: [ [, f(x, y)dxdy es el volumen
comprendido entre la gréafica de f(x, y) (supuesta positiva en D),
el plano XY vy la superficie lateral (perpendicular al plano XY) de
base D.

© Calculo de areas de superficies en R® dadas por z = f(x, y) con
X € y en unaregioén D;

= ffre () () oo




Calculo Integral en mas de una variable real
Integrales triples

Generalizacién del concepto de integral de Riemann a tres
variables: muy sencillo conceptualmente!. Las correspondientes
particiones definirian ahora cubos en R? (recordemos que eran
segmentos en una dimensién y rectangulos en dos dimensiones). De

este modo,
///f(x7y,z)dxdydz
D

se obtendra sumando los valores infimos u supremos de la funcién
pesados en los “cubos elementales” de la particidn.

Importante: los teoremas de Fubini y del cambio de variable son
aplicables, con la correspondiente extension. Asi, por ejemplo,
para integrales en volumen, cuando se aplica cambio de
variables hay que obtener la matriz Jacobiana, que en este caso
sera una matriz tres por tres.
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Calculo Integral en mas de una variable real

Un ultimo comentario sobre notacion habitual en Fisica/Ingenieria

Es habitual escribir las integrales en dos variables de la forma:

//Df(x,y)dxdyz//Df(x,y)dS,

y, de esta forma, escribir el teorema de cambio de variables como

sigue:
//Df(x,y)dS:///f(u, V)ds,

donde D’ es la region D escrita en las variables u, v,
f(u,v) = f(x(u,v), y(u,v)) y donde tenemos la regla de calculo:

dudv .

o(x,
dS_dxdy_‘aEU i;

Llamaremos a dS Elemento de Superficie, que se “escribe de
distinto modo segun las coordenadas que se elijan”.
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Calculo Integral en mas de una variable real

Un ultimo comentario sobre notacion habitual en Fisica/Ingenieria

De igual forma, escribiremos:

///Df(x,y,z)dxdydz:///f(x,y,x)dv,

de modo que si se realiza un cambio de variables, escribiriamos:

(x,y,2)

o(u, v, w)

Llamaremos a dV Elemento de Volumen.
Ejercicio 1: Deducir los elementos de volumen es coordenadas
cilindricas y esféricas.

Solucién:

dV = dxdydz =

’ dudvdw .

@ Cilindricas: dV = rdrdzd¢.
© Esféricas: dV = r?sin6drdfde.
Ejercicio 2: Calcular, mediante integrales triples, el volumen de

una esfera de radio R. comentario: l6gicamente, si D es la esfera, su volumen sera [ [ fpav.
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