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Integrales de linea y de superficie

Motivacion: muchas ecuaciones y propiedades
fundamentales de la Fisica (y, en consecuencia, de
aplicacion en Ingenieria) se derivan a partir de integrales
de campos escalares y vectoriales sobre lineas,
superficies y volumenes.

Ejemplos:
© Mecanica de Fluidos: Ecuacion de continuidad.
© Termodinamica: Ecuacion de conduccion del calor.
© Mecanica: Campos de fuerza conservativos.
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de linea

Integral de linea: va a generalizar el concepto de integral de
Riemann en una variable. El dominio de integracién sera ahora una
curva en R" (n = 2,3 en las aplicaciones que consideremos).

Curva en R”

Es una funcién C : R — R" tal que existen las derivadas de sus
componentes y son continuas (es decir, que es de clase C', a lo cual
nos referiremos diciendo que la curva es suave).

En particular, una curva en R? es una funcion:
C:DcR — R2
t —  (x(1),y(1))

siendo t el parametro, que al ser variado va generando los puntos
(x,y) de la curva.
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de linea

Integral de linea de una funcion escalar (para curvas en R?)

Sea una curva en R? que une los puntos Ay B dada en forma
paramétrica t — (x(t), y(t)), definimos la integral de linea de una
funcién continua f(x, y) sobre la curva C entre A= (x(a), y(a)) y
B = (x(b), y(b)) como:

b
fd/:/ F(x(t), y(D)\/x' ()2 + y/(1)20t .
Cas a

Casos particulares:
Q Siel parémetro de la curva es x, es decir, t = x, entonces
Jo,. fdl= f f(x,y(x))/1+ y'(x)%dx.

@ Si sobre la curva f una de las variables fuera constante (por ej.
y) entonces

Jo, fdl = k)\/x'(t2dt = + [ f(x, k)dx que es la @

conocida mtegral de Rlemann en una variable. s



Integrales de linea y de superficie
Integrales de linea

La definicién puede, por supuesto, extenderse a facilmente a curvas
en R® o0 sin més a R":
Sea la curva
C:DcR — R”
t = x(t) = (x1(1), ..., xn(1))

Consideremos x'(t) = (x{(1), ..., x;(t)) y sea ||x'(t)|| el mbdulo de
este vector. Entonces

Integral de linea de una funcién escalar (para curvas en R")

NE /f )IIX(8)]]dt (1)

Comentario: x’(f)) es un vector tangente a la curva x(t)en t = f,
(es el vector velocidad de la curva en ese punto). @
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de linea

Comentario: en los calculos consideraremos siempre que
las curvas son suavesy simples (o la union de curvas
suaves y simples).

(S

suavey simple suave pero no simple

simple y cerrada
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de linea

En las definiciones anteriores asumimos que f era una funcion
escalar (es decir, los valores de la funciéon eran numeros reales).
Es posible extender la definicion de integral de linea a funciones
(campos, por su aplicacion en Fisica) vectoriales (es decir, los
valores de la funcion son elementos de R").

Integral de linea de una funcién vectorial (para curvas en R")

Sea r: D c R — R" una curva suave que une los puntos Ay B.
Denotamos por Cag €l lugar de los puntos de la curva desde A a B.
Sea F : R" — R" una funcién continua. Definimos la integral de linea
de F sobre la curva r entre los puntos Ay B de R" como:

F.dl‘Z/ (F.T)dl
Cas Cas

representando T el vector unitario (variable) tangente a la curva. Es
decir, que la integral de F sobre la curva r(t) es la integral de linea
de la funcién escalar F.T (proyeccion de F sobre la tangente) sobre
la curva.
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de linea

Comentario: Asumiendo que r/(t) # 0, es claro que el vector
unitario tangente a la curvaen t = fy es T(&) = r'(%)/||r' (%)|| y por
lo tanto, podemos escribir:

b
5 F.dr:/a F(r(t)).F/(1)alt

donde r(a) = Ay r(b)=B

Ejemplo: Sea F(x,y,z) = (z,y, x). Calcular la integral de linea de

F alo largo de la curva y = x?, z = x entre (0,0,0) y (1,1,1).

Solucién:

Escogemos como parédmetro t = x de forma que r'(t) = (1,2£,1),
F(r(t)) = (t,t2,t)y r(0) = (0,0,0), r(1) = (1,1,1). Luego

F.r' =t+ 2t 4 ty entonces

1
/Fdr:/ (2t + 26%)at = 3/2.
C
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de linea

Un teorema fundamental es la regla de Barrow para integrales de
linea.

Regla de Barrow

Sea ¢ una funcién escalar tal que la funcion V¢ es continuay sea C
un camino suave que une los puntos Ay B, entonces:

Vo dr = ¢(B) — ¢(A)

Este Teorema nos garantiza que si una funcién vectorial continua

se puede escribir como el gradiente de una funcion escalar,

entonces la integral de camino entre Ay B es la misma para

cualquier camino suave a trozos uniendo estos dos puntos, es

decir, que soélo depende de los puntos iniciales y finales del

camino. Una funcion vectorial que cumple esta propiedad se @

dice que es un campo conservativo. A
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de linea

Campo conservativo: definicion

Diremos que un campo vectorial es conservativo si se cumple
cualquiera de las siguientes condiciones (equivalentes entre si).

@ F es el gradiente de un campo escalar ¢, al que se le llama
funcion escalar del campo conservativo F.

© Para cualesquiera caminos suaves Cyg, Cas que unan los
puntos Ay B (desde A a B, por ejemplo), se tiene que
fCAB Fdr = fCAB Fdr

© Si C es una curva cerrada (Que empieza y termina en un mismo

punto) entonces [, Fdr = Sﬁ Fdr(Integral de Circulacion) = 0.
c

Campo conservativo: propiedad 1

Si F es un campo conservativo con funcién potencial ¢, entonces
¢ + K, siendo K una constante, también es una funcién potencial del
mismo campo F.

€
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de linea

Campo conservativo: condicion (hecesaria) de Green para

campos de R?

Si F=(F",FY), F:DcR?— R2 es conservativo en el dominio D,
teniendo F* y FY derivadas parciales continuas en D, entonces
5 =7

Campo conservativo: condicion (suficiente) de Green para

campos de R?

Sea F : D ¢ R? — R? un campo vectorial con dominio D
simplemente conexo de tal forma que las derivadas parciales de
sus componentes F*, FY tienen primeras derivadas parciales
continuas en D cumpliéndose que F) = FJ. Entonces F es
conservativo.

Dominio simplemente conexo: dominio sin agujeros y sin piezas @
separadas. ~r
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de linea

Ejemplo: Estudiar si el campo vectorial F(x,y) = (2xy, x?) es un
campo conservativo. Obtener su funcién potencial.

Solucién:

F es un campo C™ en todo R? y se cumple que F) = FJ, luego es un
campo conservativo. Calculemos la funcién potencial ¢(x,y):

Como F = V¢(x,y), se verifica que

ox = F¥* =2xy = ¢(x,y) = X2y + C(y)

y derivando ¢, = x2 + C'(y), pero ¢, = F¥ = x? luego C'(y) =0y
C(y) es una constante (podemos tomarla cero), de modo que una
funcidn potencial es

o(x,y) = x%y.

Comentario: Para campos vectoriales de R? la definicion de los
campos conservativos no cambia, aunque si ligeramente la
condicion de Green: se debera verificar F} = F, F{ = F],

FZ = F} simultaneamente. Estas condiciones se pueden escribir @
de modo mas simple introduciendo el operador rotacional.
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de linea

Rotacional de un campo vectorial: definicion

Sea F un campo vectorial F : R® — R3, que escribimos como
F = FXi+ FYj+ F?k, siendo {i, j, k} la base canénica. Definimos el
campo rotacional de F como:

rotF = VxF = :(F}f-Fé’)l-}-(F;—F;)]—l—(F)}(l—F})/()k

T ~
E%Q}\.
T =

v

Un campo vectorial F es el gradiente de una funcion escalar «——
V xF=0.
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de Superficie

Acabamos de generalizar el concepto de integral de Riemann
“adaptandolo” a la integracién sobre curvas en el espacio, no
necesariamente rectas. Es de esperar que podamos también
encontrar una generalizacion del concepto de integral doble que nos
permita integrar sobre superficies curvadas en el espacio.

Un elemento esencial del calculo sera la parametrizacion de las
superficies

Superficie parametrizada: definicion

Una superficie parametrizada en R® es una funcién r: D ¢ R? — RS,
La superficie S correspondiente a la funcién r es la imagen S = r(D).
Escribiremos

r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u, v))

y si r es diferenciable se dira que S es una superficie diferenciable.
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de Superficie

Dos ejemplos sencillos de parametrizacién de superficies son los
siguientes:

@ Parametrizacion del plano en coordenadas polares. El plano
Z = k se puede parametrizar utilizando coordenadas polares:

{(x,y,k), x,y e R} ={(rcos¢,rsing, k), r>0,0 < ¢ <2r}.

© Parametrizacion de una esfera mediante coordenadas
esféricas. Una esfera de radio R se puede parametrizar
utilizando dos angulos:

x(0,¢) = Rsinfcos ¢
y(0,¢) = Rsinfsin¢
z(0,¢) = Rcos

De modo que la esfera S es:

/ Won
%
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S={(x(0.0),y(0,9),2(0,4)) 0< b <7, 0<¢<2n}
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de Superficie

Observacion: Consideraremos en todo momento superficies
diferenciables S = S(u, v). Fijado uno de los parametros, pongamos
que v, al variar el otro obtendriamos una curva en R3.
Las tangentes a esta curva en cada punto se pueden obtener
por derivacion respecto a u:
ox, 0y, 0z
T, = %I + %1 + %k

y de similar forma podriamos obtener el vector tangente a la
superficie a lo largo de la direccion de v:
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de Superficie

Dado un punto de la superficie S, como ambos vectores T,y T, son
tangentes a dos curvas contenidas en S, ambos son ortogonales al
vector normal a la superficie en ese punto y por lo tanto, por las
propiedades del producto vectorial,

N=T,xT,

es normal a las superficie, siempre, claro estd, que T, x T, #0enel
punto en cuestién (si esto es asi, diriamos que la superficie
parametrizada no es suave; consideraremos que esto no ocurre).
Comentario: Esto nos permite obtener la ecuacién del plano
tangente en un punto (X, Yo, 20):

(X —Xx0,¥ — Y0,Z2—2)N =0

donde N se evalua en (xo, Yo, Zo)-
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de Superficie

Ejemplo:
Considerando la parametrizacion de la esfera antes considerada,
tendriamos que

Ty = R(cos ¢ cos d,sin ¢ cos B, —sinb)
T4 = R(—singsing,cos ¢sing,0)

Yy Tg x Ty = Rsind(Rsindcos ¢, Rsindsin g, Rcosd) = Rsindr. Por
lo tanto, sisinf # 0, se trata de un vector proporcional al vector

(x,y, z) que tiene la direccion radial, como cabria esperar del vector
normal a la superificie de una esfera.

Elcasosind =0 (9§ = 0, ) presenta un problema en la
parametrizacion: diriamos que la superficie parametrizada no es
Suave para esos valores de 6.

Ya estamos en condiciones de definir la integral de una funcion

escalar sobre una superficie parametrizada ... C Ia
R
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de Superficie

Integral de una funcidn escalar sobre una superficie

parametrizada: definicion

Si f(x, y, z) es una funcién escalar continua, definida sobre una
superficie S, estando S parametrizada por el campo vectorial r(u, v),
con uy v variando en un dominio D, se define la integral de f sobre
S como:

/Sf(x,y,z)dS://Df(r(u, v)|| Ty x Ty||dudv

Observaciones:

@ Laintegral doble de Riemann puede verse como un caso
particular de esta definicion (yendo a una dimensién mas, eso
si).

©Q La férmula de cambio de variable esta, de algin modo, .
contenida en esta definicion. @;
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Integrales de linea y de superficie
Integrales de Superficie

Integral de una funcién vectorial sobre una superficie

parametrizada: definicion

Si F(x, y,z) es un campo vectorial continuo, definido sobre una
superficie S, estando S parametrizada por el campo vectorial r(u, v),
con uy v variando en un dominio D, se define la integral de F sobre

S como:
/ (x,y,2)dS = // ).(T, x T,)dudv
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Integrales de linea y de superficie
Teoremas fundamentales del calculo vectorial

Comentario: De la misma forma que las integrales de linea
pueden reducirse al problema de calcular una funcion
(potencial) en dos puntos (regla de Barrow) cuando el
campo vectorial es conservativo, es tentador pensar que
semejante “reduccion de dimension” puede aplicarse para
relacionar determinadas integrales de superficie con
integrales de linea e integrales de volumen con integrales
de superficie. Veremos que este tipo de relaciones son
establecidas en los teoremas de Gauss y Stokes (Green).
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Integrales de linea y de superficie
Teoremas fundamentales del calculo vectorial

Teorema de Green

Sea D una regién en el plano delimitada por una curva C suave a
trozos y cerrada y sea F(x,y) = (F*(x,y), F¥(x,y)) un campo
vectorial C' en D. Entonces

- [ (25 %) oo

donde la curva C se recorre en el sentido tal que si nos moviéramos
sobre la curva en este sentido, el dominio D quedaria a nuestra
izquierda.

Si D esta delimitada por varias curvas suaves y cerradas Ci, ..., Cy,

entonces
y X
Z¢ Fdr_// (8F oF )dxdy

donde cada curva se recorre en el sentido tal que la regién D quede
a la izquierda (diremos que éste es el sentido positivo). o

€

\
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Integrales de linea y de superficie
Teoremas fundamentales del calculo vectorial

Un dibujo sirve para aclarar qué entendemos por sentido positivo de
recorrido ...
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Integrales de linea y de superficie
Teoremas fundamentales del calculo vectorial

Como vemos, el teorema de Green relaciona integrales dobles con
integrales de linea sobre curvas planas. En realidad es un caso
particular del teorema de Stokes, que enunciaremos mas adelante.
Una primera aplicacion del Teorema de Green es el calculo de
areas planas.

Calculo de areas planas

Sea una region D para la que se puede aplicar el teorema de Green,
delimitada por curvas Cy,...C,, entonces el area de la superficie, se
puede obtener de siguiente modo:

u(D) = [ [ oy - ' P Ly — yoiq
i=1 ¢ Ci

donde las integrales de linea se recorren en el sentido positivo
(teorema de Green).
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Integrales de linea y de superficie
Teoremas fundamentales del calculo vectorial

Ejemplo: Calcular el area de una elipse de semiejes ay b.
Solucion:

L . . 2 2
Una parametrizacién conveniente para la elipse ’f? + % =1esla
siguiente

X =acost— dx = —asintdt
y =bsint — dy = bcostdt

variando t desde 0 hasta 2w se recorre la elipse en el sentido
positivo. Aplicando el anterior corolario:

27
S= %ﬁ[xdy—ydx] = %/ [acos t(bcos tdt)—bsin t(—asin tdt)] = ab.
0
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Integrales de linea y de superficie
Teoremas fundamentales del calculo vectorial

Una consecuencia del teorema de Green es la formula de la integral
doble del Laplaciano. Antes,recordemos qué es un Laplaciano:

Sea f una funcion escalar dos veces derivable dependiente de n
variables, se define la actuacion del Laplaciano A sobre f como:

n 2
Zaf
— 0xi

Integral doble del Laplaciano

Sea D una regién plana delimitada por una curva parametrizada
suave C con orientacion positivay f : D ¢ R? — R de clase C?

entonces
// Afdxdy = Sﬁand/
D

donde la integral de la derecha es la integral de linea de la funcién
escalar Dpf (derivada direccional de f segun el vector unitario w
normal a la curva en cada punto y apuntando hacia el exterior). —




Integrales de linea y de superficie
Teoremas fundamentales del calculo vectorial

El teorema de Gauss relaciona integrales en volumen con integrales
de superficie. Para enunciarlo es conveniente recordar la definicién
de divergencia de un campo vectorial:

Sea F un campo vectorial en R"” dependiente de n variables,

F = (F*,...,F*™). Se define su divergencia como:

n

div(F)=VF = ZaFXI Z Fy.

i=1

Teorema de Gauss o de la divergencia

Sea una region V en R® encerrada por una superficie S
parametrizada con parametros u y v, de tal modo que el vector
normal N = T, x T, apunta hacia el exterior del volumen V. Sea un
campo vectorial F que es de clase C' en V, entonces:

///VVFdV://SF.dS @




Integrales de linea y de superficie
Teoremas fundamentales del calculo vectorial

Comentario: La integral de F a la derecha de la expresion del
Teorema de Gauss recibe el nombre de flujo de F sobre la
superficie S.

Ejercicio: Verificar el teorema de la divergencia para el siguiente
campo vectorial: F = x%i + y?j + z°k siendo S la superficie
cilindrica x?> + y? = 4,0 < z < 5 junto con sus bases
{(x.y)xX®+y?<4,z=5}y{(x.y)]x* +y? <4,z=0}
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Integrales de linea y de superficie
Teoremas fundamentales del calculo vectorial

El teorema de Stokes va a relacionar integrales de superficie en R3
con integrales de linea en R?; el teorema de Green no sera mas que
un caso particular de este caso mas general.

Antes de enunciar el teorema, necesitamos introducir el concepto de
superficie suave orientable:

@ De igual forma que deciamos que una curva era suave Si
admitia tangente en todo punto de la curva, siendo la tangente
una funcion continua, diremos que una superficie es suave si
existe la normal a la superficie en cada punto y esta varia
de forma continua al movernos sobre la superficie.

@ Es evidente que dada una superficie y n el vector unitario
perpendicular a la superficie en un punto, también podriamos
escoger —n como vector normal; cada una de estas opciones
dara normales de sentido opuesto en cada punto. Escoger una
de estas dos opciones se dice que es escoger una
orientacion de la superficie. Qé
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Integrales de linea y de superficie
Teoremas fundamentales del calculo vectorial

Consideremos una superficie S cuya frontera es una curva suave
simple y cerrada. Escogida la parametrizacion de la curva r(t)
diremos que la orientacion de la curva es positiva respecto a la
orientacion de la superficie (o0 que tiene el sentido inducido por la
superficie orientada) si los vectores normales n a la superficie
cercanos a esta curva son tales que % x n apunta alejandose
de la superficie o, dicho de otra forma, si al caminar sobre la curva
frontera de la superficie, el vector normal apunta hacia arriba y la
superficie queda a la izquierda.
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Integrales de linea y de superficie
Teoremas fundamentales del calculo vectorial

Teorema de Stokes

Sea una superficie S limitada por una curva suave y cerrada 'y F un
campo vectorial C' en S entonces

//S(VXF)dszgéFdr

donde la orientacién de I es la inducida por la orientacién de la
superficie.
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Integrales de linea y de superficie
Teoremas fundamentales del calculo vectorial

Ejercicio: Utilizar el teorema de Stokes para evaluar la integral
de linea

/(—ysdx + x3dy — 23dz),
c

donde C es la interseccion del cilindro x? + y? = 1 y el plano
X+ y + z = 1. La orientacion de C es tal que gira en el sentido
que lleva el eje X al eje Y. Verificar el resultado haciendo
directamente la integral de linea.
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