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Series de Fourier

Motivacion: las series de Fourier constituyen una
importante herramienta para la obtencién de soluciones de
ecuaciones diferenciales. Su teoria basica concierne a la
expresion de una funcién como una superposicion de
senos y cosenos.

¢
€
\

2/20



Series de Fourier

Comencemos con una definicion que ya conocemos ...

Funcidn periddica: definicion

Una funcién f : R — R se dice que es periddica de periodo T
si satisface la relacién

f(t+ T)=f(t), paratodot € R.

Ejemplo: /a funcion f(t) = sin(t) es (trivialmente) periddica de
periodo 2. A partir de esto es facil comprobar que la funcion
f(t) = sin ( 2—?1) es periddica de periodo T puesto que:

n <27T(tT+T)> = sin <2;T_t + 27r> = sin (2?) .
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Series de Fourier

Mas generalmente, si k es cualquier entero positivo, las

funciones
cos 2kt sin 2kt
T )Y T

son también periddicas de periodo T.
Necesitamos también otra definicion ..

Funcion suave a trozos: definicion

Una funcion f(t) periddica de periodo T se dice que es suave a
trozos si es continua y tiene derivada continua f'(t) excepto a
lo sumo en un numero finito de puntos de discontinuidad de
tipo “salto finito”.
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Series de Fourier

Con estas definiciones previas, ya estamos en condiciones de
establecer el siguiente resultado:

Serie de Fourier de una funcion f(t)

Si f(t) es una funcién periédica de periodo T suave a trozos,
se verifica que f(t) puede expresarse como una combinacion
de senos y cosenos,

() = LD +a cos<27rt)+azcos (4 t>+...
fb sin (2?1‘) ?i-—b i (4?_1‘) ! ‘ (1)

donde los coeficientes ax’s y bx’s son constantes. En esta
expresion la igualdad quiere decir que la suma infinita del lado
derecho converge a f(t) en los puntos de continuidad de la
funcién. Si la funcién es discontinua en f, su serie de Fourier
convergera al promedio de los limites laterales de f(t) cuando :ﬁ
t— fo. s
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Series de Fourier

Veamos como se calculan los coeficientes de la serie de Fourier:
Por simplicidad, restringiremos nuestra atencién al caso en el que el
periodo T es 27, de modo que

f(t) = % +ajcost+acos2t+...+ bysint+ bpsin2t+...  (2)
Las férmulas que se obtienen para un periodo T general son $olo
ligeramente mas complicadas y se basan exactamente en las
mismas ideas.

El coeficiente ay es particularmente sencillo de evaluar. Integrando
simplemente ambos lados de (2) de —7 a 7:

/f(t)dt = @dt—f'/ ajcostat+ ..

—T —Tr 2 —T
™ ™

+/ b1sintdt+/ bosin2t dt + ...
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Series de Fourier

Puesto que la integral de cos kt o sin kt en el intervalo —m a 7 se
anula, concluimos que

a= [ttt J

T J—x

Para obtener el resto de coeficientes de Fourier, necesitamos utilizar
otras formulas integrales:

T [ m, param=n,
/ cos ntcos mtdt_{ 0. para m+# n, (3)

—T

T : [ m, param=n,
/4 sin nt sinmt dt = { 0. para m # n, (4)
/ sinntcos mtdt = 0. (5)
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Series de Fourier

Para obtener ahora las expresiones para los coeficientes de Fourier
ax, k > 0, multiplicamos ambos lados de (2) por cos kt e integramos
desde —7 a w. De acuerdo con las anteriores expresiones integrales,
s6lo hay un término que sobrevive:

f(t)cosktdt:/ ax cos ktcos kt dt = wa.

—T —T

De este modo, obtenemos la siguiente expresién para ax:

T J_x

ax = 1/ f(t) cos kt dt. J

y un argumento muy similar nos lleva a:
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Series de Fourier

b= 1 / f(t) sin kt at. ’
L

Ejemplo: Determinar los coeficientes de Fourier de la funcién

m, para0 < t <,
0, parat=0,m7,

—m, para — 7 <t <0,
f(t) =
para un periodo T = 27.

Solucidn:
Trivialmente, ap = 0. Por otra parte,

am = % cosmtdt] =
1 e _
= x [ —mcosmtdt| + Uo wcosmtdt} =
1= 1 . ™
= IT=Tsinmt® + L7 sinmify = o0, b .o
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Series de Fourier
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/ f(t)sinmtdt| =

0 x
+% [/ wsinmtdt} =
0

- cos mt|§ = ,% ,%cosmw_

m
4
m:
0

—msinmt dt

1
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= —
3

cosmt|°  +

\ |
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simes /mpar s
sim es par.

De modo que la serie de Fourier de f(t) es:

f(t):4sint+%sin3t+gsin5t+... J

{ ».
(e
N\

10/20



Series de Fourier

Los polinomios trigonométricos

: . . 4 4
o1(t) =4sint, ¢o(t) :4S|nt+% sin 3¢, ¢3(t) :4smt+§ sm3t+5 sin 5¢

son aproximaciones a f(t) que son progresivamente mejores segun
va creciendo el numero de términos.
En la figura se muestra la aproximacion de ¢3(t) a f(t).
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Comentario: Cerca de los puntos de discontinuidad de la funcion se
hace evidente el denominado fenémeno de Gibbs. 11720
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Series de Fourier seno y coseno

Veamos ahora que, bajo ciertas condiciones, una funcion f(t)
puede expresarse como superposicion inicamente de
funciones seno (coseno), lo que da origen a las denominadas
series de Fourier seno (coseno).

Sea f : [0, L] — R una funcién suave a trozos que se anulaen 0y
en L. Se verifica entonces que f puede expresarse como una
superposicion de funciones seno:

Serie de Fourier seno de 1(t)

f(t) = by sin (T) + bo sin (27Lrt> + ...+ bpsin ('T) + o

Los coeficientes b, vendran dados por:

2 [t . [ nmt
by, = Z/o f(t)sin (L) , dt.
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Series de Fourier seno y coseno

La justificacion de esta propiedad es sencilla haciendo uso de
las correspondientes propiedades de las funciones pares e
impares: evidentemente f(t) puede “extenderse” a una funcion
impar f : [-L, L] — R definiendo

. f(t), site[o,L],
f(t) = { —f(—t), site[-L,0],

y a partir de aqui puede ampliarse esta extension a una funcion
periddica de periodo 2L exigiendo que:

f(t+ 2L) = f(t), paratodot e R.

Esta funcion periodica pertenece al subespacio lineal de las

funciones impares. Por lo visto en la seccién anterior, f posee una

expansion en series de Fourier y dado que f es impar, todos los

coeficientes a, de su expansion (los que van con las funciones

coseno) son cero. @
N
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Series de Fourier seno y coseno

En el intervalo [0, L], f(t ) se restringe a la funcion f(t) y la expansion
en series de Fourier de 7 se restringe a una expansién de f en
términos exclusivamente de funciones seno. Llamaremos entonces a
esta expansion la serie de Fourier seno de f(t).

Un argumento similar (pero ahora relacionado con las funciones
pares!) puede utilizarse para expresar una funcién suave a trozos
f : [0, L] — R como una superposicion de funciones coseno,

Serie de Fourier coseno de f(t)

ft—@ a; Cos ﬂ + ao cos @ + ...+ apcos n—ﬂ 4
()_2—|—1 L > L n L

Los coeficientes a, vendran dados por:

/ f(t)c ('m> ot.
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Series de Fourier seno y coseno

Ejercicio: Determinar las series de Fourier seno y coseno
de la funcién

£(1) = t, para0<t<m/2,
| 71—t param/2<t< .
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Series de Fourier: versiéon compleja

La expresion que hemos visto anteriormente de la serie de
Fourier de una funcion, se dice que es la forma real de la
serie. Sin embargo, a veces resulta bastante mas comodo
trabajar con la forma compleja de la serie. La obtencion de
esta forma supone, esencialmente, hacer uso de la formula
de Euler

e = cosf +isinb.
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Series de Fourier: versiéon compleja

La formula de Euler nos permite obtener las siguientes
relaciones:
et 1 g1 0 _ g—i
cosf=————, sinf=———
2 ’ 2i
de modo que la expansion en series de Fourier de una
funcion f(t) periddica, de periodo 27, puede reescribirse

como:

i2t —i2t
) +82(e +226 ) + ...+
_ ei2t _ g et

Agrupando términos, llegamos a:
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Series de Fourier: versiéon compleja

Forma compleja de la serie de Fourier

f(H)=..+c e+ c1e+co+cret + et + ..

La relacidn de los coeficientes a, y b, (k # 0) con los
coeficientes cx que aparecen en esta expresion es

8k =Cx+ C_k, by = i(Ck — C_k).

Y el calculo directo de estos coeficientes se hace a través
de:

1 7 -
Ck =5 f(t)e ® dt.
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Series de Fourier: versiéon compleja

Ejemplo: Obtener los coeficientes complejos de la serie de
Fourier de

f()y=t, —m<t<m,

extendida para ser periddica de periodo 27. A partir de los
coeficientes complejos, obtener los coeficientes de la
forma real de la serie de Fourier.
Tendremos que

1

Ch =5 te 't di.

Haciendo uso de integracion por partes,
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Series de Fourier: versiéon compleja

Por tanto,

(1)

PR
Comentario: Este ejemplo ilustra como en un buen nimero
de ocasiones trabajar con la forma compleja de la serie de
Fourier es bastante menos “complejo” que trabajar con la
forma real (valga la paradoja). @

ax=Cx+cC_x=0, bk:/(Ck—C,k)ZZ
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