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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Los sistemas de ecuaciones diferenciales, como su nombre
indica, son sistemas de ecuaciones en los que aparecen
derivadas de funciones. Estudiaremos los sistemas de EDOs
lineales con cierto detalle y en particular los sistemas de EDOs
lineales de primer orden.

Vamos a comenzar ilustrando con ejemplos la utilizacion de
métodos directos de sustitucion, asi como la utilizaciéon de
operadores de derivada ...
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Métodos de sustitucion directa

Consideremos el problema de obtener la solucién general para dos
funciones incégnita y, z, relacionadas entre si mediante dos EDOs
lineales, por ejemplo:

y//+ZI:0
y' —2y+z'-2z=0

Vamos a trabajar con el método de sustitucion directa para
resolver el sistema: en primer lugar, derivamos la segunda ecuacién

y// _2y/ +ZS) _27/ =0
y utilizando la primera de las ecuaciones, podemos sustituir z’ y z°).
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Es importante tener en cuenta que al operar sobre las
ecuaciones se pueden introducir soluciones que no estaban en
el sistema original, lo que nos obliga a comprobarlas.
Realizando pues la sustitucion:

y”—2y/fy4)+2y”:OHy4)73y’/+2y’:O

Se puede reducir el orden haciendo u = y’ y tenemos que
v —3u +2u=0,

que es una ecuacién lineal homogénea con coeficientes constantes.
Las raices del polinomio caracteristico son: s =1 (doble) y s = -2y
por lo tanto

y' = (a+ bx)e* + ce .

E integrando:
y=(A+Bx)e + Ce > +D
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Utilizando que z’ = —y” tenemos que z debe tener la misma forma
z=(a+px)e* +ye 2+,

donde «, 3, v, ¢ estan relacionadas (se obtiene de integrar y’':
a=—-(A+B),5=-B,v=20).

Método basado en operadores derivada

Un método mas sistematico de proceder para resolver sistemas
lineales lo proporciona el trabajar con la notacién de operador
derivada. Con esta notacién, podemos escribir el sistema anterior
como:

D?y + Dz=0

(D-2)y+(D?>-2D)z=0
Llamando P11(D) = D2, P12(D) = D, P21(D) =D— 2,
P,5(D) = D? — 2D, tenemos:

P11(D)y+P12(D)Z:0 (1)
Po1(D)y + P22(D)z=0
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Podriamos escribir matricialmente esta ecuacion como P(D)X = 0.
Comentario: En sistemas de ecuaciones, para que la solucion
no sea trivial el determinante de la matriz de coeficientes ha de
ser cero. Para sistemas de ecuaciones diferenciales ocurre algo
analogo (en cierta forma), como ahora comprobaremos.

Si “multiplicamos” la primera de las ecuaciones en (1) por P, y la
segunda por Py, y restamos (todos los P; conmutan entre si)
tenemos que

(P11(D)P22(D) — Py2(D)P21(D))y =0

es decir, que

P21 (D) PQQ(D)
y la misma ecuacién obtendriamos para z, es decir, que el

determinante de la matriz de los operadores diferenciales es .
cero al actuar sobre el espacio de soluciones. @;

det y=0

6/42



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

En el caso del ejempilo:

(P11(D)P22(D)~Pi2(D)P21(D))y = [D*(D*~2D)~D(D-2)ly = 0

que es una EDO de cuarto orden, que podemos resolver. Lo
mismo hariamos con z (que satisface la misma ecuacion de
cuarto orden). Tendriamos entonces 8 constantes, que
podemos reducir a 4 exigiendo que z e y satisfagan el
sistema original.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Comentario: Para sistemas no homogéneos, se puede seguir
con el paralelismo con sistemas de ecuaciones interpretando de
forma correcta las relaciones entre operadores derivada.
Siempre que los elementos de la matriz de operadores sean
polinomios en D con coeficientes constantes, el sistema es
lineal y todos los Pj;(D) conmutan entre si. El sistema resultante
se puede resolver, en cierto sentido, como un sistema de
Cramer.

Es decir, supongamos que tenemos ahora:

Pi1(D)y + P12(D)z = g (x) (2)
P»1 (D)y + P22(D)Z = g2(X)

De nuevo, multiplicamos la primera ecuacién por P»,, la segunda por
P12 y restamos:

[P11P22 — P12P21]y = P22g1 — P119o, @
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Pu(D) PuD)]. [ &i(x) Pr(D)
det{PZ(D) P;(D)]y ‘de‘[gl(x) PLE(D)]

donde en el miembro de la derecha siempre debemos interpretar
que los operadores actuan sobre las funciones g; y g». De forma
analoga, si multiplicamos la ecuacién de arriba por P44, la de abajo
por Poo y restamos:

Pu(D) Pua(D) 1. ..[ Pu(D) &(x)
det{ P(D) Paa(D) } 7 = det { Pa(D) G(x) } '
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Ejercicio: Resolver el siguiente problema

X' =x—-2y—t
y'=2x-3y -t

x(0) = y(0) = 1.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Sistemas lineales de primer orden. Método matricial (o
“espectral”)
Nos ocuparemos ahora con mayor detalle de los sistemas de la forma
X{(t) = a11x1(t) —+ ...+ a1nX,—,(t) + g1(t)
Xé(t) = 321X1(t) + ...+ aQan(t) + gz(t)
X;,(t) - an‘]X‘](t) + + anan(t) + gn(t)
que escribiremos matricialmente como
aX
— = ADX(1) + G() @)
donde X(t) = [xt), Xa(t), ..., xa(D)] "y

ai(t) ap(t) ...  an(t) 91(1)
e L IO Bl B
am(t) am(t) ... am(t) an(t) -



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Un par de resultados importantes referentes a este tipo de sistemas
de EDOs son los siguientes:

Existencia y unicidad

Sea el sistema lineal anterior. Si todos los elementos de matriz de
A(t) y G(t) son continuos sobre un intervalo (a, b) que contiene a fy,
entonces existe una Unica solucién X(t) (n funciones solucion)
que satisface una determinada condicion inicial X(t) = X (&) (n
condiciones, una para cada funcion x;(t) solucién).

Si Xi(t) y Xa(t) son soluciones del sistema lineal anterior entonces
cualquier combinacion lineal de ellas es también solucion.

En cuanto al sistema homogéneo, tenemos que ...
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Dadas n funciones vectoriales independientes en cierto intervalo
(a, b), es decir, tales que

det[ Xy, ..., Xo] = W[X, ..., X;] # 0 Vt € (a, b), entonces cualquier
solucion en el intervalo se puede expresar como combinacion
lineal de estas n funciones.

Base del espacio de soluciones

Un conjunto de funciones vectoriales {X;(t)};—1» como el descrito en
el resultado anterior, se dice que es un conjunto fundamental de
soluciones o una base del espacio de soluciones.

Comentario 1: Obsérvese que en este caso el Wronskiano de n
soluciones vectoriales se define como el determinante de la matriz
n x n formada por estas n funciones.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Comentario 2: La solucion general de los sistemas inhomogéneos
es, al igual que ocurria con las ecuaciones lineales, suma de la
solucién general de la homogénea mas una solucién de la
inhomogénea.

Restrinjamonos ahora al caso en que A(t) sea una matriz
constante A, entonces tenemos que:

Sea un sistema de EDOs lineal, homogéneo y de primer orden con
matriz de coeficientes A constante. Entonces, si X; es un vector
propio de A con valor propio )\, Y; = eM!X; es una solucién
particular del sistema.

Efectivamente, por una parte tenemos que:

%(GAMXG =)\ eA"X1

y por otra

/ e
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A(eMX1) = e’\"AX1 = e)“t)q Xi.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Por lo tanto, ya sabemos como resolver el caso de que la matriz
del sistema tenga asociados n vectores propios linealmente
independientes:

Si Xi, ..., X, son n vectores propios linealmente independientes con
vectores propios Ay, ..., Ap (Se pueden repetir) entonces la solucién
general se puede escribir como

X(t) = 1M Xy + ... + ape™iX,.

Dicho, de otra forma: si A es diagonalizable el problema esta
resuelto. En el caso en que hayan valores complejos, se puede,
al igual que para ecuaciones lineales, combinar las
exponenciales complejas para obtener una solucién
explicitamente real.

En el caso en que la matriz no sea diagonalizable, y tenga sélo m
vectores propios l.i. (m < n), podemos recurrir a técnicas similares
(que no idénticas) para encontrar las soluciones independientes que
nos faltan.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Ejemplo 1 (sistema homogéneo): Resolver el problema

ax _ Ax(t), x(0)=13,1,4]",

at
5
A= 4 .
0
Sol.

En primer lugar, determinamos los valores propios de la matriz A

(que es simétrica, luego diagonalizable en R): la ecuacion

caracteristica se obtiene a partir de det(A — \I) = 0, lo que en este

caso, nos llevaa Py = [(A —5)2 —16](A—1) = (A —1)’(A—9) = 0.
Continuacion =

siendo

o oA
- OO0
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

De modo que la matriz A tiene un valor propio doble (A = 1) y uno
simple (A = 9). El espacio de vectores propios asociados a A = 1
tendra, entonces, multiplicidad 2 y es facil comprobar que esta
caracterizado por la ecuacion x; + xo = 0 (es decir, es un plano).
Una base ortonormal de este espacio vectorial estaria formada por

los vectores uy = (0,0, 1) yus = (\}E’\}z’O)'

El espacio de vectores propios asociado al valor propio A = 9 estara
caracterizado por las ecuaciones x;1 — xo = 0, x3 = 0 (es decir, es un
espacio de dimensién 1). Por tanto, un vector caracteristico (de

norma unidad) de la base de esta espacio sera uz = i, i, O).
) P | (fz vz
Por tanto, la solucion general del sistema sera:

x(t) = aye'uy + axe'up + aze® us.

Continuacion =

{ e
[
5
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Si consideramos ahora t = 0, tenemos que

Xx(0) = a1y + apUz + azUs, lo que nos permitira obtener las
constantes que satisfacen la condicion inicial del problema; dichas
constantes a4, ag, az se obtienen calculando los productos
escalares del vector x(0) por cada uno de los elementos de la base
ortonormal. De este modo, obtenemos:

a1 =4, ap =V2, ag=2V2.

Por tanto, la solucién buscada es:

x(t) = 4e'uy + V2e'u, +2v2e%us.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Veamos ahora con un ejemplo que el mismo tipo de técnicas
“espectrales” pueden utilizarse para resolver sistemas
inhomogéneos:

Ejemplo 2 (sistema inhomogéneo): Resolver el problema

ax _
dat

o[3 3] 28)
Sol.

En primer lugar y al igual que antes, determinamos los valores y

vectores propios de la matriz A (que es simétrica, luego

diagonalizable en R): Ay = 0, con vector propio asociado

uy = (1/v/2, —1/v/2)T, mientras que el vector propio

u; = (1/v/2,1/v/2)7 esta asociado al valor propio \; = 2.
Continuacion =

Ax(t) + f(t), x(0)=1[0,0]",

siendo
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\
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Como uy y u, forman una base ortonormal de R?, podremos
expresar f(t) en términos de estos vectores:

f(t) = C1(t)U1 + Cz(t)UQ,

donde los coeficientes ¢ y ¢ seran, lIogicamente, funciones det y
los obtendremos proyectando f sobre uy y u», respectivamente:

ci(t) = f(t).us =
ult) = f(t).to = T

Continuacion =

(cos(t) —sin(t))
(cos(t) +sin(t)).

_.g‘_k
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Por otra parte, sabemos que la solucion del sistema de EDOs
también podra escribirse como

x(t) = ai(t)uy + ax(t)uo,
y al ser la solucion del sistema, se ha de verificar que

ax
G AX) = £,

por lo que los coeficientes ai(t) y ax(t) han de satisfacer,
I6gicamente, que

Z: (da, )\iai(t)> ui = ci(Huy + c(t)ue.

Continuacion =

{ ».
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N\
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

La igualdad anterior sera cierta solo si:

dalt) _xai(t)) = (1),

9%(l) _ an(t) ) = calt)

y sustituyendo los valores de A\ y Ao, junto con las expresiones de
c(t) y co(t), obtenemos

da&}” = \i@ (cos(t) — sin(t)),
dag(t)

2 — 2ap(t) = % (cos(t) +sin(t)),

que son dos EDOs inhomogéneas de primer orden que sabemos

resolver! (se han de satisfacer también las condiciones a;(0) = 0,

ay(0), que corresponden a la condicién inicial de nuestro sistema). .
Continuacion = @;
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Las soluciones de ambas EDOs, que se determinan facilmente, son:

ai(t) = \i@ (sin(t) + cos(t) — 1),
a(t)

1 (32! — Bcos(t) — sin(t))
Finalmente, obtenemos:

V2

(6]

1 2t
2cost+4sint+3et -5
x() = ai(tyus + ax(tyup = | 10 ( )

10( 8cost—6sint + 36 +5)

Si nos fijamos éste es un método de variacion de parametros
(analogo al que se introdujo para EDOs escalares), denominacion
ésta que se utiliza con frecuencia.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Comentario: Si A(f) no es una matriz constante el
problema no sera, por lo general, analiticamente resoluble.
En esto, los sistemas presentan una diferencia esencial
respecto a las ecuaciones de primer orden que eran todos
resolubles en forma de cuadraturas.

Para finalizar el tema de sistemas lineales vamos a ver un
ejemplo fisico: un sistema mecanico de masas y muelles.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Los sistemas mecanicos de masas y muelles conectados conducen
con frecuencia a problemas de valores iniciales de la forma:

2x x
(27: x, x(0) =f, %:
siendo A una matriz simétrica y f un vector constante. Estos
problemas pueden resolver mediante una técnica similar a la que
acabamos de discultir.
Consideremos, por ejemplo, el sistema mecéanico de la figura:

0,
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Tenemos dos compartimentos méviles (que, asumimos, se mueven
sobre una plataforma sin friccion) cada uno de ellos de masa my que
estan unidos entre si por tres muelles de constantes ki, ko y ks,
respectivamente.

Sean:

x1(t)

posicién del primer compartimento a la derecha de su
= posicion de equilibrio

posicién del segundo compartimento a la derecha de su
posicién de equilibrio

F fuerza que actla sobre el primer compartimento

F = fuerza que actlia sobre el segundo compartimento

Xg(t)

donde los valores positivos de F; y F, indican que las fuerzas actian
hacia la derecha.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Supongamos que cuando los compartimentos estan en equilibrio, los
muelles estan también en equilibrio y no ejercen ninguna fuerza
sobre los compartimentos. En este caso, es posible deducir que:

Fi = —kixi + ko(x2 — x1), F2 = ka(X1 — X2) — KaXz.
Como, por otra parte, la segunda ley de Newton nos dice que
2
F = m2°X obtenemos el sistema de EDOs:

ar?”’

mﬁ = —kxq+ k — = —(ky + k k
£ 1X1 + ke(Xo — X1) = —(ki + k2)x1 + kaXxo

mddt)z(z ko(X1 — X2) — kaxa = koXxy — (k2 + K3)X2.

/
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Podzemos escribir este sistema de forma matricial como
mdX _ Ax, donde

ar
. (—(k1 th)  k
ko —(ko + ks)

Tomemos, por ejemplo, los valores m = k; = ko = ks = 1. En este
caso, el sistema de EDOs es

x_ (2 1Y,
a?  \ 1 -2
Los valores propios de la matriz del sistema son facilmente
calculables: Ay = —1, A\» = —8.
Un vector propio asociado al valor propio —1 es

by = (1/v2,1/v/2)7, mientras que b, = (-1/v2, 1/v/2)7, generael _
espacio de autovectores correspondiente al valor propio —3. Q
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

De modo que la matriz
_ (V2 —1/v2
5=(1jvz wvz)

diagonalizara el sistema de EDOs. De hecho, si definimos un nuevo
sistema de coordenadas (y1, y2) de la siguiente forma:

X1\ _ 1/v2 —1/vV2\ (y

Xo 1/vV2 1/V2 y2)’
conseguimos transformar nuestro sistema de EDOs en uno donde
las componentes incégnita del problema estan separadas:

d2
%T}g - _y1 ’
ady.

{ W
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\
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Si utilizamos la notacién wy = 1, w, = /3, el sistema ahora adopta la
forma

ng + W1 i = 07
d°y

que es la correspondiente a un sistema de dos osciladores
armonicos desacoplados.

La solucion general del sistema transformado es:
y1 = ajcoswit + bysinwit, yo = a> cos wat + bo Sin wat.
En las variables originales, la solucion general del sistema es:
(x\ _ (1/vV2 —1/V2\ [ajcoswit+ by sinwyt
“\x)  \1/vV2 1/v2 ) \axcoswxt+ by sinwat

X
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sistemas de ecuaciones diferenciales

Es decir, el movimiento de los compartimentos de nuestro
sistema mecanico puede ser descrito por la superposicion
de dos modos de oscilacion, de frecuencias S’—;r, %

Dejamos en este punto el estudio de técnicas particulares para
sistemas de EDOs y pasemos a continuacién a estudiar
problemas que involucran ecuaciones diferenciales y
condiciones en la frontera de su dominio de integracion ...
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Problemas de contorno

Vamos a abordar la resolucién de lo que se denominan
problemas de contorno, para los que las condiciones sobre la
solucién se establecen en puntos distintos. Un ejemplo de este
tipo puede ser:

Problema de flexion de un mastil de longitud L

El desplazamiento respecto a la posicién de equilibrio de un mastil se
puede modelizar mediante la siguiente EDO de cuarto orden:

d*v _ f(z)

dz*  El’
siendo v: desplazamiento (flecha) respecto a la posicion de
equilibrio, E: médulo de elasticidad, /: momento de inercia, f(z):
cargas (fuerzas) a lo largo del eje del mastil.
Condiciones de contorno:
Base: v(0) = 0; v/(0) = 0; Parte superior: v’(L) = 0; v'/(L) = 0. f




Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Problemas de contorno

Veremos en practicas que el problema se puede resolver
numéricamente utilizando un esquema de diferencias finitas:

N - Nodos
Nodo | Mastil con 11 Nodos imaginarios

imaginariofy ()
ommmmmmmmmm &)

: d*v _f(z)
_ Utilizar la ecuacion: dz - 4 EI

Utilizar v'(0) v(0) Utilizar
esta dado vy =0y
v"(L)=0
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Problemas de contorno

Por simplicidad, para establecer las ideas basicas de las
técnicas de diferencias finitas vamos a considerar problemas
de contorno para EDOs de segundo orden. Un ejemplo de este
tipo puede ser:

Resolver y” = f(x,y,y’) en a < t < b con las condiciones
y(a) = a, y(b) = .

El tipo de condiciones de contorno anteriores se denominan
condiciones Dirichlet.

Podemos asimismo considerar condiciones de contorno sobre
las derivadas (condiciones Neumann) o condiciones mixtas
(condiciones Robin), del estilo y(a) + vy’'(a) = «, por ejemplo.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Problemas de contorno

El método de diferencias finitas consiste, en general, en sustituir la
ecuacion diferencial por una ecuacion en diferencias finitas que
resulta de tomar aproximaciones de las derivadas por cocientes de
incrementos finitos:

Para el problema de contorno lineal,

{y”(X)z p(X)y’(x) + q(x)y(x) + r(x)
%ﬂ®+myw%wu
mgpy(b) + npy'(b) =

discretizamos las derivadas como sigue:
1
o5l (X0 +h) = y(xo + h)]

© (%) = ly(xo + ) —2y(x0) + y(xo + h)]

@ y'(x0) =~

{ e
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Problemas de contorno

Nétese que usando la férmula de Taylor se obtiene

Y/(0) = gp Y00 + ) — y(x0 — b)) — gy (€)

y"(x0) = %[y(xo +h) —2y(x0) + y(xo — h)] — %hzyiv)(g)

Con estas observaciones pasamos a obtener el esquema en
diferencias finitas para el problema anteriorcon my =1 =mo y
ny = 0 = n, (condiciones de contorno Dirichlet):

@ Elegimos el numero de pasos N y definimos la malla:
xi=athi=x_i+h h=bg2

@ Definimos
Yo =
—(1+3hp(x1))yi-1+(2+MPq(x))yi+(3hp() = 1)Yip1 = —HPr(x;) @

VYN+1 = Q2
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Problemas de contorno

@ Definiendo

ai = —(1+ hp(x)), di = 2+ h?q(x;), ci = Shp(x;) — 1,

b; = —h?r(x;), el esquema en diferencias finitas se escribe en

forma matricial como sigue:
d1 Cq 0 0 . . . 0 )4 b1 — a1
a o o 0 . . . 0 )2 bo
0 as d3 c3 . . . 0 V3 b3
0 . . . 0 awv—1 dv-1 Cn-1 YN-1 bn_1
o . . . 0 O© ay dy YN by — cnaz

El sistema lineal resulta ser tridiagonal y se puede resolver de

forma eficiente mediantes estrategias computacionales

adecuadas para este tipo de sistemas. ﬂ;
R

37/42



Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Problemas de contorno

Condiciones de contorno tipo Robin:
Si en el problema inicial los parametros ny y n. no son nulos,
llamaremos A = it y v = T2 Ahora no se conoce el valor de la

funcién en x = ay x = b, es decir, hemos de discretizar también las
condiciones de contorno.

@ Como en el caso de las condiciones Dirichlet, elegimos el
numero de pasos N y definimos la malla:
xi=a+hi=x_+h h=bga
@ Las incognitas son yo, Y1, -, YNi1
@ En xo = ase toma la discretizacion de las derivadas como sigue,
Y'(xo + h/2) — y'(Xo) v (% + h L Yo+ h) - y(x)
h/2 0 h '

2 @

o

y/l(xo) ~
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Problemas de contorno

@ Sustituyendo en la ecuacién y usando la condicion de contorno
en Xp = a en nuestro problema resulta

h2
Y1 = Yo+ h\yo — hay = 5 (P(x0) (a1 — Ayo) + q(x0) Yo + r(xo))
que podemos rescribir como,
2

2
(1M 2 (pL0)A+a(x0) Yo = —hai — 5 (p(x0)ens +(30))

@ Procediendo de forma similar en xy.1 = b obtenemos

—yn+ (1 + B (=pxvat)y + GO1)) Yt =
= hag — L (p(xns1)az + r(Xni1))-

@ Sii=1,2,..., N obtenemos como en el caso de las condiciones
Dirichlet

(1 3 B0Vt + (2 Q)i+ (s hp(x) )y = —HPr(x) &
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Problemas de contorno

@ Definiendoparai=1,2,...N,
ai = —(1+ 3hp(x;))

d = 2 + Pq(x)
ci = shp(x;) — 1
by = —Fr(x,)

y

2
do =1 M+ T (—p(xo)A + g(x0)),
2
bo = —hO(‘] - %(P(XO)Oﬁ + r(XO))
2
At = (1+ by + T (—povat)r + ),

2
bny1 = has — %(P(XNH)GZ +r(xn+1))

{ ».
(e
N\
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Problemas de contorno

Escrito en forma matricial el esquema en diferencias finitas resulta

ser,

dg -1 0 0 0 Yo bo
ai o] Cq 0 0 Y1 b
0 al db o 0 )2 b
0 0 as d3 0 V3 b3
0 0 an-1 dv—1 Cn—1 YN—1 bn_1
0 0 an dN CN YN bN
0 0 0 -1 dnsi YN+1 b 11

(4)
que, de nuevo, es un sistema tridiagonal aunque ahora de N + 2
ecuaciones con N + 2 incognitas.
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Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Problemas de contorno

Ejercicio: Encontrar una discretizacion en diferencias
finitas (del mismo orden) del siguiente problema de
contorno y resolverlo considerando sélo 2 puntos
interiores:

—u" +sin(x)u'(x) + u(x) = cos?(x), x € (0,7/2)
u(0)=0
{ u(m/2) = 0.

{ e
[
5
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