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PRÁCTICA EJEMPLO
Método de Diferencias Finitas para Problemas de Contorno

Objetivo: ser capaz de resolver problemas de contorno
utilizando la implementación computacional de esquemas de
diferencias finitas.
Se trata de resolver el siguiente problema ayudándose de
MATLAB para resolver el sistema lineal resultante:

Problema de flexión de un mástil de longitud L

El desplazamiento respecto a la posición de equilibrio de un
mástil se puede modelizar mediante la siguiente EDO de cuarto
orden:

d4v
dz4 =

f (z)

EI
,

siendo v : desplazamiento (flecha) respecto a la posición de
equilibrio, E: módulo de elasticidad, I: momento de inercia, f (z):
cargas (fuerzas) a lo largo del eje del mástil.
Condiciones de contorno:
Base: v(0) = 0; v ′(0) = 0; Parte superior: v ′′(L) = 0; v ′′′(L) = 0.
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Vamos a resolver este problema mediante un esquema de
diferencias finitas centradas O(h2):
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Problema de flexión de un mástil de longitud L 

 
  

4
d v

4
dz


f(z)

EI
, con  

v: desplazamiento (flecha) respecto a la posición de equilibrio, E: módulo de elasticidad, I: momento 
de inercia, f(z): cargas (fuerzas) a lo largo del eje del mástil 
 
Condiciones de contorno: 
 
Base:  v(0) = 0;  v'(0) = 0;   Parte superior:   v''(L) = 0;  v'''(L) = 0 
  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
Use  h = L/10. 
Write the FD equations at points  1  through 10: 

@ 1: v–1 – 4 v0 + 6 v1 – 4 v2 + v3  =  
4

1h f(z )

EI
   @ 2: v0 – 4 v1 + 6 v2 – 4 v3 + v4  =  

4
2h f(z )

EI
  

@ 9: v7 – 4 v8 + 6 v9 – 4 v10 + v11  =  
4

2h f(z )

EI
   @ 10: v8 – 4 v9 + 6 v10 – 4 v11 + v12  =  

4
2h f(z )

EI
  

We now need to eliminate v–1, v0, v11, and v12 with the four boundary conditions 

v(0)  = 0: v0 = 0 

v'(0) = 0:  1 1v v
0

2h

    v-1 = v1 

v''(L) = 0:  9 10 11
2

v 2v v
0

h

 
  v11 = 2v10 + v9 

v'''(L) = 0:  
8 9 11 12

3

v 2v 2v v
0

2h

   
  v12 = v8 - 4v9 + 4v10 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Nodos 
imaginarios Mástil con 11 Nodos Nodo 

imaginario 

4

4

d v f (z)

E Idz
Utilizar la ecuación: 

Utilizar v'(0)  Utilizar  
v''(L) = 0 y 
v'''(L) = 0 

v(0) 
está dado 

3 / 7



university-logo

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
Problemas de contorno

Necesitamos, en primer lugar, discretizar las derivadas
implicadas. Utilizamos para ello aproximaciones centradas que
sean todas del mismo orden O(h2):
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Sailboat mast deflection problem 

 
  

4
d v

4
dz


f(z)

EI
      base:  v(0) = 0;  v’(0) = 0;   top:   v(L)’’ = 0;  v’’’(L) = 0 

 Diferencias divididas centradas O (h2): 

  v''''  =  
4

v

4

d

dz
   i 2 i 1 i i 1 i 2

4

v 4v 6v 4v v

h
         

  v'''   = 
3

v

3

d

dz
    i 2 i 1 i 1 i 2

3

v 2v 2v v

2h
         

  v''    = 
2

v

2

d

dz
   i 1 i i 1

2

v 2v v

h
  

 

  v'     = 
dv

dz
   i 1 i 1v v

2h
 

  

 
 
 
 
 

 
 
 
 
Utilicemos  h = L/10. 
Escribamos las   1  through 10: 

@ 1: v–1 – 4 v0 + 6 v1 – 4 v2 + v3  =  
4

1h f(z )

EI
   @ 2: v0 – 4 v1 + 6 v2 – 4 v3 + v4  =  

4
2h f(z )

EI
  

@ 9: v7 – 4 v8 + 6 v9 – 4 v10 + v11  =  
4

2h f(z )

EI
   @ 10: v8 – 4 v9 + 6 v10 – 4 v11 + v12  =  

4
2h f(z )

EI
  

We now need to eliminate v–1, v0, v11, and v12 with the four boundary conditions 

v(0)  = 0: v0 = 0 

v'(0) = 0:  1 1v v
0

2h

    v-1 = v1 

v''(L) = 0:  9 10 11
2

v 2v v
0

h

 
  v11 = 2v10 + v9 

v'''(L) = 0:  
8 9 11 12

3

v 2v 2v v
0

2h

   
  v12 = v8 - 4v9 + 4v10 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Mast with 11 Nodes 

Use equation:  

Imaginary 

4

4

d v f (z)

E Idz


Node  

Imaginary  
Nodes 

Use v'(0) to 
get in terms 

of v(1) 

U
s
e

Use v'''(L) = 0 
to get in terms 

of other v's 

v(0) 
given 
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En la figura se supone una discretización que consta de 10
nodos, lo que corresponde a un espaciado h = L/10. A
continuación, plantearíamos las ecuaciones de diferencias
finitas para estos nodos. Fijémonos, en particular, cómo serían
estas ecuaciones para los nodos i = 1, 2, 9, 10:

Nodo 1: v−1 − 4v0 + 6v1 − 4v2 + v3 =
h4f (z1)

EI ;

Nodo 2: v0 − 4v1 + 6v2 − 4v3 + v4 =
h4f (z2)

EI ;

Nodo 9: v7 − 4v8 + 6v9 − 4v10 + v11 =
h4f (z9)

EI ;

Nodo 10: v8 − 4v9 + 6v10 − 4v11 + v12 =
h4f (z10)

EI .
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Necesitamos eliminar ahora las incógnitas asociadas a los
nodos “fantasma” v−1, v0, v11, v12 del problema. Para ello
utilizamos la discretización de las condiciones de contorno:

ENGRD 241 Lecture Notes Section 7: Ordinary Differential Equations Page 7-20 of 7-28 
 

Sailboat mast deflection problem 

 
  

4
d v

4
dz


f(z)

EI
      base:  v(0) = 0;  v’(0) = 0;   top:   v(L)’’ = 0;  v’’’(L) = 0 

 Diferencias divididas centradas O (h2): 

  v''''  =  
4

v

4

d

dz
   i 2 i 1 i i 1 i 2

4

v 4v 6v 4v v

h
         

  v'''   = 
3

v

3

d

dz
    i 2 i 1 i 1 i 2

3

v 2v 2v v

2h
         

  v''    = 
2

v

2

d

dz
   i 1 i i 1

2

v 2v v

h
  

 

  v'     = 
dv

dz
   i 1 i 1v v

2h
 

  

 
 
 
 
 

 
 
 
 
Utilicemos  h = L/10. 
Escribamos las   1  through 10: 

@ 1: v–1 – 4 v0 + 6 v1 – 4 v2 + v3  =  
4

1h f(z )

EI
   @ 2: v0 – 4 v1 + 6 v2 – 4 v3 + v4  =  

4
2h f(z )

EI
  

@ 9: v7 – 4 v8 + 6 v9 – 4 v10 + v11  =  
4

2h f(z )

EI
   @ 10: v8 – 4 v9 + 6 v10 – 4 v11 + v12  =  

4
2h f(z )

EI
  

We now need to eliminate v–1, v0, v11, and v12 with the four boundary conditions 

v(0)  = 0: v0 = 0 

v'(0) = 0:  1 1v v
0

2h

    v-1 = v1 

v''(L) = 0:  9 10 11
2

v 2v v
0

h

 
  v11 = 2v10 + v9 

v'''(L) = 0:  
8 9 11 12

3

v 2v 2v v
0

2h

   
  v12 = v8 - 4v9 + 4v10 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Mast with 11 Nodes 

Use equation:  

Imaginary 

4

4

d v f (z)

E Idz


Node  

Imaginary  
Nodes 

Use v'(0) to 
get in terms 

of v(1) 

U
s
e

Use v'''(L) = 0 
to get in terms 

of other v's 

v(0) 
given 

De este modo, las ecuaciones para las 4 nodos anteriores
y el sistema resultante son ... 6 / 7
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@ i = 1 7 v1 – 4 v2 + v3   =  h4f(x1) / EI
 
@ i = 2 – 4 v1 + 6 v2 – 4 v3 + v4  =  h4 f(x2)/ EI 
 
@ i = 9 v7 – 4 v8 + 5 v9 – 2 v10   = h4f(x9) / EI 
 
@ i = 10 v8 – 4 v9 + 2 v10   = h4f (x10)/ EI 
 

v f (1 1

v f (2 2

v f (3 3

v f (4 4
4v f (5 5

v f (6 6

v f (7 7

v f (8 8

v f (9 9

v10

7 -4 1

4 6 -4 1

1 4 6 4 1

1 -4 6 -4 1

1 -4 6 -4 1 h f

1 -4 6 -4 1 EI

1 -4 6 -4 1

1 -4 6 -4 1

1 -4 5 -2

1 -4 2

  
     
   
  
  
        

   
   
   
   
   
   
       f (x )10

x )

x )

x )

x )

x )

x )

x )

x )

x )

 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
  

 

 
 
Once we solve for the vi's, we can obtain secondary results such as bending moments and shear forces 

by substituting the finite-divided-difference operators and the values of the vi's into such equations as: 

    M  =  EI  v'' 
    V  =  EI  v''' 

For more refined results, we can use a smaller h and more segments. 
 
Merits of Different Numerical Methods for ODE Boundary Value Problems 

• Shooting method  
  Conceptually simple and easy. 
  Inefficient for higher-order systems w/ many boundary conditions.  
  May not converge for nonlinear problems. 
  Can blow up for bad guess of initial conditions. 

 • Finite Difference method  
  Stable  
  Direct (not iterative) for linear problems. 
  Requires solution of simultaneous algebraic eqns. 
  More complex. 

FD better suited for eigenvalue problems. 
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