
Cálculo II: Soluciones 07-08 7

Ejercicio no 4 Calcular Ic =
∮
ABCA z2 d x + x2 d y + y2 d z, siendo

A (a, 0, 0) , B (0, b, 0) , C (0, 0, c) , a, b, c > 0

yendo de un punto al siguiente sobre la curva intersección del elipsoide:

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

con el correspondiente plano coordenado.

Solución:
En la figura 7, obsevamos

Figure 7:

AB :





x d x

a2
+

y d y

b2
= 0;

d z = 0
BC :





y d y

b2
+

z d z

c2
= 0

d x = 0
CA :





x d x

a2
+

z d z

c2
= 0

d y = 0

y

Ic =
∮

ABCA
=

∮

AB
+

∮

BC
+

∮

CA
=

=
∮

AB
0 d x + x2 d y + y20 +

∮

BC
z20 + 0 d y + y2 d z +

∮

CA
z2 d x + x20 + 0 d z =

=
∫ b

0
a2

[
1− y2

b2

]
d y +

∫ c

0
b2

[
1− z2

c2

]
d y +

∫ a

0
c2

[
1− x2

a2

]
d x =

= a2

[
y − y3

3b2

]b

0

+ b2

[
z − z3

3c2

]c

0

+ c2

[
x− x3

3a2

]a

0

=

= a2

[
2b

3

]
+ b2

[
2c

3

]
+ c2

[
2a

3

]
=

2

3

[
a2b + b2c + c2a

]
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Como
∂f

∂y
=

y − x

x2 + y2
⇒ y

x2 + y2
+

−x/y2

1 + (x/y)2
+g′(y) =

y − x

x2 + y2
⇒ g′(y) = 0 ⇒ g(y) = cte.

Por tanto f(x, y) = ln
√

x2 + y2 + arctan(xy) = c

Ejercicio

a) Resuelve a ecuación (x sen
y

x
− y cos

y

x
)dx+ x(1 + cos

y

x
)dy = 0

b) Resuelve la ecuación y′′ +
y′

x
− y

x2
=

4

x

Solución :
Apartado a)Es homogénea

y′ =
y cos(y/x)− x sen(y/x)

x(1 + cos(y/x))
⇒ y′ =

(y/x) cos(y/x)− sen(y/x)

1 + cos(y/x)

Hacemos u =
y

x
⇒

{

y = ux
y′ = u′x+ u

Sustituyendo u′x + u =
u cosu− sen u

1 + cosu
⇒ x

du

dx
=

u cosu− sen u

1 + cosu
− u ⇒ x

du

dx
=

− sen u− u

1 + cosu
⇒ 1 + cos u

u+ sen u
du = −dx

x
⇒ ln(u+ sen u) = − ln x+

ln c ⇒ y

x
+ sen(y/x) =

c

x
Apartado b): Es e.d. Euler ,escribimos x2y′′ + xy′ − y = 4x.

Supongamos que x > 0. Haciendo el cambio x = et se cumple que

{

xy′ = D(y)
x2y′′ = D(D − 1)(y)

sustituyendo [D(D − 1) +D − 1] (y) = 4et ⇒ (D2 − 1)(y) = 4et ⇒ y′′t − y = 4et.

Homogénea: r2 − 1 = 0 ⇒ r = ±1 ⇒ yh = aet + be−t.
Particular:Coeficientes Indeterminados: Ensayamos con yp = Atet entonces
y′ = Aet(t + 1); y′′ = Aet(t + 2). Sustituyendo en la ecuación Aet(t + 2) − Atet = 4et ⇒
2Aet = 4et ⇒ A = 2 ⇒ yp = 2tet.
Por tanto: yg = yh + yp = aet + be−t + 2tet .

Deshaciendo cambios y(x) = a|x|+ b

|x| + 2|x| ln |x|
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2. Sea el sistema lineal completo: {
y′1 = 2y1 + y2 + 2 e2x

y′2 = −4y1 + 2y2
(1)

a) Resolver el sistema (1), expresando la solución en la forma matricial

Y(x) = Ψ(x)C+YP(x) Y(x) =

(
y1(x)

y2(x)

)

b) Hallar la solución de (1) que verifique las condiciones iniciales y1(0) = 1 e y2(0) = −4.

Solución

a)

(
y′1

y′2

)
=

(
2 1

−4 2

)(
y1

y2

)
|A− λ I| = (2− λ)2 + 4 = 0 =⇒ λ = 2± 2i,

λ = 2 + 2i

(
−2i 1

−4 −2i

)(
u1

u2

)
=

(
0

0

)
=⇒ u(1, 2i)

Ψ1(x) = Real

{(
1

2i

)
e2x(cos 2x+ i sen 2x)

}
= e2x

(
cos 2x

−2 sen 2x

)

Ψ2(x) = Img

{(
1

2i

)
e2x(cos 2x+ i sen 2x)

}
= e2x

(
sen 2x

2 cos 2x

)

Ψ(x) = e2x

(
cos 2x sen 2x

−2 sen 2x 2 cos 2x

)
Ψ(x)−1 =

1

2
e−2x

(
2 cos 2x − sen 2x

2 sen 2x cos 2x

)

YP = Ψ(x)

∫
Ψ(x)−1

(
2 e2x

0

)
dx = Ψ(x)

∫ ( 2 cos 2x

2 sen 2x

)
dx =

(
0

−2

)
e2x

Y(x) = e2x

(
cos 2x sen 2x

−2 sen 2x 2 cos 2x

)(
C1

C2

)
+

(
0

−2

)
e2x

b)

Y(0) = Ψ(0)C+YP(0);

(
1

−4

)
=

(
1 0

0 2

)(
C1

C2

)
+

(
0

−2

)
=⇒

(
C1

C2

)
=

(
1

−1

)

Y(x) = e2x

(
cos 2x sen 2x

−2 sen 2x 2 cos 2x

)(
1

−1

)
+

(
0

−2

)
e2x

1
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