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Analisis Frecuencial

Analisis Frecuencial

7.1. INTRODUCCION

En los capitulos anteriores se ha analizado el comportamiento de los sistemas de control en
el dominio temporal y en el plano complejo s, presentando ambos caracteristicas muy
interesantes cara al posterior disefio de controladores. En este capitulo, se analiza una
metodologia de analisis y disefio de sistemas de control muy potente y que aporta gran
informacion acerca de las caracteristicas del sistema.

Esta metodologia, se conoce como "Analisis frecuencial" o como "Analisis de la respuesta
en frecuencia", y presenta la caracteristica de que permite obtener informacion acerca de
como afecta sobre la respuesta, no solo la forma o tipo de sefial de entrada, si no también la
frecuencia de la misma. Dentro de esta metodologia, existe un conjunto de técnicas, que seran
tratadas en este capitulo y que permiten conocer la respuesta en frecuencia en lazo abierto y
efectuar el disefio de controladores (Diagramas de Bode y Diagramas polares), calcular la
respuesta en frecuencia en lazo cerrado (Diagrama de Nichols) asi como, realizar anélisis de
estabilidad (Nyquist).
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7.2. DIAGRAMA DE BODE

Representa la respuesta en régimen permanente de un sistema lineal invariante en el tiempo cuando
la entrada es una sefial senoidal donde se va variando el valor de la frecuencia hasta cubrir el rango de
frecuencias que se desea analizar.

La representacion de la respuesta en frecuencia del sistema en lazo abierto se hace
mediante dos graficas.

e Qrafica para magnitud (escala logaritmica).
e Gréfica para fase (escala lineal).

La gréfica total se obtiene como suma de las aportaciones de todos los términos.

Comprobacion:
33 301 o8,
. S5, rne’lne Lr, _
(}(JW) = i 2 = 1 29 = —1 2 e](91+62 93)
S re’™ I

ZG(jw)=6,+06, — 0,4

Gjw)| =22
I

Tomando escala logaritmica para el modulo:

. nr
LOglo‘G(JW)‘ = LOglo(lrz

] = Log, o1, + Log,or, - Logo1;
3

Ganancia de potencia mediante decibelios:

P
|G|dB =10log,, —=

1
Y la ganancia de tension es:

\
G|, =20log,, 72

Medida normalmente utilizada en Bode.
Ejes del diagrama de Bode:
- Amplitud:......... Decibelios.
- Fase:.oooeennnnne Lineal.
- Frecuencia........ Logaritmico.
(Porqué utilizar escala logaritmica para la frecuencia?.

- Espectro de frecuencia mas amplio.

- Aportaciones de modulo de los polos y ceros pueden ser aproximadas por lineas rectas.
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Ventajas de Bode:

- Las graficas de los sistemas en serie se suman.
- Amplio espectro del comportamiento en frecuencia.
- Las graficas se pueden obtener experimentalmente.

- Se pueden disenar compensadores a partir de las graficas de Bode.

Cambio de s por jw

Dado un sistema definido por su transformada de Laplace:

j £(t) e "dt
0

Si se desea hacer un analisis en frecuencia aplicando la transformada de Fourier:

j f(t)e ™dt

Puede verse que si f(t) solo existe para t>0, los limites son iguales y para pasar de una a
otra sdlo es necesario realizar el cambio s=jw.

Por tanto, la respuesta en estado estable de un sistema ante una entrada senoidal de
frecuencia ® se obtiene directamente de la funcion de transferencia del sistema en
transformada de Laplace sustituyendo s por jo.

7.3. METODO DE OBTENCION DE LAS APORTACIONES DE CADA TERMINO
DE LA FUNCION DE TRANSFERENCIA DE LAZO ABIERTO AL DIAGRAMA DE
BODE

Existiran cuatro tipos de términos diferentes:

- Ganancia: K.

- Polos y Ceros en el origen: (jw)in )

tn

- Polos y Ceros en el eje real: (1 + ij)

- Polos y Ceros complejos conjugados: (1+28(jw/w,)+(jw/ wn)2 )

Cambiar s por jw.

Poner la funcién de transferencia de lazo abierto de la forma siguiente:

KTa+iwT)[T(1+28;Gw/w, ) +(iw/w, )%)

G(jw)H(jw) = —= i
OO = G T T W T[T+ 28, Gw /s )+ G o )
k m
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7.3.1. Ganancia: K.

MODULO:
M =20logK =cte

Ar arct (—0 j 00

Recta horizontal de valor constante para la magnitud y argumento nulo para la fase.

7.3.2. Polos y ceros en origen: (jw)™.

MODULO:
Cero: M = 2Olog‘(jw)n =20nlog(w). (+20n dB/dc).
Polo: M = 2010g‘(jw)7n‘ =-—20nlog(w). (-20n dB/dc).
FASE:

Cero: Arg= arctg(%} =90°

Polo: Arg= —arctg(%j =-90"

Frecuencia esquina : 1 rad/sg.

Cero: Una linea recta de pendiente +20n dB/dec en modulo y una recta horizontal de +90°

en fase.

Polo: Una linea recta de pendiente -20n dB/dec en modulo y una recta horizontal de -90°

en fase.
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40

1}

20

18

-1688

-278

-368

18"

Modulo de un polo en el origen

Fase de un polo en el origen

rad- =sq

rad /=g
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o -

a8

68

408

Z8

-184

-Z78

-368

18"

Modulo de un polo doble en el origen

rad-=qg

Fase de un polo dohle en origenm
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+n

7.3.3. Polos y Ceros en eje real (1+jwT)

MODULO:
Cero:
M = 20log|(1 + jwT)"| = 20n log(\/l + wiT? ): 10nlog(1+w>T?)

- wTI<<l: M=z0. (0dB/dc)

- wI>>1: M = 20nlog(w). (+20dB/dc).

- W= W = /F:

M= 10n10g(1 + W2T2) =10n 10g(2) =3dB

Polo:

= 20nlogh/1+ w*T? | = ~10nlog{l + w?T?)

- wT<<l: M =0. Son (0dB/dc)
- wI>>1: M = -20nlog(w) . (-20dB/dc).

- szesq:%:

M = —10nlog(l + w>T? )= ~10nlog(2) = ~3dB

M = 2010g‘(1 +iwT)™

FASE:
Cero:
Arg=n arctg(WTTj
- wI<<l:Arg=0.
- wWI>>1: Arg=90°n.
- W= W = % : Arg =arctg(l) =45°n
Polo:

Arg=-n arctg(wTTj

- wI<<l:Arg=0.
- wI>>1: Arg=-90°n.

- W= W, = A: Arg=—arctg(l)=-45°n..

Frecuencia esquina: w, = % .
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Los ceros en el eje real proporcionan:
a) En modulo:
Dos asintotas:

Una de 0 dB/dc (por debajo de We).

Otra de +20n dB/dc (por encima de We).

Modificaciones (afectados por n):
+3dB para la frecuencia esquina.

+1dB una octava por debajo de We (we/2).
+1dB una octava por encima de We (2we).
+0,04 dB una década por debajo (we/10).

+0,04 dB una década por encima (we*10).

b) En fase:

Linea que va desde los 0° para bajas frecuencias hasta los 90°n para las altas, pasando por
45°n en la frecuencia esquina.

Una década por encima y por debajo de la frecuencia esquina correccion de +6n° y -6n°,
respectivamente.

Trazado asintotico en fase:
0° para frecuencias menores de que una década por debajo de la esquina.
90° para mayores de una década por encima de la esquina.
45° por década entre las anteriores.

El error méximo es de 6° para las frecuencias de una década por debajo y encima de la
frecuencia esquina.
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{3 I =T |

Modulo de un cero en eje real

Fase de un cero en eje real

rad/sq
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a Hodulo de un polo en eje real

—44

Fase de un polo en eje real

mw =

-135

-18@
18

rad- sq

10
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7.3.4. Polos v Ceros Complejos Conjugados.

) ) P +1
{1+28(ﬂj+(ﬂJ }
WH WH
MODULO:
5 2 2 5 2 2
M =+201og [1—W—2] +[25ﬂj = +101log (1—W—2J +(25iJ
Wn Wn wn Wn

- w/wp<<l: M=%10log(1) =0.
- wiwp>>1: M==+10log(w*) = +40log(w)
- w=wpn: M =120log(25).

La forma del modulo depende del amortiguamiento del sistema.

FASE:

Arg = tarctg

- w/wp<<l: .Arg=zarctg(0)=0°
- w/wp>>1: Arg=ztarctg(-0)==180.
- w=wp: Arg=tarctg(w)=190°.

La forma del argumento va a depender del valor del argumento.

Frecuencia esquina = Wn.

Aportacion de un término de polos complejos conjugados:

a) En moédulo:  Dos asintotas.
Una de 0dB/dc, (por debajo de We)
Otra de -40dB/dc, (por encima de We)

Forma en funcion del valor del amortiguamiento
Correcciones: Graficas correctoras de modulo.

b) En fase:  Dos asintotas:
Una de 0° (una década por debajo de We)
Otra de -180° (una década por encima).

11
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Forma en funcion del valor del amortiguamiento
Correcciones:

Graficas correctoras de fase.

d 28
B

oW =

-188

-278

18

Modulo de un polo complejo para varios valores de amortiguamiento

18

-1

18

1

10%

Frequency (rad-zec)

Fase de un polo comple jo para varios valores de amortiguamiento

e L N

18

18

18

1

132

Frequency (rad-zec)

12
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7.3.5. Calculo de los coeficientes de error a partir de los diagramas de Bode

El tipo de un sistema depende del nimero de polos en el origen de la funcion de
transferencia en lazo abierto. El error depende del tipo del sistema y de la ganancia en estado
estacionario del sistema cuando la frecuencia tiende a cero. Esta ganancia coincide con la
ganancia de Bode. Por tanto, para saber el tipo de un sistema so6lo es necesario observar la
pendiente de la curva del moédulo para bajas frecuencias. Y para conocer el error calcular la
ganancia de Bode.

Sistema tipo O:

Modulos Tino 0
A
0 >
No
2 1
A=20logK, K, =102 ep=1+Kp

La ganancia es el coeficiente estatico del error K,

Sistema tipo 1:

Modulo4 .
Tipo 1

-20dB/dec

La interseccion de la prolongacion del primer tramo (pendiente —20 dB/dec),

correspondiente al polo en el origen, con el eje X corresponde con el coeficiente estatico de
error K.

20dB log10
20log K logm,-logl
20logK
logm, :L:bgKV 0, =K,

13
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Luego existen dos posibles formas de calcular el error:

1) Ver para la frecuencia de 1 radian el valor del modulo de la recta que cae con —20

dB/dec. Obteniendo el valor de ganancia que corresponde a esos decibelios se obtiene
K.

2) Prolongar esta recta hasta que corte al eje X, y entonces el valor de la frecuencia donde
el modulo vale 0 corresponde con K.

Sistema tipo 2:

Modulo4 Tino 2
Al ipo
40dB/dec
20 log Kv
0 >
®
40dB log10
20log K, logm,-logl
20logK, 1
logw, =—*=—logK
g, 40 7 g5,

(’02:\/K_a

Luego existen dos posibles formas de calcular el error:

1) Ver para la frecuencia de 1 radian/segundo el valor del modulo de la recta que cae con
—40 dB/dec. Obteniendo el valor de ganancia que corresponde a esos decibelios se
obtiene K,.

2) Prolongar esta recta hasta que corte al eje X, y entonces el valor de la frecuencia donde
el modulo vale 0 corresponde con /K,

14
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7.4. DIAGRAMAS POLARES

Es la representacion de la respuesta en frecuencia del sistema mediante una sola curva,
presentando modulo y fase para cada valor de frecuencia mediante sus coordenadas polares.

Se representa el punto terminal de los vectores con méddulo |G( j0))| y fase ZG(jo) para

cada valor de frecuencia ®. Los ejes representan la parte real frente a la parte imaginaria.
El diagrama polar se denomina también diagrama de Nyquist.

Como ventaja tiene que mediante el diagrama o traza polar se representa en una sola
grafica la respuesta frecuencial del sistema para todo el rango de frecuencias.

Y como desventaja, que a diferencia de los diagramas de Bode, no se puede observar la
contribucion de cada término simple de la funcion de transferencia.

A continuacion se presenta la forma de los diagramas polares para los diferentes tipos de
factores simples que puede contener una funcion de transferencia.

7.4.1. Ceros v polos en el origen

Polo en el origen:

) 1 11
G(jo)=——=—j—=—L~90°
Jjo 0 o

Polo en el origen.

ie]
@
C
E
=00
E o
Q
ur
L /N i
. w=0 .
0
Eje Real

15
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Cero en el origen:

G(jo) = jo=wL90°

Cero en el origen

®=00

ie] AN
©
c
g
g 0 : =0
9 :
i

0

Eje Real

7.4.2. Ceros v polos en el eje real

G(j) = (1+ joT)*!

G(jo)| =(\/1+032T2 )il

ZG(jo) = tarctg(wT)

Para un cero simple de la forma G(jo) =1+ joT se tendra:

Para =0
G(jo)| =1
ZG(j0)=0
Para o=
G(joo)| = o0
ZG(joo) =90°

La representacion puede verse en la siguiente figura.

16
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Cero en el eje real

®=00

ie] A

—

®

£

o

e =0
Q 1

L

Para un polo simple de la forma G(jo) = - se tendra:
I+ joT
Para ®=0
G(jo)|=1
ZG(j0)=0°
Para o= l
T
. 1
|G(Joo)| = E
ZG(joo) =—-45°
Para =0
G(joo)| =0
ZG(jo) =-90°

El diagrama polar describe una semicircunferencia entre estos dos puntos. Para
comprobarlo se descompone G(jm) en parte real y parte imaginaria:

1 l-joT  1-joT _ 1 . —oT

G(jo) = . = = +
(Jo) 1+ joT 1-joT 1+0’T? 1+ ’T? J1+sz2

=X+jY

Y se comprueba que corresponde con un semicirculo con centro en (0.5,0) y radio 0.5:

(X-0.5) +Y? =052

2
1 0s) L[ —oT Y _(1-05-050T’ —oT )
22 + 202 | T 22 + 22 | T

1+ T 1+ T 1+ T 1+ o°T

17
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2
_(O.S—O.szTzJ +( e\ jz L 0.25-0.50°T2 +0.250*T* + 0’T?

1+ ®°T? 1+ ’T? (1+w’T?)?

22 474 202 44
_025+0.50 T2 202.2503 T =0_251+2032T2 +co4T4 025

(1+o°T") 1420°T" +0'T

Polo en el eje real

Eje Imaginario

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Eje Real

7.4.3. Ceros v polos complejos conjugados

. ) 2 +1
G(jo) =[1 +284%2 4 (ﬂ) J
wn O)n

2)? 2
Modulo: |G(joo)|: (l—w—zJ +£28_c0]
o) o,

n

+1

20m

Fase: ZG(jo) = +arctg Dn

2

Q)]
I-—
()

n

Para un par de ceros complejos conjugados de la forma G(jo)=1+ 2612 4
®

n

tendra:

G(jco):1+28£+(
()

n

o) 2 9%
&J _,_ 0, 280

2
n ®,

w

n

|

Jjo

w

n

2
jse

18



Analisis Frecuencial

Para =0
IG(jo)| =1
Z2G(j0)=0°
Para o=
Gjeo)] = o0
ZG(jo)=180°
Ceros complejos conjugados
Qo r 1
T
[
s | i
@
£
.m B T
wr
O T T T T T
0 1
Eje Real
Para un par de polos complejos conjugados de la forma G(jo) = ! 5 se
1+25 02, (ij
(Dn COH
tendra:
1_(,072_.250) 1_(072_ 20m
. 1 1 o o, o o,
0le) = : N o 260 . o 280 B 2)? 2
1+261‘”+(J“’J b=t = == = (1—°’J (%ﬂ
0, ®, O, @, ®, O 60121 O,
1— (072 28m
: _ o
) o, ) 0,
G(jw) = 5 St > 5
o’ 280 o’ 20m
I—— |+ l—— | +|———
(’On ('01’1 wn ('011
Para =0
IG(jo)|=1
Z2G(j0)=0°
Para o=
G(j)|=0

£G(joo) =—180°

19
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La forma exacta depende del valor del coeficiente de amortiguamiento o .

Para o=,
1
G(jo,)| =—
GGio,) =55
ZG(jo,)=-90°
Polos complejos conjugados

Eje Imaginario

Eje Real

7.4.4. Formas generales de los diagramas polares

Sistemas tipo 0:

- Latraza comienza (@ =0) en el eje real y sale perpendicular a €l.
- Latraza termina (= o) en el origen tangente a uno de los ejes.

Sistemas tipo 1:

- La traza comienza (®w=0) en el infinito con —90° asintéticamente a una linea paralela al
eje imaginario negativo.
- Latraza termina (@ =0 ) en el origen tangente a uno de los ejes.

Sistemas tipo 2:

- La traza comienza (®=0) en el infinito con —180° asintdticamente a una linea paralela al
eje real negativo.
- Latraza termina (=0 ) en el origen tangente a uno de los ejes.

Para w=o los lugares son tangentes a uno de los ejes. Si el grado del denominador de
G(jw) es mayor que el del numerador los lugares convergen hacia el origen en el sentido de

20
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las agujas del reloj. El &ngulo con el que se converge al origen es:

-90° - (diferencia de grado entre numerador y denominador)

7.4.5. Pasos para el trazado de un diagrama polar

Punto de inicio:

lim|G(jo)
lim ZG(jw)
®—>0

Punto de finalizacion:

lim|G(jo)|
W—>0
lim ZG(jo)

W—>0

Corte con los ejes:

Con el eje real:
Im[G(jw)]= 0

Corte con el eje imaginario:
Re[G(jw)] =0

Asintotas verticales:

X, = lim Real[G(jo)]
o—0

Asintotas horizontales:

Y, = lim Im[G(jw)]
o—0

21
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7.5. ESTABILIDAD EN EL. DOMINIO DE LA FRECUENCIA (NYQUIST)

Caracteristicas de Nyquist:

1. Proporciona informacion sobre la estabilidad absoluta.
2. Proporciona informacion sobre el grado de estabilidad (estabilidad relativa).
3. Informa sobre la respuesta frecuencial del sistema.

Teorema de Cauchy:

Si un contorno cerrado en el plano s rodea Z ceros y P polos de la funcion F(s), sin que

pase por ninguno de ellos y en un determinado sentido, el contorno correspondiente en el
plano F(s) rodea al origen de dicho plano N=Z-P veces, en igual sentido.

b’:

d’:

EJEMPLO:

Para la funcion F(s) = 2s +1:

Planos s=ct+jo

Aj(,)
-1+ . 1
Y
>
-0.5 c
SERL -l
Vemos el contorno en el plano F(s):
F(s)=u+jv=2s+1=2(c+jo)+1=20+1+jo-2
u=2c+1
v=2m
u=2(-hH+l=-1 Plano F(s)
v=2-1=2
u=2(1)+1=3
v=2-1=2 1
-1+2; 342
u=21)+1=3 al b’
V:2'(_1)=_2 t t T T >
c
u=2(-)+1=-1 d c,
v=2-(-1)=-2 -1-2j | 342
=1

22
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Entonces:
N=Z-P

- Sirodea mas ceros que polos en un sentido, rodeara al origen (en el plano F(s)) N veces
en igual sentido.

- Si rodea tantos polos como ceros o no rodea ni polos ni ceros, no rodeara al origen (en
el plano F(s)).

- Si rodea mas polos que ceros en un sentido, rodeara al origen N veces en sentido
contrario.

Criterio de Nyquist (aplicaciéon a control).

Dado un sistema como el mostrado en la figura:

&S}Q—> G(s) S
L H(s)

_Ck) _ G
" R(s) 1+G(s)H(s)

M(s)

F(s) =1+ G(s)H(s) = %

Realizamos la transformacion al plano F(s) y obtenemos N.
Z=N+P

Z: Numero de ceros de F(s) dentro del contorno de Nyquist o nimero de polos de lazo
cerrado a la derecha.

Plano s j®

r—0

g

Contorno
de Nyquist

v

Para facilitar el célculo, en lugar de realizar la transformacion sobre F(s) donde seria mas
dificil la obtencion de los ceros,
F(s) =1+ G(s)H(s)

23
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y contar el nimero de veces que rodea al origen,

se hace sobre:
F'(s) = F(s) -1 = G(s)H(s)

y se cuenta el nimero de veces que se rodea al punto -1.
Método:

- Dado un sistema M(s) del que se quiere conocer su estabilidad:

M) - GO
1+ G(s)H(s)

- Se toma el contorno de Nyquist en el plano s sin que corte a ningin polo ni cero de
G(s)H(s).
- Se transforma el contorno al plano F'(s) = G(s)H(s)

- Se observa el nimero de veces que rodea al punto -1 (N).
- En nimero de ceros (a la derecha) de la ecuacion caracteristica o lo que es igual, el
numero de polos del sistema en lazo cerrado a la derecha es:

Z=N+P
- Si Z # 0 entonces es inestable.
Z: numero de ceros de la ecuacidn caracteristica a la derecha.
P: nimero de polos de la ecuacion caracteristica a la derecha.
N: nimero de rodeos al punto -1.

EJEMPLO:

Dado el sistema:
k

G(S)H(S) = m

donde P es el nimero de polos de la ecuacion caracteristica.

1. Contorno de Nyquist.

Plano s jo
C semicirculo
/ de radio R
ra >
-1/7 A o
semicirculo de radio
D infinitesimal e

24
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2. Transformacidn del contorno al plano G(s)H(s).

a) Tramo AB (semicirculo del origen): s =€ e
0 va desde -90° a +90°

k k

GEH() = s(ts+1) - € -eje(r- e+ 1)

Iim—-e"—

i0 Moébdulo — o
e—>0 e

Fase > -0

Esto corresponde con un semicirculo de radio o que va desde +90° a -90°

A

A
Plano F’(s)

v

v}

b) Tramo BC. s = jo donde ® va desde 0 a oo

G(jo)H(jo) = ot jor])

Moédulo = limE —> ®
para ® —> 0 00 @

Fase = —-90°—arctg(t®) —» -90°

.k
Modulo = lim — — 0
para ® —> o 0o (>

Fase = —-90°—arctg(tw) — —180°

A

A

Plano F’(s)

v
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¢) Tramo DA.
Simétrico al BC.
A
A
Plano F’(s)

p =* -
C Ll
B

d) Tramo CD. s =R -¢ R >

0 va desde +90° a -90°.
k k

G(s)H(s) =

s(ts+1) - R- eje(rR e+ 1)

k
k Médulo = lim — — 0
— R—» TR

Fase = -20

lim .
R—ow TRzeZJG

Que corresponde con un semicirculo de radio infinitesimal desde -180° a +180°.

>

Plano F’(s)

O\J U
v

N=0
P=0

Z=N+P=0

No existen ceros de la ecuacion caracteristica a la derecha. Por tanto es estable.
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7.6. ESTABILIDAD RELATIVA CON NYOQUIST.

La mayoria de las veces G(s) y H(s) son sistemas estables y por lo tanto no tienen polos en

el lado derecho:
P=0

Entonces, para que el sistema total sea estable, debe ocurrir que la transformacion del
contorno de Nyquist no rodee al punto -1.

N=Z-P y P=0
para que Z=0 entonces N=0.

Entonces, el grado de estabilidad de un sistema, va a depender de lo cerca que pase del
punto -1, sin rodearlo.

En la figura puede verse los diagramas polares para tres valores diferentes de la ganancia K
de lazo abierto. Segiin va aumentando la ganancia el sistema se va acercando al limite de
estabilidad. Segtn se acerca el diagrama polar al punto —1 la respuesta sera mas oscilatoria.
Puede verse que para K; y K, el sistema es estable y que para K3 el sistema ha sobrepasado el
punto —1 con lo que es inestable.

AjV

v

MARGEN DE GANANCIA

Es el valor que podemos aumentar la ganancia del sistema antes de que el sistema se haga
inestable.

Mo L
G(jo)

WO=.¢

Si se considera en decibelios:
MG =20log/C,| . —20log/C,| .

<

MG = 20log

I aocf
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jv

v

1

MG = 201lo
*l6GoHGo),_ .

o, : frecuencia de corte de fase. Aquella para la que el sistema presenta una fase de -180°, es
decir, el diagrama polar corta al eje real.

MARGEN DE FASE:

Es el angulo de fase que debe girar para que el sistema sea inestable.

A jV

:‘7

MF =180+ ZG(jo)H(jo)

®=mcg

o, : frecuencia de corte de ganancia. La frecuencia para la cual el sistema tiene méodulo 1

( 0dB), es decir, corresponde con el punto de corte del diagrama polar con la circunferencia
unidad.

Gjoee)|=1

28



Analisis Frecuencial

7.7. ESTABILIDAD RELATIVA EN LOS DIAGRAMAS DE BODE.

Aplicando el criterio de estabilidad de Nyquist a la representacion frecuencial de un
sistema se tiene que un sistema G(jo) serd estable si no sobrepasa el punto limite -1. Si se
representa el andlisis frecuencial por medio de los diagramas de Bode el punto limite de
estabilidad corresponde con modulo 1y fase —180°.

Cuanto mas se aleje la curva del punto critico mas estable sera el sistema. Por tanto se

puede analizar la estabilidad relativa del sistema por comparacion con la distancia relativa de
la curva al punto limite de estabilidad.

MARGEN DE GANANCIA

Es el valor que se puede aumentar la ganancia del sistema sin que se haga inestable.
Corresponde con el modulo que presenta el sistema a la frecuencia de corte de fase @ .

Para hallar su valor se calcula la frecuencia o para la que el sistema llega al punto limite

en fase (-180°) y yendo al diagrama del modulo se obtiene el valor de ganancia que seria
necesario afadir para que el modulo llegue también al punto limite de estabilidad (0dB). Ese
valor de ganancia serd el margen de ganancia, es decir, el valor de ganancia que se puede
anadir al sistema si que se vuelva inestable.

Por lo tanto, el sistema seré estable cuando el margen de ganancia esté por debajo del eje
de 0dB y serd inestable cuando esté por encima de 0dB.

MARGEN DE FASE:

Es el valor que puede aumentar la fase del sistema sin que se haga inestable. Corresponde
con la fase que presenta el sistema respecto a un eje que pasa por —180° cuando la frecuencia
es la de corte de ganancia @, .

Para hallar su valor se calcula la frecuencia ., para la que el sistema llega al punto limite

en mddulo (0dB) y con ese valor de frecuencia se mira el en diagrama de la fase el numero de
grados que hay hasta llegar al punto limite de estabilidad (—180°). Ese incremento de fase sera
el margen de fase, es decir, lo que aun puede aumentar las fase sin que el sistema se vuelva
inestable.

Por lo tanto el sistema sera estable cuando el margen de fase esté por encima de la linea de
los —180°, y sera inestable cuando esté por debajo.

Comparando lo dicho para la estabilidad en el margen de fase y de ganancia, un sistema
sera estable cuando la frecuencia de corte de fase sea mayor que la frecuencia de corte de
ganancia.
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En la siguiente figura puede verse sobre los diagramas de Bode de un sistema el margen de
fase y de ganancia de un sistema estable.

0 \'\ A
' \y MG
) Lo
) Lo
) i
S . I
S Lo
O b .
= L
Oy Oy rad/seg
N N
N\ N
AN N
\\ 1 I
m \ N
o [
© 1 I
o Lo
2 Uk
(O] Voo
(2] 3 I
§ we ]|
-180 : |\
I :\\
[ N\
N
N N
I N
rad/seg

7.8. DIAGRAMA DE NICHOLS.

También se denomina diagrama del logaritmo del modulo frente a la fase.

Es la representacion de la respuesta en frecuencia del sistema mediante una sola curva,
donde se presenta el modulo logaritmico frente a la fase para cada valor de frecuencia.

Esta curva se puede construir a partir de la lectura de los valores de magnitud y fase de los
diagramas de Bode de un sistema.
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La siguiente figura representa un diagrama de Nichols de un sistema de segundo orden.

Diagrama de Nichols

< MF >
0 MG Ocg

O‘)cf

o

=

S

>

O

O

=

-360 -180 0

Fase (Grados)

En la misma figura pueden verse también representados el margen de fase y margen de
ganancia del sistema. En este caso corresponden a un sistema estable puesto que el margen de
ganancia se encuentra por debajo de los 0dB y en margen de fase no estd por debajo de —180°.

7.9. RESPUESTA EN FRECUENCIA EN LAZO CERRADO

Se trata de obtener la respuesta en frecuencia de lazo cerrado con realimentacion unitaria a
partir de su respuesta en lazo abierto.

La funcidn de transferencia de lazo cerrado sera entonces:

_ G(s)
MO =1 66

En el diagrama polar de G(jo) representado en la figura siguiente, se ha sefialado el punto
_)
A con frecuencia m;. Este punto viene definido por el vector 0A .

Para este punto el modulo sera: |07%| = |G( jw)|

=0

Y la fase serd: ¢ =2G(j0)
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-1 0
P 0 6.0 {
A

- > o
Graficamente puede verse que el vector PA representa a PO+ 0A o lo que es lo mismo:

5
PA =1+G(jo)|
0=

Por tanto:
G(jo,) _ 04
) j® 0A
M(jo, ) = — 30— 22
1+G(jo,) PA

De donde se puede obtener que el valor del médulo es:

-

, 0A
IM(jo,)|="==M
[PA|
Y el valor de la fase:
M(jo,)=0-0=a

Luego a partir de la respuesta en lazo abierto para distintos valores de frecuencia, se puede
obtener la respuesta en frecuencia del sistema en lazo cerrado.

7.9.1. Lugares de modulo constante (Circulos M).

Se busca el lugar donde el modulo de la funcidn de transferencia de lazo cerrado no varia.
Representando la funcidn de transferencia de lazo abierto por su parte real e imaginaria:
G(jo)=X+jY

Se calcula ahora el mddulo de la funcion de transferencia de lazo cerrado:

M= X +jY]| _ XY’
L+X+5Y] Ja+x)? +v?

M2 = X? +Y?
(1+X)?+Y?
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Analisis Frecuencial

M2 ((1+X)* +YH=X*+Y?
MZ(1+2X+X*+YH)=X*+Y?

(1-MHX? —2M*X -M? +(1-M?*)Y?* =0

2M? M?

X? - X — +Y?=0
1-M? 1-M?
2 2

x2 4 M MY vy

M2 ) M?

X + S Y =
1-M

Que corresponde con la ecuacion de una circunferencia:

M2
- con centro en : —

1-M?

- y radio:
M? -1

Luego los lugares de médulo M constante forman circunferencias.

7.9.2. Lugares de fase constante (Circulos N).

Se busca el lugar donde la fase de la funcion de transferencia de lazo cerrado no varia.

Representando la funcidn de transferencia de lazo abierto por su parte real ¢ imaginaria:

G(jo)=X+jY
Se calcula ahora la fase de la funcion de transferencia de lazo cerrado:
X +jY Y Y
o=/————=arctg— —arctg——
1+ X+3Y X 1+ X
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Tomando tangentes en ambos miembros y definiendo: tga =N

Y Y
N=tg arctgi —arctg ——

1+X
Como:
tg(A - B) = tgA—tgB
1+tgAtgB
Y | Y
N = X 1+X _(1+X)Y-XY Y
LY Y XA+X)+Y? XP+X+Y?
X 1+X

X2 +X+Y? _Y
N

X2+X+Y2—lY=0
N

2
Sumando a los dos miembros de la ecuacion: l + L
4 2N

2 2
X2+ X +L4y? —LY+(LJ :l+(Lj
4 N 2N 4 \ 2N

2 2 2
X+l + Y_L :l+ L
2 2N 4 2N

Que corresponde con la ecuacion de una circunferencia:

1 1
-concentroen: | ——,—
( 2 2Nj

(1Y
-yradio: ,|—+|—
4 2N

Luego los lugares de N constante forman circunferencias.

Por tanto los circulos M y N permiten calcular la respuesta de lazo cerrado a partir de la
respuesta de lazo abierto. Esta se obtiene representando la respuesta de G(jw)sobre la

representacion de los circulos M y N. Las intersecciones de G(j) con los circulos M dan los

valores del modulo de la respuesta de lazo cerrado, y las intersecciones con los circulos N la
fase de la respuesta de lazo cerrado.
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El diagrama formado por la representacion de los circulos M y N se denomina Abaco de
Black o Carta de Nichols:

Abaco de Black

40 : , ,
30
o 207, db
) .
5 O I3 db
o Of 16 db
© L2
o -10 412 db
© ;
S
'8 -20 o o 05:: (e} u o o & 20 db
‘O - Q O o © O o S o °
= 8 8 & & & 22 ¢ 3
30 F ! ! ! ! ' 1 1 { [ E
qo b I NS W NN B B 1] PP
-360 -270 -180 -90 0

Fase de lazo abierto (Grados)

Para obtener la respuesta de lazo cerrado por medio del Abaco de Black se construye en
primer lugar el Diagrama de Nichols utilizando la respuesta obtenida de los Diagramas de
Bode. Se representa esta respuesta sobre un Abaco de Black, la escala de magnitud y fase
corresponde con los ejes de ordenadas abscisas del Abaco.

Y ahora para obtener los valores de la respuesta de lazo cerrado se van leyendo los valores
de los lugares M para el modulo, y de los lugares N para la fase que cortan a la respuesta.

Es decir, se entra representando la curva con respecto a los ejes de coordenadas, y se sale
leyendo los valores que corresponden de los lugares M y N.

El pico de resonancia se produce para el mayor valor de médulo de la respuesta de lazo
cerrado, esto coincide con la tangencia con el lugar M de mayor modulo posible, es decir el

circulo M mas pequefio posible.

El ancho de banda se obtiene para la frecuencia donde G(jw) corta a la curva de —3 dB.

35





