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Apeéndice: Transformada de Laplace

Apéndice

Transformada de Laplace

A.1. INTRODUCCION

Los sistemas dindmicos lineales y tiempo invariantes pueden ser modelados mediante
ecuaciones integro-diferenciales lineales, de coeficientes constantes. La resolucion de este
tipo de ecuaciones no presenta gran complejidad, y pueden obtenerse las respuestas del
sistema ante diferentes tipos de entradas de forma sencilla. Sin embargo, tal y como se puede
ver a lo largo de todo el presente texto, los sistemas de control estan formados por numerosos
elementos interconectados entre si, de los que se conoce la ecuacion que define a cada uno de
ellos. Esto hace que aparezca un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas con el que es
mas dificil trabajar. Por el contrario, cuando se trabaja en el plano s, al aplicar la
transformacion de Laplace, se obtiene una serie de ventajas en cuando a facilidad de
manipulacion de bloques y en cuanto al analisis de sistemas que hacen de la transformada de
Laplace y del andlisis y disefio de sistemas en el plano complejo s, hoy por hoy, insustituible.

El presente apéndice pretende, Unicamente, proporcionar un breve repaso de las
caracteristicas y propiedades mas importantes de la transformada de Laplace, aplicada al
analisis de sistemas dindmicos.
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A.2. DEFINICION

F(s) = Ofe‘ SLe(t)dt
0

EJEMPLO A.1.

Transformada de un escalon de amplitud A.

f(t)=A

o0 o0
F(s)=[e StAdtzA{—le_ St} :A[o.;_l}:é
0 S 0 S S

A.3. PROPIEDADES

1- Multiplicacion por una constante:

L [Af(t)]= AF(s)

2- Linealidad:

LIE (0 £ £, (D] =F (5) £ Fy(5)

3- Traslacion en el tiempo:
L[f(t—T,)]= e "°F(s)

4- Multiplicacion por una exponencial:
Lle£(t)]=F(s +a)

5- Cambio de escala de tiempos:
t
L {f [—ﬂ = aF(as)
o
6- Derivacion:
L {i f(t)} = sF(s) — x(0)
dt

2
L {%f(t)} = s*F(s) —sx(0) — x'(0)
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LL‘:; f(t)} =s"F(s) —s" 'x(0) —=s"*x"(0) —....— x""1(0)

7- Integracion:

f7(0)
S

L [jf(t)dt] = @ +
£7(0) = [£(0)d] ¢y g

8- Convolucion:

fi(t) *1£,(t) = j.fl(t —-vf,(7)dt
L[f,(t)* fz(t)]0= Fy(s)E,(s)
9- Teorema del valor final:

lim f(t) = limsF(s)

t—o0 s—0

10- Teorema del valor inicial:

£(0") = lim sF(s)

S—0

A.4. TRANSFORMADA INVERSA

A.4.1. Definicion:

C+ joo
fy= | eS'F(s)ds
C— Jjo

c : Abscisa de convergencia

A.4.2. Polos reales simples

— B(S) _ al aZ ar1

F(s) = = + +...+
A(s)  (s+p) (s+py) (s+p,)

Multiplicando, a ambos lados, por (s + p;) y particularizando para s = —p; :

i-

_| B®)
i= |:A(s) (s+ pi)lz_pi
_B(s)  as+a, a, a,

F(s)

= = + +...+
A(s) (s+p)(s+p,y) (s+p3) (s+p,)
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Multiplicando, a ambos lados, por (s + p,)(s + p,) y particularizando para s = —p; :
B(s)
A(s)

ais+a, :[

(s+p)s+ pz)}

85=-P;
_| B(s) _
a; = |:A(S) (S + p1):|

S==Pi

A.4.3. Polos reales multiples

F(s) = BG) b by —+ ..+ b
A(s)  (s+pg)" (s+pg) (s +po)

I S B
(s+p) (s+py) (8+py)

+

Multiplicando, a ambos lados, por (s +p,)" y particularizando para s =—p,:

B
b, = {%(S+po)r}

S=—P;

Multiplicando, a ambos lados, por (s +p,)", derivando y particularizando para s =—p, :

_|4[BO) :
Or-1 = {ds (A(s) (o) Hp

Multiplicando, a ambos lados, por (s +p,)", derivando dos veces y particularizando para

S=—Py:
_1) & (B@) r
b2 = 2{ds2 (A(S) S JL_p

De forma general seria:

_ 1| & (Bes) :
Or-j = j!{dsj [A(s) Srro) Hp
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A4d.4.

Tabla de transformadas de Laplace

f(t) F(s)
3(t) 1
1(t) 1
S
t 1
2
n—1 1
=12,3,... Y
(n_ 1)' n 9490y S
e—at 1
s+a
te™™ 1
(s+a)?

1 n—-1_-—at 1
—t e n=123,... -
(n—1)! (s+a)

1 1
(e—at _ e—bt)
b—-a (s+a)(s+b)
1 r 1 —at —bt ;
LT apbe e S(s+a)(s+b)
senmt ®
s* + o
cosmt S
s* + o
e senot ®
(s+a) + o’
e ™ cosot sta
(s+a)’ +o’
2
On__ g -dout sen(wn\/ 1-8° t) On
1-8° s? + 280,58+ o2
S
S e 00! sen(mn\/l—S2 t—d)) 3 5
J1-§2 s” +20m,5+ o,
V1-8°
= arct
¢ 85
A 2
PPN sen((Dn\/I—S2 t+¢) ©On
V1-8° s(s® +28w,5 + ®2)
V1-8?
=arct
¢ g5
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EJEMPLO A.2.

Calcular la transformada de f{t).

f(t)
A

A

To T

-+

f(t)=Al(t—-Ty)—Al(t—T,)

—sT
L[1(t)]=§ > Lt-1)]=5
—sT, —sTy
F(S)=A|:es _es i|:%|:e—sT0_esT|]

EJEMPLO A.3.

Calcular la transformada de f{(t), conocida la transformada del seno.

f(t)=e ™ sen(wt)

w

2 2
ST +WwW

L [sen(wt)] =

L [C_at sen(wt)] = (S-i_a)#

EJEMPLO A 4.

Calcular la transformada de f{t).
f(t)y=e"

L[1(t)] =§ - L[e_tl(t)]: ﬁ
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EJEMPLO A.5.

Calcular la transformada de f{t).

ol 1 —~ 1
Lle 1(t)]_S+1 N L[e 51(t)]55S+1

EJEMPLO A.6.

Obtener la transformada inversa de F(s):

F(s)= s+3

(s+1)(s+2)

__ &4 n 4,
(s+1) (s+2)

al:[ s+3 (s+l)} :—1+3:2
(s+1D(s+2) .y —1+2

azz{L(HZ)} =_2+3=—1
(s+D(s+2) o, —2+1

F(s)

2
(541 (5+2)

F(s)

Acudiendo a las tablas:

f(t)=2¢" —e ™

EJEMPLO A.7.

Obtener la transformada inversa de F(s):

F(s) = s+1

s(s? +s+1)

Las raices del denominador son: p;, =-0.5 % j0.866; p; =0;
__astay a3y
(s+p)s+py) (5+ps3)

F(s)
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(s+1)

S :|s:—0.5+j0.866

a;s+a, :{

a,(~0.5+j0.866)" +a,(—0.5+j0.866)=(—0.5+j0.866 +1)
Igualando partes reales e imaginarias entre si:
a, +a, =-1
—a, +a, =1
a, =-1a, =0;

Para el polo real:

[ s+1 }
33: 2— :1
S +S+1 s=0

Entonces:
-3 1
F(s)=———+-=F(5) +F,(s)
s“+s+1 s
(07?7 () =1
-s—-0.5 0.5

F(s)= =F () +F(s)

+
(s+0.5)> +0.866% (s+0.5)* +0.866°

f/(t) = —e *'Cos(0.866t); (f/(t)?

" 0.5 0.866
F/(s) = 3 2
0.866 (s +0.5)" +0.866
" 05 -0.5t
f'(t) = € Sen(0.866t
1(t) 0.866 ( )

La transformada inversa total:

0.5

f(t)=1-e""'Cos(0.866t) + ——
© ( ) 0.866

e *'Sen(0.866t)
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EJEMPLO A.8.

Obtener la transformada inversa de F(s).

2
S +2s+3
F(s):—3
(s+1)
b, b, b,

F(s)

Tt s+ (st

by=[s? +25+3), =2

b, {i(s2 +2s+3)} “[2s+2]_, =0
ds s=—1

2
b, =l{d_2( : +2$+3)} =%[2]S=_1 —1

2| ds

s=—1

2
s+1)° (s+1)

F(s)

Entonces, desde las tablas:

f(t)=2t%e " +e"






