CAPITULO 1.FUNCION REAL DE VARIABLE REAL

Definicion 1.1 Se llama funcion numérica a una aplicacion de un conjunto A en R, f: A — R .En lugar de
funcion numérica se dice también funcion real. Se representa como y = f(x), siendo x la variable
independiente e y la variable dependiente. El conjunto de las funciones que aplican A en R se designa por

F(A, R). En lo que sigue supondremos ACR o bien A = R

Definicion 1.2 (Campo de definicion de una funcion) Se dice que una funcién esta definida en un punto x
€A si existe f (x) .El conjunto A de todos los valores para los que esta definida la funcion se llama campo

de definicion de la funcion

Definiciéon 1.3 (Imagen de una funcion) Se llama recorrido o imagen de una funcion al conjunto de los

valores de R que tienen por original al menos un elemento de A

ﬁ
k

Dominio

0
Campo de definicion

Fig.1. Representacion grafica de una funcion cuyo dominio y recorrido son conjuntos de R , que pueden

expresarse mediante la union de intervalos con puntos aislados

Definicion 1.4 (Igualdad de funciones) Sean: f;: A; > R , f,: A, — R .Se dice que f;=f, cuando se

verifican las dos condiciones siguientes A=A, , fi(x)=f(x) , VXE A=A ,

Definiciéon 1.5 .Se llama grafo de f, y se designa por G, al subconjunto de A x R dado por
Gr={(x,f(x)/x€EA)}

Ejemplo 1 Recta: y =k x: Dominio R, Imagen R



Circunferencia y = m , Dominio = [-1,1], Imagen = [-1,1]
Exponencial: y = ¢*. Dominio R, Imagen = (O , 00)

Logaritmica: y = L x. Dominio = (O , 00) ,Imagen R

Sinusoide: y = sen x. Dominio R, Imagen [-1, 1]

1.2. Operaciones con funciones

Definicion 1.6 (Suma de funciones) Sean f, f, dos funciones del conjunto F (A, R) definamos la

aplicacion (f; + f,) de la forma siguiente

AR

( f 1+f2)(X):f1 (X)+f2(X)

El conjunto de las funciones que aplican A en R respecto a la operacion (+) tiene las propiedades asociativa,
conmutativa, elemento neutro (que es la funcién cero), elemento simétrico. Luego F (A, R +) tiene

estructura de grupo abeliano.

Definicién 1.7 (Multiplicacion de funciones) Sean fi, f; dos funciones del conjunto F (A, R) .Definamos la

aplicacion

A R

(f 1.f2)(X):f1 (X).fz(X), VXEA

El conjunto de las funciones que aplican A en R respecto a la operacion (.) tiene las propiedades
asociativa, conmutativa, elemento neutro asi como la propiedad distributiva respecto la suma. Luego F (A,

R +.) respecto a las operaciones (+.) tiene estructura de anillo conmutativo con elemento unidad.

Definicion 1.8 (Producto de una funcion por un elemento del cuerpo R) Sea funa funcion del junto F(A,

R)y A un elemento del cuerpo R .Definamos una aplicacion (. f) tal que
RxA [JR
(A D)(x)= A f(x), VXEA , AR
El conjunto F (A, R +. R) tiene estructura de espacio vectorial sobre R

Definicion 1.9 (Cociente de funciones) Dada una funcion f de A en R, no existe siempre otra funcion g

de A en R tal que: f (x) g(x) =1. Si f (x) = 0 para algin elemento x €A, no existe la funcion g. Si f(x) #0



V x €A existe la funcion g .Si f'y g son dos funciones cuyo dominio es A siendo g(x)#0,VXEA .Sea llama

cociente de estas dos funciones a la funcion: f(x) / g(x)

Definiciéon 1.10 (Composicion de funciones) Sean: f: A — Ry g: A; — R dos funciones con f(A)C A,

.Se llama funcién compuesta (g , f) a la funcién de A en R dada por: (g f)(x)=g[f(x)]

La composicion de funciones verifica las propiedades asociativa sin embargo es evidente que no se

verifica la propiedad conmutativa ya que (g° f)(x) # (f° g)(x)
1.3. Clasificacion de las funciones

Una primera clasificacion de las funciones las separa en analiticas y empiricas segun que la relacion
que liga a la funcion con las variables sea perfectamente conocida y expresable en forma analitica o,

por el contrario, solo se tenga un conocimiento incompleto de aquella relacion.

Las funciones analiticas se dividen en explicitas e implicitas. Explicitas cuando aparece despejada
en un miembro la variable dependiente en funcién de la independiente, y = f (x). Implicitas cuando
la funcidén y las variables estan relacionadas por ecuaciones no resueltas y(x, y)=0. Las letras fy

se llaman caracteristica: designa la ley de dependencia entre la funcién y sus variables.

Por la naturaleza de las funciones se dividen en algebraicas y transcendentes las algebraicas se

dividen en racionales e irracionales, pudiendo ser las racionales enteras o fraccionarias.

Funciones algebraicas son las que pueden expresarse por las operaciones sencillas del algebra,

suma, resta, etc....repetidas un numero finito de veces.

Funciones transcendentes es toda funcion que no sea algebraica, por ejemplo, las series, los

productos infinitos, las funciones exponenciales, logaritmicas, trigonométricas, etc.

Funcién racional Es la que no contiene variables debajo de radicales o afectada de exponentes

fraccionarios. En caso contrario se llama irracional

Funcion entera Es aquella funcidn racional en la que no entra ninguna variable como divisor o con
exponente negativo. En caso contrario se llaman fraccionarias, siendo su forma mas general el

cociente de dos funciones enteras. Forma general de una funcién entera
2
y=aotarxt+tax +t........ +a, X

Forma general de una funcién fraccionaria:
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) Enteras
. Racionales . i
_ Explicitas Fraccionarias
Algebraicas )
Irracionales

Implicitas
FUNCIONES
Exponenciales
Explicitas | Logaritmicas
Transcendentes ) ) )
Implicitas | Trigonométricas

Ciclometricas

1.4. Clasificacion de las funciones por su constitucion

Tanto las funciones algebraicas como las transcendentes se dividen, atendiendo a su constitucidn, a la
forma logaritmica y a la trabazon de las variables en simples y compuestas, directas e inversas, pares ¢

impares, uniformes, multiformes e infinitiformes, funciones periddicas, etc.

Funciones simples Son las que no se pueden descomponer en otras de naturaleza mas sencilla.
Ejemplos: La potencial y = x " , la exponencial y =a * , las trigonométricas directas y =sen x , etc. Aun
cuando el coseno, tangente, cotangente, secante, cosecante no son simples, por derivarse del seno, sin

embargo las incluimos entre las funciones simples

Funciones compuestas Son las que se pueden descomponer en dos o mas funciones simples que

dependen de una misma variable

Funcion uniforme Es la que recibe un solo valor para cada uno atribuido a la variable independiente
Funcion multiforme Si a un valor de la variable independiente corresponde dos o méas de la funcion
Funcion infinitiforme A un valor de la variable corresponden infinitos valores de la funcion

Ejemplos: y = x*+1 (Uniforme), y = =+ x* -1 (Multiforme), y = arco sen x (Infinitiforme)

Funcién simétrica Cuando al permutar entre si las variables, la funciéon no cambia de valor
Funciones homogéneas Son aquellas en las que al multiplicar cada una de las variables por

una indeterminada k, la funciéon queda multiplicada por una potencia de k igual al grado de

homogeneidad

1.5. Funciones acotadas
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Una funcion fEF(A, R) esta acotada si la imagen f (A) es una parte acotada del espacio (R, d),

siendo d un métrica de R, es decir la distancia entre dos puntos cualesquiera es finita

Se dice que f es una funcidon acotada superiormente en A si existe un numero real K tal que
VxEA se verifica f(x)< K

Se dice que f es una funcidén acotada inferiormente en A si existe un numero real K' tal que
VXEA se verifica K' < f(x)

Si una funcién esta acotada superior e inferiormente se dice que esta acotada. Sea la funcién
acotada sobre A. El conjunto f(A) C R serd un subconjunto acotado de R. Luego admitird un

extremo superior M y un extremo inferior m. Donde se cumple m < f(x)< M

y
f(x)=sen 1;
y
-1 -0.5 0.5 1 X -3 -2 -1 1 2 3 X
o existe
lim %570 f(x) n
(comportamiento no acotado)

i o existe
lim &0 f(x) n

(comportamiento oscilante)

Fig.2.El comportamiento oscilante o no acotado de una funcién en un entorno de un punto impide

la existencia del limite en dicho punto.

1.6. Funciones pares e impares
Funcion Par Es aquella que no cambia de valor ni de signo al sustituir x por (- x)
Ejemplo: y = x *-x°’

Funcion impar Es aquella que cambia de signo al sustituir x por (-x). Ejemplo: y = sen x

Funciones periédicas Es aquella que vuelve a tomar el mismo valor, cuando la variable aumenta o

disminuye en una cantidad constante que se llama periodo

f(x+T) = f(X+2 T) = evcrreerrerrerrn = F(x+n T)

12



N heommwas

PAR, cuando f(x)=f(-x)

IMPAR, cuando f(x)=-f(-x) -x 44

\
b

NI PAR NI IMPAR

Fig. 3. Clasificacion de las funciones segun su paridad

1.7. Funciones monotonas

Sea fE€F(A, R). Esta funcion se dice creciente en A si: X;<x,[]f(x1) < f(x,)
Se dice decreciente en A si: x;<x;[]f(x;) > f(X2)

Se dice estrictamente creciente en A si: X;<x[Jf(x1) < f(x2)

Se dice estrictamente decreciente en A si: x1<x,[f(x;) > f(X,), (x1, x2)EA

Si una funcién fEF(A, R) es creciente o decreciente en A se dice monotona en A Se demuestra que

una funcidn estrictamente monotona es una biyeccion entre A y f(A)

1.8. Funcioén reciproca

Sea una funcion: f: A — R , si f es inyectiva existe la aplicacidn reciproca de f (A) en A que se

1 ., . .
representa por f .Obtener la funcidn reciproca exige

Demostrar que f es inyectiva

Calcular el dominio de f' que es f(A)
Calcular la expresion que relaciona las variables

Ejemplo 2.Calcular la funcién reciproca de y = 3 x +2

Como la funcién es inyectiva. La reciproca serd: x =y - 2 / 3 Cambiando las variables se tiene: y =
x-2/3
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1.9. Funciones herramienta

Funciones enteras como:y=x!=x (x-1) (x - 2)....3. 2. 1

1 x>0
Funcién signo de x: y = signo(x) = {0 x=0
-1 x<0

X si x>0
Funcién valor absoluto de x: y =| x| =J0 si x=0

-x si x<0

0 si x=0

Funcién operacional: y = 8(X)=> .
© si x=0

» 0 si x<0
Funcion saltoy = h(x): .
I st x>0
Funciones paramétricas: Si x e y son funciones de otro numero t, o sea forma cada una grafica con t,

se dice que son funciones paramétricas del pardmetro t

3t
RARETARE

3¢
TR

se llama el folio y se puede poner como : x° +y’-3 xy =0

Funciones polares: La grafica de una funcion relaciona dos nimeros reales .Si los nimeros reales recorren
dos rectas perpendiculares la grafica se llama cartesiana. Pero si los ntimeros los consideramos situados

sobre una recta uno, y sobre una circunferencia el otro la grafica se dice dibujada en polares

1.10. Funciones Hiperbdlicas

Se definen el seno y el coseno hiperbolico de x de la forma siguiente

th:% , Chx=2t¢

X -X
e —-C € +¢€

Thx=ﬁ s COthX=x—
€ +¢€ € —¢€
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sh x

ch x

x | 0 +
sh x l 1 7 4+
Fig.4.Grafica del S h x
|
x l 0 + oo \\
AN
chx | 1 7+ — ==
[
Fig. 5. Grafica del C h x
x I 0 + 00 ]
thx | 0 71

tg x
//
///
Fig. 6. Grafica Th x
1.10.1. Relaciones fundamentales De las expresiones anteriores se tiene
e -2x
Ch’x-Sh’*x =1 , 2 ChxShx = =Sh2x

Sh(x+y)=th Chy+ChxShy
Ch(x+y)= ChxChy+Shx Shy

Thx+Thy

Th =~
(X+Y) 1+ThxThy

1.10.2. Derivadas de estas expresiones
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D (Shx)=Chx ,D(Chx)=Shx, D(Thx)=1-Th’x

1.10.3. Relacion de estas expresiones con la hipérbola Sea la hipérbola

Se obtienen unas ecuaciones paramétricas de la hipérbola mediante las ecuaciones x == a Cht, y=b Sh t

1.10.4. Funciones hiperbélicas inversas Sea y = Arg Sh x ZLQ +Vx* +1 )

X | — 00 0 + ‘h
Argsh x -0 10 7 4o
0 X
Fig. 7. Graficay = Arg Shx
y=ArgChx=L€(+\/x2—l)
by
x | 1 + o0
Argch x | 0 72 4+
o 1l X
\
\
\
N\
\\\
Fig.8.Grafica de Arg Ch x
I+x

y=Arg Thx=L

-1<x<1

1-x
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Fig.9.Grafica de Arg Th x

1.10.5. Derivadas de estas expresiones

D(Arg th)= % D(Arg Ch X)= +1
X+ X =
D(Arg Thx)= _1X > D(Arg Coth X)= _lxz

EJERCICIOS PROPUESTOS
1. Representar la funcion

X
y=—
x|

1 x>0

Solucién: y ={ ! 0
- X <

2. Calcular las funciones inversas de

1 [ (1
“Lyx, y={Lx, y=|— , y=.|L[~
y y y=yi< -V (X)
1

Solucion:x =e*¥ ; x=¢” ;x=e’ ; x=¢7
3. Calcular la funcién explicita de: x*-2 x y +y*-25=0
Solucién: y=x + 5

4. Dadas f(x)=x"-1 y g(x)= Vx+3 ,hallar fog y gof .Determinar los dominios respectivos
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Solucioén: (f° g) (x)=x + 2, Dominio R

(gofXX)=\/X2 +2 , Dominio R

5. Determinar si la funcion que se da es par, impar, o ninguna de las dos

. 4x* -5
d)1(x)=2j;ﬁ &) j(x) = |2X|

X +1

a)f (x)=5x" -4 ,b) glx)=x"+1, c)h(x)={11 0
- X >

Solucién: a) Par, b) No es par ni impar, c¢) Impar, d) Impar, e) Par
1 1-x . .
6. Sea f(x)= <1 y g(x)= ——. Mostrar que f'y g son funciones inversas
X + X

7. Sea f(x)=2 x-3, defina las siguientes funciones y determinar el dominio de la funcidn resultante
a) f(x%) , b) [f()]*, ¢) (f =) (x)

Solucion: a) f(x*)=2 x*>-3, Dominio R

b)4 x>-12 x+9, Dominio R c¢) 4x-9, Dominio R

2
8. Dadas las funciones f(X)= X? , g(x)= x+1.Calcular ( fog)(x) , (gogof)(x)

Solucidn: (fog)(x) =f[x+1]= —(X ;1)2

(gogof)x) = g[g(é)] -g

9. Representar la funcion f(x) = X| X|
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Fig.10. Representacion de la funcion f(x) =x | x |

10. Representar la funcion f(x)=|x -3 |

5 5 10

Fig.11. Representacion de la funcion f(x) = | x-3 |

11. Se considera en R* el conjunto de puntos x € R® tales que ||X ||s r, es decir, se trata de una bola de

radio r (esfera maciza); expresar analiticamente el conjunto de puntos interiores, frontera y exteriores

Int(E) = {x,y,z}/y/x* +y* +2* <71}

Fr(E) = {x,y,z}//x* +y* +2° =71}
Ext(E) = {x,y,2}/yx* +y* +2* > 1}

19



20



CAPITULO 2.LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES DE UNA
VARIABLE REAL

2.1. Limite de una funcién en un punto

Definicién métrica Sea f(x) una funcion € F(A, R). Se dice que f(x) tiende al limite cuando x—xy EA y

se escribe

lim f(x)=1

X =X,

Si fijado un & >0, 3 § >0, tal ¥ x, excluido x¢ que cumpla la condicién | X — X | <9, se verifica | f(x)-1 | <g

Y B
| |
! |
Cef L
) [-—— =7 — -7,
e : I
I | :
-8 F——— 1 —
I
| | |
| I |
| Xe XI (]
0 X.—J Xe*d ——x
Fig.1

De la definicion de limite se observa que el limite 1, no tiene nada ver con el valor de la funcién en
Xg, es decir, 1 puede ser igual a f(x¢) o no serlo y puede ocurrir que no exista: lim f (x) cuando

X—>Xp

Limites laterales Sea f(x) € F(A, R) y X un punto de acumulacion de A. Se dice que f(x)

tiende al limite 1 cuando X — X, (por la izquierda) y se expresa

limf(x)=1

X =X,

Si fijado un £ >0, 3§ >0, tal V x €(x-8, Xo) resulta | f(x)-1< ¢
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Se dice que la funcion f(x) tiende al limite 1 cuando X — X (por la derecha) y se expresa

lim f(x)=1

X = X,
Si fijado un & >0, 3§ >0, tal V x €(xo, Xo +3) resulta | f (x)-1< ¢

La condicién necesaria y suficiente para que una funcidn tenga limite en un punto X, es que existan

los limites a la izquierda y a la derecha y ambos limites coincidan

Limite finito en el infinito Sea f(x)€ F(A, R). Se dice que f(x) tiende al limite 1 cuando x —

si fijado un € >0, 3 un numero real H tal que Vx > H se verifica | f(x)-1 | <g

YI}
)l TR q————
e |
C-ff——m o — —— -
|
I
0 H X

Fig. 2

Se dice que f(x) tiende al limite 1 cuando x — - si fijado un &€ >0 , existe un numero real

negativo -H tal que V x<- H se verifica que | f(x)-1 | <g

Fig.3
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Limite infinito Sea f(x) €F(A,R).Se dice que f(x) tiende a o cuando x—Xo € A y se expresa

lim f(x)=w si fijado un numero real positivo K, tan grande como queramos, existe un entorno

reducido del punto x, tal que Vx de dicho entorno se verifica | f(x) | >K

2.2 Propiedades de los limites

1. Se demuestra que: Si dos funciones f(x) y g(x) toman valores iguales en todos los puntos de un entorno

reducido del punto x, dichas funciones tienen el mismo limite, si este existe cuando x—Xg

2. Se demuestra que: Si lim f (x) = 1 cuando x—Xxo y 1 >c, 3 un entorno reducido de xo en cuyos

puntos se verifica f(x) > c¢

3. Se demuestra que: Si lim f (x) =1 y lim g(x) = 1’ cuando x—X,, si 1 < 1’, 3 existe un entorno

reducido do x( en cuyos puntos se verifica f (x) < g(x)
2.3 Algebra de limites

Limite de una suma de funciones Se demuestra que: si lim f(x) =1y lim g (x) = 1', cuando

X—Xy, se verifica
lim (f(x) + g(x))=1=+1'

Limite del producto de funciones Se demuestra que: si lim f (x) = 1 y lim g(x) = 1', cuando

X—Xy, se verifica
lim (f(x). g(x)) = lim f(x). lim g(x) =1 1'

Limite del cociente de funciones Se demuestra que si: lim f (x) = 1 y lim g(x)=1'£0

Limite de la funcién exponencial Se demuestra que: si lim f (x) = 1, cuando x—X, y (a> 0) se

verifica

lim a™=3'
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Limite del logaritmo de una funcion Se demuestra que: si lim f(x) =1, cuando x—X, ,y (a> 1) se

verifica

lim log , f(x)=log , 1

2.4. Infinitésimos e Infinitos

Definicion Se dice que f (x) es un infinitésimo cuando x—x, si lim f(x) = 0 cuando x—X,, por ejemplo: y

2
=(x-a)°,cuandox — a ,y=sen X, cuando x—0

Dos infinitésimos G(X) y \|1(X) se dicen equivalentes en un punto X, si se verifica

(e

X =X,

y se dicen de ordenes diferentes en X, , si se verifica

lim (%} -0

X =X,

Se dicen del mismo orden en X , si se verifica

lim(%) k<o

X =X,

En el caso de infinitésimos de ordenes diferentes, 6(x) es un infinitésimo es de orden superior a y(x), ya

que tiende a cero mas rapidamente que y(x).
Sin embargo en el caso de que 68(x) y y(x) sean infinitos, y(X) es un infinito de orden superior a 6(x)

Si0(x) y x"son del mismo orden: K x " se dice parte principal de 6(x)
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Veamos algunos infinitésimos equivalentes cuando x[]0
x? X
senx =X ; 1—cosx~7;L(1+x)zx ,e -1=x; a*-l=xLa, WVl+x-1=—,
n

2
X
1—cosx~7 ,tanx = X ; arctangx = X ; arcsenx = X;

2.5. Funciones continuas
Definiciones Sea f& F(A, R), se dice que esta funcion es continua en un punto xoEA si se verifica

lim f(x)=f(x,)

X =X,

Es decir, si el limite 1 coincide con el valor de la funcién en el punto x,. Esta condicidn exige
La funcion esta definida en el punto x,

Que los limites por la derecha y por la izquierda coincidan

Que coincida f(x() con cada uno de los limites por la derecha y por la izquierda.

Una funcion se dice continua en el segmento A = [a, b], si es continua a la derecha de a y a la izquierda de b,

y en todos los puntos del segmento

Definicion métrica de continuidad Sea f & F(A, R), se dice que esta funcion es continua en un

punto x,, si para cada &€ > 0, 36>0 tal que

|X-x0|<8 |f(x)-l |<8
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'(Xo) fe - - - ———————

D o Ly S ——

O(o, 0) e[ 0 X
ntorno B(xg, )

Fig.4.Representacion grafica de la continuidad de f(x) en el punto x,
2.6 Tipos de discontinuidades

Discontinuidad evitable Seca f € F(A, R), se dice que f(x) presenta una discontinuidad evitable en un

punto Xy € A, cuando se verifica

lim f(x) =1lim f(x)=f(x,)

X=X, X=X,

Discontinuidad de primera especie Sca f& F(A, R), se dice que f (x) presenta una discontinuidad de

primera especie en un punto X, € A, cuando se verifica

lim f(x)=1, lim f(x)=1,

X =X, X = X,

Siendo l; # 1, . Si la funcidén esta acotada se dice que la discontinuidad es de primera especie finita, en caso
contrario se dice que la funcidn presenta una discontinuidad de primera especie infinita. Se llama salto de la

funcioén en el punto x, al valor

lim f(x) -limf(x)

. .
X=X, XX,

Discontinuidad de segunda especie Sca f& F(A, R), se dice que f (x) presenta una discontinuidad de

segunda especie en un punto X, € A, cuando no existe alguno de los limites laterales. Si f(x) esta acotada en
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X , la discontinuidad se dice de segunda especie finita, en caso contrario, se dice segunda especie infinita.
2.7. Operaciones con funciones continuas

Suma de funciones contintias Se demuestra que si f, g € F(A, R) son continuas en el punto X

entonces la funcion (f +g) (x) es continua en Xxg

Producto de funciones continias Se demuestra que si f, g € F(A, R) son continuas en el punto x,

entonces la funcion (f. g) (x) es continua en X,

Continuidad del cociente de funciones Se demuestra que si f, g € F(A, R) son continuas en el punto

. : f .
X siendo g(xo) # 0 entonces la funcion (— (X) es continua en X

Continuidad de la funcion compuesta Seca f: A— R una funcién y g: A; — R otra funcion siendo
f(A)C A, Si la funciéon f es continua en X, y la funcién g es continua en f(x,). Entonces la funcion ( g ° f)(x)

es continua en X
2.8. Continuidad y conjuntos cerrados y abiertos

1. La imagen de un abierto por una funcién continua no es necesariamente un intervalo abierto. La

funcion f(x)= x°, definida y continua en (-1,1) transforma el abierto (-1, 1) en el semiabierto [0,1)

2. La imagen de un cerrado por una funcion continua no es en general un cerrado Sea la funcion

R es cerrado, la imagen de R por esta funcidon continua es el intervalo semiabierto (0,1]

Se demuestra

1. Sea f: A — R, la condicion necesaria y suficiente para que esta funcion sea continua en A, es que
todo abierto de R se transforme por f' en un abierto de A

2. Sea f: A — R, la condicion necesaria y suficiente para que esta funcion sea continua en A , es que todo

cerrado X de R se transforme por f' en un cerrado de A

2.9. Continuidad y conjuntos compactos
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Se demuestra: que si A es un conjunto compacto en Ry f: A — R una funcién continua en A, entonces f (A)

es un conjunto compacto.

2.10. Teoremas sobre funciones continuas
1. Toda funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] esta acotada

2. Teorema de Weierstrass Si f(x) es continua en un intervalo cerrado [a, b], el conjunto de valores f(x)

correspondientes a los puntos de dicho intervalo tiene un maximo y un minimo.

3. Teorema de Bolzano Si una funcion f(x) continua en un intervalo cerrado [a, b] toma valores de signos

opuestos en los extremos de dicho intervalo, existe al menos un punto c interior al mismo en el que f(c) =0

4. Teorema de los valores intermedios Si f(x) es continua en un intervalo [a, b] y k un numero real
comprendido entre f(a) y f (b), existe al menos un punto c interior a dicho intervalo en el que f(c) = k, es

decir, f(x) pasa de f(a) a f (b) tomando todos los valores intermedios entre f(a) y f (b)
EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Calcular los siguientes limites

a)lim [ 1- Ixl blim——*_
X 1- %/;

x—0 x—1

Solucioén: a) no tiene limite, ya que el limite a la derecha vale 0 y el limite a la izquierda vale 2

b) Calculamos el infinitésimo equivalente a 1- Ix , cuando x —1, 1-3x = %(1 -x)

Por tanto el valor del limite es 3

2. Calcular los siguientes limites por infinitésimos:

- e’ -1 . sen’x + x’
a) lim b) lim ———
x>0  gen2Xx x—=0 1 -cosx

Solucidn: a) % ,b) 2

3. Calcular los siguientes limites por infinitésimos
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1-x+Inx . senx
S — i

=1 l4cosmX =0 X 4+x’
1
. x3 . 1+ cosx)(x” —3)senx
¢) lim — d) lim ( 5 X )
== Inx x=0 (x* =x)cosx

e) lim (/x2+3x—x
X—>+00 /

Solucién. a) ‘—21 b) 1, ¢) +o,d) 6, ¢) 3/2
T

4. Estudiar la continuidad de la siguiente funcion

X

e
x=<0
fx)=Je* +1
x* +1 x>0

Solucion: La funcidn no es continua en el punto x =0

5. Estudiar la continuidad en los puntos x =2 y x = 3 de la funcién

X Osx<?2
f(x)= X+2 2=x<3
2x-1 3=x<4

Solucidén: La funcién no es continua en el punto x = 2. La funcién es continua en el punto x =3

6. Dada la funcion

T
-2senXx , X<-—-—
2
n n
f(x)= asenx+b ,-—<x<—
2 2
T
cosX , X = —
2

Calcular a y b de modo que la funcion sea continua.

Solucion: a=-1,b =1
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7. Estudiar la continuidad en el origen de la siguiente funcion

£(x)=1—"
l+e*

Solucion: La funcidn es continua en x =0

8. Estudiar la continuidad de la funcion
L(X2 -3x+ 2)
f(X)= L( 2
X2 -7x+12)

Dominio: Todos los puntos de la recta real excepto los puntos pertenecientes a los intervalos [1, 2]U [3, 4],

, . s 2
ademas de los puntos que verifican la ecuacion x~ = 7x+12 =1

9 .Estudiar la continuidad de la funcién

()
sen| —
X x=0

f(x)= 1
1+ex

]
e}

Solucién: La funcién no es continua en el punto x = 0. En los restantes puntos la funcién es continua por ser

el cociente de funciones continuas .

10. Estudiar la continuidad en el origen de la siguiente funcion

1
X C0S —
X

f(x)=
0

Solucion: La funcién es continua en el origen

11. Estudiar la continuidad en el origen de la funcion
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1
X arcotang| — x=0
£(x)= g()
0 X

]
-

Solucién: La funcidn es continua en el origen

2
’ . HP-4 _1 a 2
12. Estudiar si tiene limite la funcién en el punto x =2, f(x)= {X 1 - 2
X - X >

Solucién: La funcién no tiene limite en el punto x = 2

. L, 1 . . .
13. Se considera la funcién f(x =—— x #1,x #0 . Estudiar la existencia de
l—el
limite de la funcién en los puntos x = 0, x =1

Soluciéon: No tiene limite ni finito ni infinito en x = 0. Tampoco tiene limite en x =1

14. Estudiar la continuidad de la funcion

l} x€(,1]

f(x)= X X
0 x=0

Solucién: El tinico punto donde la funcion no es continua es el punto x =0

15. Estudiar la continuidad de la funcion segun los valores de a

2x?=3 x=2
f =
(X) {221—3 X =2

Solucién: La funcion es continua para a = 4

f(x) x=0

16. Sean f(x)= x* +1 ,g(x)= {2 0
X =

a) Estudiar su continuidad
b) Si se consideran definidas sobre [-1, 2] ;estan acotadas

¢) ¢alcanzan su maximo y su minimo
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d) Hallar f[-1, 2]

Solucioén:

a) f(x) es continua en todo el campo real, g(x) es discontinua en x =0

b) f (x) y g(x) estan acotadas

¢) El minimo de f es el valor 1 que lo alcanza para x = 0, el maximo el valor 5 que lo alcanza para x = 2
El méximo de g es el valor 5 que lo alcanza para x = 2, el valor minimo no lo alcanza

d) f[-1,2] =[2,5]

2 4

17. Estudiar y clasificar los puntos de discontinuidad de la funcion f(x) = X

Solucidn:

Se procede a ver si la discontinuidad en el punto x=2 es evitable o no

2
im* %4
x-2
X —2
Asignando a f(2) el valor 4, la funcién
x2 -4 )
fh)=1%2 7
4 Xx=2

es continua en todos los puntos.

18. Calcular la parte principal, cuando x — 0 del infinitésimo

3

Solucion: f(x )= (%x )(lx) ......... (lx)zixp_l
19. Sea f:[0,1] — R, definida asi

x=0,1

f(x)=11-x
f(0)=a ,f(1)=b
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Calcular a y b si existen para que f(x) sea continuaen x =07 ,x =1

Soluciéon: a=0,b = -

-1

Observacion Lx es infinito de orden inferior que x 4

20. Calcular

A=1im(L— 4 )(p,qEN)
Xq

1-xP 1-

x —1

Solucion: Vamos a hacer el cambio de variable x = 1+t [] t—0, y tengamos en cuenta que V n €N
n 1 2
X" =(+t) =lenteon@o-Dt 4.

Con lo cual tenemos

Go(l x*)-qll - ; ") tim
pXI x1 (-pt+ ...)(-qt+..... )
x—>l t—0

= lim

21. Demostrar que la funcién f(x)=e" —x — 3 tiene un cero en el eje real positivo. Estudiar si es tinico

Como f(x) es una funcion continua, veremos si se puede aplicar el teorema del valor intermedio de Bolzano.

Para ver que el punto de corte es unico intentaremos probar que la curva es mondtona creciente o decreciente

patax > 0. Veamos el signo de f* (x)
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f(x)continua
f(0)=-2<0
£f(2)=2.39>0

Por el teorema de Bolzano podemos asegurar que la curva corta al eje X al menos una vez entere 0 y 2

Para ver que sola corta una vez , probaremos que la curva es monoétona creciente viendo que f'(x)> 0 para

x>0

f (X)= e" —1, que se anula para x=0 y es positiva para x>0 . Por tanto podemos asegurar que la funcion

f(x) solo posee un cero entre 0 y 2

X
22. Estudiar la continuidad de f: R[JR definida por f(x) =

1+|x|
Puesto que 1+ | X| # (0 VxER, fes una funcién continta en todos los puntos de R

23. Sea f: [a, b] R una funcion continua tal que Vx& [a ,b] f(x) es un numero racional ; Que funcion es ¢,

La funcion f debe ser una funcion constante , ya que en caso contrario tomaria dos valores diferentes y por
ser una funcion continua alcanzaria al menos una vez todos los valores comprendidos entre ambos ,

incluyendo numeros irracionales , lo cual es una contradiccion .
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CAPITULO 3.FUNCIONES DERIVABLES

3.1. Concepto de derivada

Sea una funcién y = f (x) continua en un intervalo [a, b] y un punto X, de dicho intervalo y un incremento h

positivo o negativo que nos conduce al valor xq+ h del mismo intervalo. El cociente incremental

A f(x, +h) -1(x)
h h

esta univocamente definido para cada valor de h y mide la variacion media de la funcion en el intervalo ( xq,

X()"‘ h)

Definicion 1 Se llama derivada de la funcion y=f(x) en el punto x, al limite (si existe) del cociente

incremental anterior cuando h—0 .Luego la derivada si existe es Unica

i F0%0 1) = £(x,)
h—0 h

=f'(x,)
Si f(x) tiene derivada en cada uno de los puntos de un cierto intervalo, esta derivada es una funcion de x, que
se llama funcion derivada f'(x)

Interpretacion geométrica de la derivada Sea la funcién y =f(x). El cociente incremental

PM  f(x, +h) - f(x,)
P,.M h

Representa la tangente trigonométrica del angulo o ' que forma la direccion positiva de la cuerda P P con la

direccion positiva del eje x, es decir:

tang o = —
g h

. ) -T T i Af
Si o ' esta comprendido entre 7, E se puede poner o'= arcotang T

35



Fig. 1

Si suponemos que y = f(x) tiene derivada en X, se tiene
. Af
}115}? =1'(x,)

En virtud de la continuidad de la funcién arco tang, se verifica
lim a'=arco tan f'(x¢)= o , h—0

Es decir tang o = f' (xo). Luego si existe derivada en x¢ , las cuerdas que unen P, con los puntos préoximos
tienen una posicion limite cuando estos puntos tienden a Py llamada tangente a la curva en Py y se prueba de
esta forma que si en X, existe derivada, existe tangente a la curva en dicho punto y la pendiente de la recta

tangente es la derivada.

Reciprocamente, si existe recta tangente en Py, esto significa que: lim o' = o cuando h —0 y como la funcion
. T T

es continuaen | — 25 resulta

. f(x, +h)-f(x,)

h—0

Es decir tang o = ' (X) .Luego si la curva tiene tangente en un punto Py, la funcion f(x) posee derivada en

Xo.

Generalizacion del concepto de derivada Admitiremos en la definicion de derivada, que cuando el
limite del cociente incremental sea (co,- o) se dice que la derivada es infinita. Sea por ejemplo, la derivada

de la funcién
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f(x)=3\/;

en el punto x =0, es + o

3
£(0)= TS LI

h—0 h

s

Fig.2
Geométricamente significa que la direccion positiva de la tangente es el semieje + OY

Derivadas laterales Se define la derivada lateral a la derecha de la funcion f(x) en el punto X, y se

designa por f' (xg J al limite, si existe

f'(Xg )= hhl,})1 f(XO + hh)_ f(XO)

Se define la derivada por la izquierda de la funcién f(x) en el punto x,, y se designa por: ' (x;) ) al limite, si

existe

f'(XE) )= hll)r(l)l_ f(XO + hh)_ f(XO )

La condicion necesaria y suficiente para que una funcion f(x) sea derivable en un punto x¢ es que existan las

derivadas laterales en ese punto y sean iguales

P )=y )=y
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Interpretacion geométrica Se llama semirrecta tangente a la derecha en el punto X, a la semirrecta de

ecuacion

y—f(x0)=f'(Xg)(X—X0), X=X,

Se llama semirrecta tangente a la izquierda en el punto X, a la semirrecta de ecuacion

y-f(Xo)=f'(X6)(X-Xo)» X=X,

Sea la funcién f(x)= | X | .Veamos que esta funcion no es derivable en el punto x = 0. Vamos a calcular la

derivada lateral a la derecha en el punto x =0

PO )= lim¥ -1

h—0

Calculemos ahora la derivada lateral a la izquierda

£ )= lim = hh‘ 01

h—0

Por no ser las derivadas laterales iguales, la funciéon no es derivable.
3.2. Continuidad y derivabilidad

Siuna funcién f(x) tiene derivada finita en un punto X, es continua en dicho punto .En efecto, sabemos que

fv(XO )= llm f(XO + h)_ f(XO )
h—0 h

De donde, se deduce

lim [£(x, +h)- £(x, )] lim £, + hh)_ o). )] f(x, )-limh = 0
h—0 -

Luego la funcién es continua. El teorema reciproco no es cierto. Sea la funcién

x-senl x=0
f(x)= x

0 , x=0

Esta funcidn, es continua en el punto xo= 0, pero no es derivable, pues
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h senl -0
limw =lim = lim sen H

h—0 h h—0 h h—0

Este limite, no existe cuando h —0, aunque la funcion esta acotada en el intervalo [-1, 1]

3.3. Estructura de las funciones derivables

3.3.1. Derivada de la suma de funciones Se demuestra aplicando la definicion de derivada que si,

f(x) y g(x) son funciones derivables en X, , la funcion (f + g) es derivable en dicho punto, y su derivada es

(f+g) (xo)=f"(x0)+g"(x0)

3.3.2. Derivada del producto de funciones Se demuestra aplicando la definicion de derivada que si,

f(x) y g(x) son funciones derivables en X, la funcién (f. g) () es derivable en dicho punto, y su derivada es

(f.g) (xo) =f"(x0)g(x0) tg'(X0) f(x0)

3.3.3. Derivada de la funcién inversa 1 / f Se demuestra aplicando la definicion de derivada que si f

es derivable en el punto xo y f (x¢) # 0, entonces la funcion: 1 / f es derivable en X,y su derivada es

(l)(xo)_ixo)

f ) fz(xo)

3.3.4. Derivada del cociente de dos funciones Se demuestra que si, f(x)y g(x) son funciones

derivables en X0y g (Xo) # 0, la funcién (f/ g) es derivable en el punto xo, y su derivada es

(£ Kbl )

g gz(xo)

3.3.5. Producto de un numero real por una funcién derivable Si f es una funcion derivable en el

punto X, y a es un numero real, la funcién (a f) es derivable en xo, y su derivada es

(a. ) (xo) =af'(xo)

3.3.6. Derivada de la funciéon compuesta (Regla de la cadena) Sea f: A — R una funciény g: A,

— R otra funcion siendo f(A) C A, . Se define la funcion compuesta
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—— R

A
(gof)x)  gff ()]
Si fes derivable en x o y g es derivable en f (x (), entonces (g o f) es derivable en x o, y su derivada es
(o) (x, )= (ECc, D (x, )

3.3.7. Derivada de la funcién reciproca Si fes una funcién derivable en x,, siendo f' (x ) £0 y

. -1 . .
es continua en y, =f(X¢), entonces f~ es derivable eny ,, y su derivada es

(f_l )(YO )= ﬁo)

3.4. Derivadas de funciones elementales

D[L x]=% D[Ch x |- Shx
1 1
D[logax]=;10gae, a>0,a=1,x>0 D[Thx]= Ciex
D|9x J= e’ Dlarcosen x |- !
1-x°

-1

DIE’LX J= a*La,a>0,a=1 D[arcocosx]=
V1=x2

1

1+x

Dlzik J= k-x*',keER D[arcotang X]=

2

1

D[senx]= cosx D[ArgSh x]=

x? +1

1
Djcosx |= —sen x D[ArgChx |=
D[tang x]= 12 D[ArgTh X]= %
cos“X l1-x
D[Shx J= Chx
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3.5. Funciones diferenciables
Una funcién f€ F(A, R) se dice que es diferenciable en un punto X, si la expresion
f( xo+h)-f(x0) =h(M+ g(h))
puede ponerse en la forma anterior : donde M es un valor fijo, independiente de h, y €(h) una funcion tal que
lim € (h)=0 , h—0

Toda funcién derivable en un punto es diferenciable en dicho punto: En efecto sabemos que

= 1) = fim

Y hh)— f(x,) flx, + hh)— flx,) P(Xo)l 0

fx, +h)-flx,)- h-f(xo)l o
h

h—0

lim[

Luego podemos definir una funcién de la forma

f(x, +h)-f(x,)-h-f(x,)
h

e(h) =

f(xoth)-f(x0)=h [f' (x0)+ & (h)]
Siendo ¢ (h) una funcion que tiende a cero cuando h—0, f' (x o) =M, luego la funcién es diferenciable.

Reciprocamente toda funcién diferenciable en un punto es derivable en dicho punto Sea f una funcién

diferenciable en un punto x,, veamos que es derivable en dicho punto: Si f es diferenciable sabemos que
f( xot+h)-f(x0) =h(M + g(h))
siendo M independiente de h, y lim &(h)=0 cuando h—0 . Luego podemos poner

f(x, +h) - 1(x,)
h

= M +g(h)

Pasando al limite se tiene
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lim f(x, +h) - f(x,)

= =M =f'(x,)

h—0

Siendo lim g(h)=0, cuando h—0.Se llama diferencial de una funcién en un punto X, a la expresion d f =f'(x,)

h . Podemos homogeneizar esta funcion, considerando la funcién y = x, con lo cual se verifica

df =dx
df =1.h

}=>h=dx

Luego se tiene: d f=f'(x) d x

0 Xe X,+h X
Fig.3

De la figura se tiene: Af=P'P, +P, P,. Ahorabien: P'P, =f (x) dx=d f es la diferencial de la funcion

en el punto P, siendo P;P,= € (h) que tiende a cero cuando h — 0

3.6. Diferenciales sucesivas
Si la funcion d f es diferenciable, su diferencial se llama diferencial segunda y se designa: d* f
d’f=d[ f(x)dx]=f'(x)d x°
Analogamente la diferencial tercera d® f=f"(x)dx’
En general la diferencial n-eximad " f=f" (x)dx "

3.7. Crecimiento y decrecimiento
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Sea una funcion: f: A — R .Si la funcion fes

creciente
estrictamente creciente
decreciente

estrictamente decreciente

en un punto X, interior al dominio A y f(x) es derivable en dicho punto, entonces

f'(x,)=0
f'(x,)>0
f'(x,)=0
f'(x,)<0

Demostremos el primer caso (andlogamente se demuestran los demas): Por ser f(x) creciente en x, se tiene

f(Xo + h)' f(Xo ) >0
h

Tomando limites y teniendo en cuenta que f es derivable en x,, se tiene

lim £(x, +h)- f(X°)= f'(x,)=0
h—0 h

3.8. Teorema de Rolle
Sea f: [a, b]E R, una funcion que verifica las siguientes condiciones
1.f es continua en [a ,b]

2.f esderivableen (a,Db)

3. f(a)= f(b) .En estas condiciones Ac € (a, b)/f' (c)=0
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3.9. Teorema de Cauchy o del valor medio generalizado
Sean: f: [a, b]JER y g: [a, b]JER dos funciones que verifican las siguientes condiciones
1. fy gson continuas en [a ,b]
2. f'y gson derivables en (a ,b)

3.g(a)£gb) y g (x)#0 en (a,b) .Entonces I cE [a ,b] tal que

fb)-fl) _ £'(c)
gb)-gk) ')

3.10. Consecuencias del teorema de Cauchy

3.10.1. Teorema de los incrementos finitos o de Lagrange Sea f: [a, b]ER una funcion que verifica

las siguientes condiciones
1. f es continua en [a, b]

2. f es derivable en (a, b). Entonces 3 al menos un punto ¢ € (a, b) tal que

b

£(c) f(b)-f(a)
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En efecto, apliquemos el teorema de Cauchy a las funciones f(x) y g(x)=x, esta ultima funcién también

verifica el teorema de Cauchy en [a, b] .Luego se verifica

(~ fb)-f(a)
f (c)= “ba

Geométricamente esta formula significa: En todo arco de curva con tangente en todos sus puntos, hay un
punto, al menos en que la tangente en dicho punto es paralela a la cuerda de coordenadas [(a, f(a)), (b, f (b))]

3.10.2. Regla de L' Hopital Si f(x) y g(x) son dos funciones derivables en un entorno del punto a,

'
X
siendo f(a)=g(a)=0, verificandose en dicho entorno g'(x) #0, si el cociente — ( ) tiene limite finito o
g'\x

infinito cuando x — a, se verifica

i f(x) fi(x)

Im———< = lim
)™My ()

3.10.3. Formas indeterminadas

b

oo

o

. . . . 1% .00 . -0
—; 0.0 ;o0o—00;17;0" ;00
o

0
Las reglas de L’Hopital s6lo se pueden aplicar directamente a los dos casos 6 y —, para resolver los demas
o

casos habra que transformarlos en uno de los dos tipos anteriores.

1) _ i L)
g(x) g'(x)

0 .
Indeterminaciones tipo 6 y —: lim
o]

. . . L, ) 0 00 )
Indeterminaciones tipo 0. « Se transforman en una indeterminacion del tipo 6 o —, mediante
o0

operaciones algebraicas, o bien, mediante las siguientes transformaciones:

f(x) g(x)
f(x).g(x)= —=— f(x).g(x) = =——
(x)-8(x) Ua(x) (x)-8(x) i)
0 00
Indeterminaciones tipo « - «. Se transforman en una indeterminacién del tipo 6 o —, mediante
o0

operaciones algebraicas como pueden ser: buscando un comun denominador, multiplicando y dividiendo por

el conjugado; o bien, mediante las siguientes transformaciones:
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1- = S0
A—B=A(1—§)=—A A-B=AB BIA

A AB

. . L . 0 o
Indeterminaciones tipo 0 °, °, 1° Se transforman en una indeterminacion del tipo — o —, tomando
logaritmos neperianos. Llamando y al limite en cuestion: y = lim f(x) &

Se resolveria: y = e lim &t
El caso 1” admite una forma simplificada de resolucion: y = lim f(x) g(x) = e "™ &® [ -1

EJERCICIOS RESUELTOS
1. Calcular los siguientes limites por infinitésimos

) i 2256“2"=[0}=nm ZL“im 2 2,
=0 x"(I+cosx) |0]| x>0 x°(1+cosx) =*=0 Il+cosx 2

b) fim 2 o[ Cpj XD g X2l gy, X
= ]l-x |0] x! 1-x =l l-x  x=l 1-x

1 1

lim x|I- l " =[00.0]=1im -X l X—1 =lim -x llnl =—lnl=
5 5 5 5

C) X—>000 X—>00 X—>00 X

= —(In1-1n5)= (0~ In5)= In5

1
d) lim %_1_ 0]_ Injl + W/x -1 o an/;_ Elnx ‘m
x—1 %—1 0 x—l1 1n|l+(n\1/;—l) x—1 ln% "_’lilnx I

m

2. Calcular los siguientes limites

a) lim e_1=[9]=lim ¢ 1
=0 sen2x

x=e X7+ X

b)  lim — =[f]=1im © =F]=hme =%=+oo

46



c) x -1 x+1x+1-x+1

In 3
; -1
lim xIn L =[0.0]= lim —2*L_[O] g XL GHDT
o S )
X x?
2
2
 lim (x-l)(x+1)= im —fx _[*=]_ 4x=—_4=_2
S xwe x7 o1 oo xow 2x 2
X2

d) lim (l— 1 ):[oo-oo]:]im w=[9]=hm m=[9]=

x=+0 | X senx —+0 X Ssenx 0 x—+0 X 0
. cosx-1 0 . -senx
=li =[—|=1 =0
x—+0 X 0 x—>+0

1 i 1 ( 1 lim —sen x 1
. \1Ln—2 COSX— me =
e) lim (cosxF = ﬁ“]: e X =" X e 2

f) lim x"" = |90 ,tomando logaritmos neperianos:

x—0"

1
. . . Inx % .
Iny =Inlim x*™ = lim tanx Inx = [0.00]= lim =|—|=lim—%*—=
x—=0" x—=0" x—=0" cOt X 0 x—0t =1
sen’x
2 2
. —sen"x - _
= lim ——— = lim =limx=0
x—0" X x—=0" X x—=0*

De donde, y= =1
EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Dada la funciéon y =1-3/(x —1)* . Contestar adecuadamente a las siguientes preguntas

a) Hallar y (0) ey (2).

b) ¢Es continua en [0 ,2]?

¢) ¢Es derivable en (0 ,2)?

d) {Cumple el teorema de Rolle? Explicar

Solucién: a) y (0) =y (2)=0, b) La funcidén es continua, c) La funcion no es derivable en x =1 d) No se

puede aplicar el teorema de Rolle ya que no es derivable en x =1
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2

X X
2. Estudiar si se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcion y = —2 en el intervalo [0,4]
X +

Soluciéon = La funcion es continua en dicho intervalo por ser el cociente de funciones continuas, el Gnico

punto donde no es continua, es para x = -2, ya que anula el denominador, pero esta fuera del intervalo [0, 4]
La funcién es derivable en el intervalo (0, 4)
y(0) =y(4)=0 . Se verifica el teorema de Rolle para x= 2(\3 -1)

3. Estudiar si se puede aplicar el teorema de Rolle en las siguientes funciones:

l+|x|
1-[x

11
a)y = en el intervalo [——,—]|.
)y [ : 2]

b) y= (X - 2)arctg en el intervalo [1,3]

Soluciéon a) y(-1/2) = y(1/2)=3 . La funcién es continua, pues su valor en todo punto esta perfectamente
definido, excepto para | X | =1 que cae fuera del intervalo considerado. La funcién en x =0 no es derivable.

Asi pues, no se puede aplicar el teorema de Rolle.

b) y(1)=y(3)=arco Tang 1 .La funcioén no es derivable en x=2 , por lo que no se puede aplicar el teorema de

Rolle.

4. Estudiar la derivabilidad, en su campo de definicion, de las siguientes funciones:

a) f(x)=\/x3+x2 six >-1

Ux sen|

X .

b)f(x)= T six=0
I+ex

0 six=0

_71
o) fx)= e si |x|<1

0 si |X|21

Solucidn: a) La funcion esta definida en el intervalo (-1, o) y es derivable en cada punto de ese intervalo

exceptoenx =0
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b) La funcién es derivable en (- o, 0) N (0, ), en x =0 no es derivable

c¢) La funcion es derivable en cada punto de la recta real distinto de 1 y - 1. En esos puntos la funcion

también es derivable y su valores f'(1)=0, f'(- 1) =0

5. Calcular la derivada de las funciones definidas por las expresiones siguientes, en sus dominios de

definicion:

a)y:(x 3+1) sen X

b) y= eprlog(sz +7X + 10);

¢) y =x arco sen (L x)

6. Calcular la derivada n-ésima de las siguientes funciones:

x“+1
a) f(x)= 5
b f(x)= ——
+1 n+l n +1 n+l
Solucién: a) (-1)™ n! G -1 b) D" nt | G+ +x-1)
2\ 2 5 0+l
(X —1) (X _1)
7. Calcular, haciendo uso de la regla de L"Hopital, los siguientes limites:
im [ ! (2 :
a) hm( 2~ ) b) lim (—arctg(x))
x—o{sen’x 1-cosx x— | 1

2

Soluciéon: a) - b) e T

V1i+x -1
8. Calcular utilizando infinitésimos equivalentes: lim ——
Vl+x -1

x—0

Solucion: 3/2

9. Probar que o es un infinitésimo cuando x —3
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a)a=(x_3)sen( 13)

X =
T
b) Hallar para X = 5 el orden y la parte principal de los infinitésimos: a; =cos (X), a, =1-sen (x)

c) obtener para x—0 el orden y la parte principal de a; =L cos (x)

Solucion: a) Limite 0

b) cos x = - (x- 1/2), (1 —sen x) =1/2 (x- w/2) *, L cos x =-1/2 x*
10. Calcular el orden y la parte principal del infinitésimo: y= L (1+x)-sen (x), x —0

Solucion: -1/2 x 2

11. Orden y parte principal del infinitésimo f(x)=1 — cos 3(x) , cuando x —0

Solucion: 1-cos®x=3/2 x?

12. Calcular los limites:

1 1
A =lim x+e"+e2") , b= limLtan—g(Zx) , c=limx(5"—1)
x>0 x—0 Ltang(x) x—w

Solucién: A =e * b=1, c=L5
13. Calcular el valor de 0 de la formula de Cauchy aplicandolo a las funciones: f(x)= cos (x), g(x)=sen x
Solucién: 6=1/2

14. Sean las funciones f(x)=x *, g(x)=x"; definidas en [-1 ,1], demostrar que no se puede aplicar el teorema

de Cauchy.

Solucién: Sabemos que el teorema de Cauchy exige:

a) Que las funciones f(x) y g(x) sean continuas en [-1, 1], cosa que ocurre
b) Derivables en (-1, 1), cosa que también ocurre.

c) g(b)#g(a) yf'(x)#0 paratodo x& (-1,1), cosa que no ocurre ya que para el punto 0 €(-1,1) la funcioén

g' (x) se anula, luego no se puede aplicar el teorema de Cauchy.

15. Dada la funcion f(x)= x> — 2 x definida en el intervalo [0 ,1]. Aplicar el teorema de los incrementos

finitos.

Solucion: 0=1/2
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16. Aplicando el teorema de los incrementos finitos, calcular aproximadamente 3\@

1/3

Solucidén: Aplicar el teorema de los incrementos finitos a la funciéon f(x)=x '~ en el intervalo cerrado [8, 9].

Se obtiene una valor aproximado de 2.08

1
17. Demostrar que L V3 < arcosen(0,6)< L
6 15 6 8

Solucién: Aplicar el teorema de los incrementos finitos a la funcion f(x)=arco sen x en el intervalo [0.5,0.6]

18. Demostrar la desigualdad arcosen (x )< % 0<x<l1

I-x
Solucidén: Aplicar el teorema de los incrementos finitos a la funcion f(x)=arco sen x en el intervalo [0, x|

19. Sea la funcion f(x)=4+3/x* en el intervalo [-1, 1] .Comprobar si es aplicable el teorema de Rolle a

f(x) en dicho intervalo

Solucidn:

1) f(-1)=f(1)=5.

2) La funcion g(x) = A¥x*® es continua y derivable en todo R y lo sigue siendo al sumarle 4

3) Cumple las hipotesis del teorema de Rolle en [-1,1]. Por tanto, hay un nimero c&(-1,1), para el cual

’(c)=0 I:Igi/c_s=0=c=0

20. Calcular

1
SOLUCION: 1

21. Estudiar la continuidad y derivabilidad en el punto x=0 de la funcién definida en todo R por
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SOLUCION: a) La funcidén es continua en x=0, f es derivable en el punto x=0 por la derecha, la funcion no

es derivable en x=0 por la izquierda. Luego no es derivable en x=0
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CAPITULO 4. FORMULAS DE TAYLOR Y MAC —LAURIN. APLICACIONES.

4.1. Féormulas de Taylor y Mac-Laurin

El problema es el siguiente: Conocido el valor de una funcién f(x) en un punto asi como el valor de sus
derivadas sucesivas, se trata de hallar el valor de f(x) en cualquier otro punto x = a + h , expresando f(a+h)
mediante un polinomio entero en h de grado n , mas un termino complementario que mide el error cometido,

cuando se toma el polinomio en lugar del valor exacto f(a+h)

4.1.1. Férmula de Taylor para polinomios Sea f(x) un polinomio entero de grado n
f(x)=ap + a; x Far X Foriei +a,x

queremos expresarlo de la forma : f(x)=b, +b;(x-a) + ba(x-a)" +.................. +by(x-a)"

Siendo aER y los b; (1= 0,1,2.....n) coeficientes a determinar. Estos coeficientes se determinan de la forma

siguiente
f(a)=by
Derivando f(x) se tiene
f'(x)=b1+2b2(x-a)+3b3(x-a)z+ ....... +nbn(x-a)"'1
para x =a , se obtiene
f (a)=b,
Derivando nuevamente f(x)
f''(x)=2b, +3-2b;(x-a)+....+n(n-1)p, (x-a)”

para x = a, se obtiene

f'(a)=2b, =b, = F'z(a)

Analogamente se obtiene
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Se llama polinomio de Taylor de grado n para la funcion f(x) en el punto x = a suponiendo que f(x) es

derivable, al menos n veces al polinomio
f(x)=f(a)+$f)(x-a)+f%@(x-a)z+ ....... @Gy
! ! n!

Ejemplo 1 Sea el polinomio :f(x)=x >+ 2 x *+3 x +4 , expresarlo en potencias de (x-2)
£(x)=x>+2x% +3x+4 = £(2)=26
f'(x)=3x> +4x+3=1(2)=24

f'(x)=6x+4=f"'(2)=16
fr(x)=6=£"@2)=6

fx)= 26+ =2+ 16(x z)2+_(x 2)

4.2. Férmulas de Taylor —Lagrange
Sea f:[a,b] >R una funcién que verifica las siguientes condiciones
1.f esta definida y es continua sobre [a ,b]
2. Es derivable hasta el ordennen [a, b]

3.Existe la derivada de orden (n +1) en (a, b)

Si queremos expresar el valor de f(b) mediante un desarrollo analogo al obtenido anteriormente en la formula

de Taylor para polinomios , tendremos que agregar a dicho desarrollo

f(b)=f(a)+$?)(b-a)+%?)(b-a)z+ ..... +%('a)(b-a)“

La anterior expresion de f(b) recibe el nombre de formula de Taylor. El sumando T, es el error que se comete

al tomar para el valor f(b) la suma
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f(b)=f(a)+$j‘)(b-a)+f%@(b-a)z+ ..... +%('a)(b-a)’

Se suelen dar distintas expresiones para el término complementario con el objeto de hacer la formula de
Taylor mas apropiada a las aplicaciones.Veamos la formula de Taylor con termino complementario de

Lagrange. Si en la expresion
£(6)=£(a)+ ( )(b 2 L ( )(b F bt 0y 41
n!
escribimos: b=a + h, se obtiene

f(a+h)=f(a)+%'a)h+la)h2 (- +L(a)hn +T,

2! n!

Vamos a ver que el término complementario puede adoptar la forma

hn+l
f"”(c) ,c=a+0h , 0<06<1

(n+1)'

4.3. Formula de Mac - Laurin

Si en la formula de Taylor - Lagrange hacemos a = 0, h = x, se obtiene la formula de Mac - Laurin.

f(X)= f(0)+ f'(o)x + f”(o)x2 + f'”(O)X3 + f (0) fml (GX) n+l

1! 2! 3 o (n+1)

El término complementario de Lagrange adopta la forma

fn+1 (e X) ol

(n+1)

Si se toma como valor de la funcién en un punto x el valor del polinomio

T, = 0<06<l1

£(0)+ f(o) f"(O) 2, +%('0)Xn

o X e

El error que se comete viene dado por

f“+1 (eX) n+l M n+l

G TG

Error=T, =
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siendo M una cota superior de ™' (x) en un entorno del 0 que contenga a x

Ejemplo 2 Desarrollar por Mac - Laurin la funcién f(x) =L(1+x) escribiendo el termino complementario

correspondiente a la cuarta derivada .

L. £ ()=

(1+x) ; F'(x)=-—(l+x)2 ; flm(x)

f(x)=L{+x) ; fi(x)= =_(1 +6x)4

_2
(1+x)3

£0)=0: £0)=1; £10)=-1; r0)=2; ﬂ”@x)=_a_{}jz

2 3 4
Es decir: L(1+x)=x-X—+X_-X—
2 3 4+0x)

Para x =1, se obtiene : L2=1—l+l=§=0.83
2 3 6

I
410+0) 4

El error es : Error =

Ejemplo 3 .Desarrollar la funcion : f(x)=e¢ * .Calcular el valor del numero e con cuatro cifras decimales
fxy=e ™ ; f(x)=e ™, f"(x)=e¢* .......... fix)=e*, f™'=e""

f0)=1; £'0)=1 £"0)=1; £"(0)=15ce.t2(0)=1; ' (Ox)=e"

. x x2 X3 X" e -
e =l+—+—+—+......... +—+—<X
1 20 3 nl (n+1)
1 1 1 e’
e=l+—+—+—+......... +—+—
120 3 nl (n+1)

0
€

< ¢ < 3 Sl
(h+1) (@+1) (+1) " 10*

=30.000<(+1)=n=7
Luego los ocho primeros términos del desarrollo de e * nos dan el valor de e = 2.7182 ...... con cuatro cifras
decimales exactas.

4.4. Desarrollo en serie con resto de Cauchy

En las mismas condiciones del desarrollo de Taylor con resto de Lagrange, es posible el desarrollo en serie

potencial con resto de Cauchy , de una funcion en un punto. En x =a : 3 m&(a, b) tal que
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' ' n n+l
fla+h)=f(a)+ ey, M@y, L@y, 17 arbh), o (1-0)
1! 2! n! n!p

dondep=n+1,m=a+6h
4.5. Extremos relativos y absolutos

Sea f: A—R una funcién y xo € A . Se dice que f tiene en X, un maximo relativo, minimo relativo si existe

un entono de centro X, y radio
h : E(xo,h) tal que Vx&

f(x)=f(x,), Maximo relativoen x,
E(x¢,h) , se verifica

f (X)Z f (xo ), Minimo relativoen X,

Sea f : A—R una funciéon y xo € A . Se dice que f tiene en X, un maximo absoluto, minimo absoluto, si

VXEA se verifica

f(x)=f(x,), Maximo absolutoen x,
{f (x)z f (XO ), Minimo absoluto en x,,

Condicion necesaria de extremo Sea f: A—R . Si xg € A es un extremo y f es derivable en dicho

punto, entonces f'(x¢)=0. En efecto, si f'(xo)#0 entonces la funcion es estrictamente creciente o decreciente,
que esta en contradiccion con el hecho de que xy es un extremo. La condicion f'(x0)=0 , expresa

geométricamente que la tangente en el punto [x¢ , f(Xo)] es paralela al eje de abcisas.

La condicion anterior es una condicidon necesaria pero no suficiente : puede ocurrir que una funciéon tenga
fi(x0)=0 y sin embargo ese punto no sea extremo. Asi la funcion f(x)=x’, la derivada f'(0)=0 , y sin embargo

en ese punto la funcion es creciente.

4.6. Calculo de maximos y minimos relativos de funciones derivables
Los extremos relativos se pueden alcanzar en:

1. Puntos en los que la funcién no es continua

2. Puntos en los que la funcion es continua

3. Puntos en los que la funcion es derivable una o varias veces

Ejercicio 1. Sea f: R—R
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1
f(X)= x2
0 x=0

x=0

Esta funcion tiene un minimo absoluto y relativo en x=0 . Este es un ejemplo del caso (1)
Ejercicio 2 .Sea f (x)=| x|

Esta funcion es continua en x =0, sin embargo esta funcion no es derivable en x=0 . Siendo este punto un

minimo relativo. Este es un ejemplo del caso (2)

En la mayoria de los casos las funciones son derivables. Para buscar los méximos y minimos de una funcion
f(x) , se comienza por resolver la ecuacion f'(x )=0 . Los puntos que son solucién de ésta ecuacion puede
haber maximo, minimo o ninguna de las dos cosas . Para ver si hay extremo y si es maximo o minimo vamos

a ver las siguientes condiciones suficientes de maximo y minimo.

4.6.1 Criterio de variacion de la funcidn Sea x, un extremo de la funcion sustituyamos el valor de x
por Xo+ h , si para | h | suficientemente pequeiio es f(x) > f(x¢) en el punto X, existird un minimo. Si por el

contrario es f(x) < f(X¢), habrd un maximo. Si en el entorno hay cambio de signo el punto sera de inflexion.
4.6.2 Criterio de la derivada primera Sea: fla ,b] >R , una funcion que verifica

1. fes continuaen [ a,b]

2. fesderivableen (a,Xo)y (X0, b)

3.f>0 en(a,xo) yf<0 en(x9,b), f(x)tiene un maximo relativoen xo. Sif <0Oen(a,X,)yf >0 en

(X0 , b) f(x) tiene un minimo relativo en xq

Por ser la funcién continua en [a ,b] en virtud del teorema de Weirstrass la funcidon admitira un maximo
absoluto. Este maximo tendrad que ser tomado en el punto X, , ya que, a la izquierda de x, por ser f'(x¢)>0, la
funcion es creciente y a la derecha de x¢ por ser f(xo)< 0 , la funcién es decreciente. Andlogamente se

estudia el caso de minimo.

4.6.3 Criterio de la derivada segunda Sea f[a ,b] >R una funcion con derivada segunda en x, , interior
a[a,b] . Sifi(x0)=0 y f"(x0)< 0 entonces la funcidon posee en x, un maximo, si f'(xo)> 0 entonces la funciéon

posee en Xy un minimo.

Si f'(x9)> 0 y siendo f" (x) la derivada de f' (x), f'(x) es creciente en X, . Ahora siendo f '(xo)=0 , esta

derivada sera negativa a la izquierda de X, y positiva a la derecha de dicho punto. Luego la funcién tendra un
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minimo local en el punto X .
4.7. Concavidad , convexidad e inflexién en un punto

Funcion convexa Se dice que una funcion f(x) definida en un intervalo I es convexa en dicho intervalo ,

si todo punto del segmento AB , siendo A (a, f(a)), B (b, f(b)) queda encima de la grafica

B(b,f(b)) y=f(x)

B(p,1(b))

N

A(a,f(a))
A(a,f(z))

Fig .1

Funcion céncava Se dice que una funcion f (X )es concava en un intervalo I ,si todo punto del segmento

AB,con A (a, f(a)), B (b, f(b)) queda debajo de la grafica.

Punto de Inflexiéon Se dice que la funcion f(x) tiene un punto de inflexion en un punto x¢,si en dicho

punto la funcién pasa de convexa a concava o al revés.

Sea f: A—>R Si f(x) posee un punto de inflexion en xo y f es derivable al menos dos veces en X, , entonces

" (x0)=0, ya que si " (x()#0 la funcion seria estrictamente convexa o estrictamente concava.

La condicién ' (x¢)=0 es necesaria para la existencia de punto de inflexion , pero no es suficiente. Puede
. . . ., , ., 4 .
ocurrir que ' (x9)=0 vy, sin embargo, ese punto no sea de inflexioén. Asi, la funcion f(x) = x” tiene en x¢=0

derivada segunda nula, y en dicho punto la funcién posee un minimo
4.8. Aplicaciones de la féormula de Taylor

La ecuacion de la recta tangente a una curva en el punto (%o , f(Xo)) es
y- f(x0)= f' (x0) (x-X0)

La ordenada de esta recta tangente en el punto x= xo+h sera
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y =f(x0) + h ' (xo)

La ordenada de la curva en el punto xo+h segun la formula de Taylor , limitada en la derivada segunda
h2
f(x, +h)=f(x, )+ hf(xo)+7f”(x0 +0h)  0<6<I

Luego la diferencia entre la ordenada de la curva y la ordenada de la tangente correspondiente al punto xy+h

€S
h2
f(x, +h)-f(x,)= 7f" (x, +6h)

Sea f'(x0)>0 , al ser f' (x) continua en x, , se tiene que en todos los puntos de un entorno de X, , es
positiva,luego para | h | suficientemente pequefio se verifica que f'(x¢o+0 h) > 0 y , por tanto, la diferencia de

ordenadas
h2
f(x, +h)-y = 7f'(xO +6h)
es positiva, cualesquiera que sea el signo de h. Lo cual implica f(x¢+h)> y .Luego si f"' (x0)>0 la grafica de

f(x) es convexa en un entorno de X .

Si f' (x0)< 0, serd negativa en todos los puntos de un entorno de x,, luego para | h | suficientemente pequefio

se verifica que
h2
f(x, +h)-y = 7f'(xo +6h)

cualesquiera que sea el signo de h. Lo cual implica f(xo+h )<y . Luego si " (x)< 0 la grafica de f (X) es

cdncava en un entorno de X,.

Vamos a suponer que f"' (xo)= 0 y que p sea el orden de las primeras derivadas sucesivas de f(x) que no se

anulan en el punto xo, con lo cual se verifica
' (xo)= " (X0)= v =f " (x)=0 , fP(x0)£0

Utilizando la formula de Taylor limitada a la derivada de orden p se tiene

f(x, +h)="f(x,)+hf'(x, )+ h—':fp(x0 +0h)
p:
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En el punto xo+h la diferencia entre la ordenada de la curva y la de la tangente en x, es
hP
f(x, +h)-y= —|fp(x0 +0h)
p!
Como f? (x) es continua en X, resulta que para | h | suficientemente pequefio, f* (x¢+0 h) tiene el mismo

signo que f? (xo) . Luego se tiene

1.p pary fP(x0)>0, f(xoth)-y >0 cualesquiera que sea el signo de h, la grafica es convexa en un entorno de

X0

2.ppary fP(x0)< 0, f(x¢+th)-y < 0 cualesquiera que sea el signo de h, la grafica es concava en un entorno

de X0

3. p impar y f °(x¢)# 0 , f(xo+h) - y tiene signos opuestos segiin que h sea positivo o negativo , luego la

grafica tiene un punto de inflexion en el punto xg
4.9. Calculo de maximos y minimos

Sabemos que si f(x) tiene un maximo o un minimo en el punto x¢y la funcién es derivable en dicho punto se
tiene: ' (x0)=0. Supongamos, que ' (x0)=0 y sea p el orden de las primeras derivadas sucesivas que no se

anula en x, , es decir

' (x0)= " (X0)=+veeen. =fP! (x)=0 , fP(x)#0

La formula de Taylor limitada en la derivada de orden p es

p
rle, +h)= 1, )10, o)
La diferencia de ordenadas de la curva entre los puntos xo+h y x¢ , sera
hp
f(x, +h)-f(x, )= — 1 (x,+6h)
p!

Por la continuidad de la funcion f P(x) ,los valores £ (xo) y f "(xot0 h) tienen el mismo signo para |h|

suficientemente pequefio. Casos a considerar

1. Sipespary f°(xo) >0 , la diferencia f(xoth)-f(xo) es positiva, cualesquiera sea el signo de h. La funcion
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tiene un minimo en el punto xg

2. Sipespary f(x¢) <0, la diferencia f(xoth)-f(xo) es negativa, cualesquiera sea el signo de h. La funcién

tiene un maximo en el punto X

3. Sipesimpary fP(xo) #0, la diferencia f(xoth)-f(xo) tiene signos opuestos seglin que h sea positivo o

negativo.En este caso el punto es de inflexion y no hay ni maximo ni minimo en Xg

Regla para hallar los maximos y minimos de una funcidn Para calcular maximos y minimos de una
funcion f(x) , se resuelve la ecuacion f'(x)=0 . Si X, es una raiz de dicha ecuacion se hallan los valores
hasta una derivada que no se anule en X, . Si esta derivada es de orden par y positiva, la funcion tiene un
minimo en X, . Si dicha derivada es de orden par y negativa la funcién tiene un maximo en X, .Si dicha

derivada es de orden impar, el punto es de inflexién y no hay ni méximo ni minimo en X,
4.10. Representacioén grafica de funciones

1. Dominio de definicion de una funcion f(x) , es el conjunto de valores de x para los cuales esta f(x)

tiene un valor perfectamente determinado. Veamos el dominio de definicion de algunos tipos de funciones:
Funcién polinémica y=a, +a,X +a,X” + .ccooerrnee. +a, x" esta funcion esta definida VxER
Funcioén racional

Ay +2,X+2,X" + oo +a,x

_b0+b1x+b2x2+ ............... +b, X

Dominio definicion (- 0, 00 ) excepto los valores de x que hagan nulo el denominador

Funcion irracional f(X)= “dfix )

Sin es impar, la funcidon dada existe para los mismos valores que f(x) .
Sin es par, la funcidon dada existe solo para valores de x que hagan f(x) positiva o nula.

2.Simetrias Estudiar la simetria es muy importante a la hora de intentar representar curvas, ya que sabemos
que si una funcion es par , la curva sera simétrica respecto al eje OY, y si la funcién es impar, la curva sera

simétrica respecto al origen de coordenadas.

Pero debemos tener en cuenta que para las funciones no uniformes, es decir funciones en las que a un valor
de x le corresponde mas de un valor para y, puede existir simetria respecto al eje de abcisas cuando la curva

no cambia si se sustituye y por (-y ) .
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3. Asintotas Sea un punto variable P, que se mueve sobre una curva de ecuaciones y = f(x) . Puede suceder
que una de las dos coordenadas (x,y) de P, o las dos tiendan a infinito cuando P describe una rama de la

curva, representada por y =f(x) ; en este caso se dice que la rama es infinita, es decir, que existe una asintota

Se llama asintota de la curva a una recta r, tal que la distancia de un punto variable P de la curva a la recta r

tienda a cero cuando P se aleja indefinidamente sobre una rama infinita de dicha curva.
Asintotas verticales Si lim f(x)= o , cuando x—a . La recta x = a es asintota vertical de la curva y=f(x)

Asintotas horizontales Silim f(x)=+ b cuando x— =0 . La recta y = b es una asintota horizontal de la

curva y =f(x) .
Asintotas oblicuas Supongamos que la curva y=f(x) admita una asintota oblicua de ecuacién y =m x +

n . Los coeficientes m y n se determinan a partir de:

m = lim o) n= lim[f(x)—mx]

X—>00 X X—>00
Ramas parabdlicas

Si m=0, n= o se dice que la curva presenta una rama parabolica segiun OX. Si m=c se dice que la curva

tiene una rama parabolica segiin OY

Si m es finito distinto de cero, n= o , se dice que la curva tiene una rama parabolica oblicua segun la

direccion y =m x

4. Puntos de corte de la grafica con las asintotas Para hallar los puntos de corte de la grafica con

los ejes de coordenadas y con las asintotas se resuelven los sistemas

y=0

Puntos de corte con el eje OX
y =f(x)

x=0

Puntos de corte con el eje OY
y =f(x)

Puntos de corte con las asintotas
y =f(x) y=b

X=a

{y=mX+n ) {y=f(><) ; {Y=f(><)

5. Periodos Se dice que una funcion f (X) es periddica de periodo T si f(x + T)=f(x) .

6.Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos Se llaman intervalos de
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crecimiento y decrecimiento de f(x) al conjunto de todos los valores de la variable x en los que la funciéon
f(x) es creciente o decreciente. Para calcular dichos intervalos se calculan las raices de f (x)=0 y a
continuacion se estudia el signo de f(x) en los puntos interiores de los extremos cuyos extremos son dichas

raices y segun sea positivo o negativo la funcidn es creciente o decreciente respectivamente.

Si la funcion crece en el intervalo de la izquierda de la raiz y decrece en el intervalo de la derecha, la funcion
presenta un maximo en dicho punto y si decrece en el intervalo de la izquierda y crece en el intervalo de la

derecha, la funcién presenta un minimo en dicha raiz.

7.Concavidad y convexidad de la funcion, puntos de inflexion Se llaman intervalos de convexidad
o de concavidad de la funcién al conjunto de todos los valores de la variable x en los que la funciéon f(x) es
concava o convexa. Para calcular dichos intervalos se calculan las raices de f'(x)=0 y se estudia el signo de
dicha funcidon en los puntos interiores de los intervalos cuyos extremos son dichas raices y, segun sea
positiva o negativa la funcion serd concava o convexa. Si dichas raices separan intervalos donde la funcion

es concava en uno de ellos y convexa en el otro, la funcidn presenta un punto de inflexioén en dichas raices.

8. Puntos multiples un punto por el que pasa la curva mas de una vez se le denomina punto multiple.
EJERCICIOS RESUELTOS

1. Sea la funcion: y= L (x+2) .Calcular

a.El polinomio de Tayloren: x =1

b.EI desarrollo de Mac-Laurin

c.Calcular el término complementario de Lagrange en los desarrollos de Taylor y Mac-Laurin

Polinomio de Taylor en x = 1

_ vy ] wiy ] w2 oy = 3! b (e @D
y() =13, y(1)_§, y'(1)= Y { = Y=Y (-1) 5
1 1 (x-1 1 (x-1 a 1 x-1
f(X)=L3+§ (X-l)'3_2( 2)2+3_3( 3 )3 F o + (_1)‘713_11%4_']“1

Desarrollo de Mac - Laurin:

y(0)=L2, y'(0)=%, Y"(0)=-2L2, Y”'(O)=%’ Y""(0)=;—f!, Y“(0)=(-1)“”%
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1 1 x* 1x° a 1 x"
f(X) L2+2X-2—27+2—3?+ ............... +(-1)112_n?+T2

Término complementario de Lagrange en el desarrollo de Taylor

1 (X ) 1)n+1
(c+ 2)n+1 n+1

Tl — (_ 1)n+2

, 1<c<x

Término complementario de Lagrange en el desarrollo de Mac-Laurin

n+l

T, =(1)"? ——o 0
=(-1y (c+2)“”n+1 <c<x

2. Desarrollar la funcién f(x)= e **' por Mac —Laurin.

f(0)=¢, f (O)=e, ' (O)=e.,............ £ (0)=e
1, 1
f@)=e+ex+—@x +—€X + e +—ex" +T,
2! 3!

3. Calcular hasta el orden de las diezmilésimas, el valor del numero e

Sabemos que

3 4 5 n
S PPURE . +—+T,
1121 31 41 5 n
1 1 1 1 1 1
Para:x =1,seobtiene: e =1+ —+—+—+—+—+........... +—+T,
o2t 31 41 5! n!

siendo : T; el término complementario de Lagrange que mide el error que se comete, cuando se aproxima la

funcion por el desarrollo. Ahora bien

0

1
T =—o0n—
)

0<0<1=>

3 < ! =n+1)=30.000=n=7
(n+1) 10.000

e=1+1+l+l+l+l+l+l=2.71822
21 31 41 51 6! 7!

Luego: el valor exacto del numero e con cuatro cifras exactas viene dado por: 2.7182
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4. Calcular las dimensiones del rectangulo de area maxima inscrito en una circunferencia de radio R =5
El area del rectangulo viene dada por: A(x ,y)=x .y.Las variables x e y estan ligadas por: x’+y’=100 . Luego

la expresion del area viene dado por: AG/)Z J100-y* y

Anulando la derivada primera, teniendo en cuenta que el area ha de ser maxima, se tiene:

A'(y)=+100-y? - 2 =0=>{,=5J5 ,x =52

2
Yy
4/100-y
El rectdngulo de area maxima inscrito en una circunferencia de radio R es un cuadrado.

5. Entre todos los trapecios de tres lados iguales, calcular las dimensiones del que tiene area maxima.

S(x,h

)= (1 +2}’)1

Ahora bien, y=2 x+h,sustituyendo en la expresion anterior:

S(x,h)= w =(1+x)h

h2+X2=12:> 12_X2
En estas condiciones se tiene, planteando la condicion de que el area sea maxima:

1

S(x)=(+xN1*-x*> =S'(x)=+1*-x" - x(1+x) 0= X773
V17 -x? x=-1
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1
La solucién x = —1, no tiene sentido. Para X = > S"(x)< 0. Méximo. Luego y=21

6. Hallar el 5° polinomio de MacLaurin y generalizarlo para el enésimo polinomio:
a) f (x) =sen x

£(0) =0, £(0)=1, £'(0)=0 , £"(0)=-1 , £"(0)=0 , £""(0)=1

3 5
El siguiente polinomio de Taylor: sen x = X — % + %
n X2k+l
De manera general: sen x = (—1)k —_—
- 2k +1)!

b) f (x) = cos x
f(0) =1, £'(0)=0, f'(0)=-1, £"(0)=0, f"'(0)=1, £""(0)=0

2 4
X

Polinomio de Taylor: cosx=1-—+—
21 4]

2k
X

2k)!

Y de manera general: cosx = 2 (-DF
=0

7. Hallar el 4° polinomio de MacLaurin de la funcion: f(x)=(1+x) "

(ox) =1t r(r2_|1)"2 LH=DE=2) 5 e -DE-20-3) .

3! 4!

(1+x) ~1+ i r(r-1)(r - 21{.;....(r —k+D) o
=1 |

2x+3

8. Hallar el polinomio de Maclaurin de grado tres de la funcién: f(x)=

Hacemos la division ordenando los polinomios de menor a mayor grado

2x+3 2 3

f(x)= =-3-5x-5x"-5x".......

X —
9. Hallar los extremos absolutos de la funcién en el intervalo [0 ,3]

f(x)=2x°-3x*12x+15
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Primero calculamos los puntos criticos, puntos en los que la derivada primera vale cero , que son
x=2,x=-1
Comparamos los valores de la funcion en los puntos criticos y en los extremos del intervalo

£(0) =15 Méximo
f(2) = =5 Minimo absoluto
f(3)=6

10. Se define la funcion f(x)=x - 3, x = 0; determinar a, de modo que:
X

a) f tenga un minimo en x =2
b) ftenga un maximo en x = -1

a)f (2)=0 4+a=0 a=-4

b)f (-1)=0 1+a=0 a=-1
11.Dividir una recta AB en dos partes tales que AC’. BC sea maxima

SeaAC= x ,BC=Db ,de formaquex+b=a

Planteamos y=bx = (a-x)x =ax>-x"
y=3ax’-4x’=0 x=0,x=3a /4

"

para x=0 , y"' #0 luego no hay ni maximo ni minimo

Para x=3a /4 ,y"<0 (maximo) , b=a/4

12. Calcular el desarrollo limitado de f(x)= senx (1-cos x ) y de g(x) = x’ V1 -x">

senX(1-cosx) = x—lx3 +Lx5 +0(x%) lx2 —LX4 +Lx6 +0x7) | =
6 120 2 24 720

|-
]
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Hallar el polinomio de Taylor para la funcion: f(x)= e * +e -* en el punto x =0

Solucién : f(x )= 2+£x2 +£x4 F o + (ﬂ)xn
2! 4! n!

2. Dada la funcion : f(x)=4 x >-3 x > +5 x-1 . Desarrollarla en serie de potencias de (x — 2)
Solucion: f(x)=29 +41(x-2)+21(x-2)" + 4 (x-2)’

3

X
3. Representar la funcion: y = >
x° -1
, X’ +x*=2
4. Representar la funcion: y = —
x°-3x-4

5. Representar la funcién: y=L (x °*— 3 x + 2)
6. Representar la funcién: y = x + Vx* -1

7. Hallar el polinomio de orden cuatro de MacLaurin de las funciones: a) (1 + X)ﬁ ,b) V1+x

SOLUCION :

(1+X)\F2 =1+\/§X+L\/§ ;_1 X2+\/§(\/§_1' 2_2)x3+\/5(\5_1 2_2)\/5_3))(4

3! 4!

1/i1+x')=1+lx—lx2 PERINERIE B
2 8

-—X
16 128

8. Hallar el polinomio de orden cinco de MacLaurin: f(x)=¢ *
, n Xk
SOLUCION: et = ) —
~ k!

9. Calcular los coeficientes a, b y ¢ de la pardbola y= a x+b x+c  para que pase por el punto (-2, -5) y tenga

un minimo en el punto (5, 8).

SOLUCION: a=—£ : b=@ : c=ﬂ
49 49 49
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10. Al caer cierta cantidad de arena en el suelo a razén de 12 cm® por segundo , se forma un montén cénico
cuya altura es 2/3 del radio de su base ; Cual es la velocidad de crecimiento de la altura cuando estd ha

alcanzado un valor de 10m .
SOLUCION h'(t,) = 0.167.107

-X

11. Estudiar los extremos absolutos y relativos de la funcion f(x) = en todo R

1+x

Solucidén: Maximo relativo en x =-1 , minimo relativo en x=1
f (— 1)=% (Méaximo absoluto) , f(1)= —% (Minimo absoluto)

12. Calcular a, by c tales que la grafica de la funcién f(x)=a x’+bx” +cx tenga una tangente horizontal en

el punto de inflexion (1, 1)
Solucion: a=1,b=-3,¢c=3

13. Calculara, b, ¢y d para que la funcion f(x)=a x>+ bx” +cx +d tenga un minimo relativo de valor -3 en

x = 0 y un méximo relativo de valor 4 en x =1
Solucion: a=-14,b=21,¢c=0,d=-3
14.Deseamos construir una lata cilindrica con 40 cm® de capacidad . El material del fondo y de la tapa es

dos veces mas caro que el del lateral . Hallar el radio y la altura de la lata mas econémica

10
Solucién: r=3— , h=4r
T

15. Calcular el punto mas cercano y mas alejado de la pardbola y= 4-x” al punto ( 0,1)

Solucidn : Los puntos de la pardbola que se encuentran mas cercanos al punto (0,1) son
+ \/z ,E , —\/E ,E , El punto mas alejado no existe.
22 22

16. Estudiar los extremos absolutos de la funcion f(x) =

2
en todo R

1+x

Solucion : Minimo (0 ,0) , Maximo no tiene
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17 .Mediante un desarrollo de Taylor de tercer grado para la funcion f(x)=arco tang x , calcular el valor

aproximado de arco tang 0.1 y acotar el error cometido

Vamos a calcular el polinomio de Taylor de tercer grado , desarrollando en el punto x=0

P, (x )= f(0)+(0)x +

ORI O N
2! 3!

El valor de arco tan 0.1 , sera aproximadamente P5( 0.1)

El error cometido vendra dado por el termino complementario

£ (c)
R, (x)= al x*
Donde ¢ es un numero comprendido entre 0y 0.1
f(x) = arco tanx —=£(0)=0
g =(ex2 )" - f(0)=1
2 2
f"(x)=—6+x ) 2x —={'(0)=0
frx)=21+x*)24x* -(1+x*)?2  —f"(0)=-2

-48x%° 24 x

) )

fllH(X

3
X
P3(x)=x—?

Arco tang (0.1)=P; (0.1)= 0.0996666

Error cometido

3 2
Arco tang (0.1) - P5 (0.1)= Ry (0.1) = | Z22¢ +24¢"
6+C2)

]014 ,0<c<1
4!
R,(0.1)< %.0.14 = 0.0001

El error cometido es menor que 0.0001

1

G+xﬁ

18. Dada la funcion f(x)=
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a)Su polinomio de Mac-Laurin de grado tres

b)Usar el polinomio anterior para calcular de forma aproximada el valor de

1
V1.1
¢) ¢, Que se puede decir sobre el error cometido en la anterior aproximacion

Vamos a calcular el polinomio de Taylor de tercer grado , desarrollando en el punto x=0

P, (x)= f(0)+F(0)x + f'z(?) N f‘;('O) o

El error cometido vendra dado por el termino complementario

R, ()10

4!

Donde ¢ es un numero comprendido entre 0y x
f(x)=(1+xﬁl — f(0)=1
f(x) = ‘71(1 +x) — f'(0) = ?1
F'(x)=%(1+x)‘z —>f"(())=%
f‘"(x)=-1?5(1+x)_; ef"(0)=—l§5
'"(x) =%(l+c)_z

P, (x) =1—%X+§ x’ —15—6X3

R3(X)= %(l+c)_79 x*

1 1
- — £(0.1)= P.(0.1)= 0.9534375
JI.1 o J1+0.1 0.H=P,0.1)

9
R3(0.1)=%0.14(1+c)_§ <0.0007

72



9
Pues (1 + c)_i <1 . Esto quiere decir que el valor de P;(0.1) difiere del verdadero valor de f(0.1) en una

cantidad menor que 0.0007
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CAPITULO 5. METODOS DE INTEGRACION

5.1. Primitiva de una funcién
Definiciones Una funcion F(x) se dice primitiva de otra funcion f(x) en un intervalo I si se verifica
F' (x)=f(x), Vx& 1
Es decir, su derivada coincide con la funciéon en dicho intervalo.
Sumando a F(x) una constante arbitraria C, se obtiene otra funcidon primitiva
[F(x)+C]'=F'(x)=f(x)

El conjunto de todas las primitivas de f(x) se llama integral indefinida de dicha funcién y se representa

por
[ f(x) d x= F(x)+C

El proceso de obtener una integral indefinida de la expresion f(x) dx se llama integraciéon y se simboliza por

el operador [ (signo integral). C se le denomina constante de integracion.
5.2. Propiedades de la integral indefinida

Sif(x) y g(x) admiten primitivas en un cierto intervalo I, se verifica

f [f(X)i g(x)]dx = f f(x)dx = f g(x)dx

fk f(x)dx = kff(x)dx

k = 0 , constante real arbitraria

5.3. Tabla de integrales inmediatas

n+l
fx“dx=x +C,(n+1=0) fd—X=L|X|+C
n+l X
[eXd *+C X dx a’ +C
= a ==
e*dx=¢e f L
[senx dx=-cosx+C [cos xdx=senx+C
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[tangx dx=-L |cosx | +C [cotgxdx=L| senx | +C

dx dx
fsenzx = —cotgx +C fcoszx = tangx + C
C 0 d—X=—arco tan i+C
f\/i arcsen||+ ,(a=0) fa2+x2 fl g|a|
f dx arcsecx + C Shxdx= Chx+C
" = xdx= Chx
xvVx? -1 f
dx 1 |x-a
[Chx dx=Shx+C fm=ZLx+a+C
x++va’ +x’ +C=ArgSh§+C
f\/a +x° ‘ a

f%=LX+\/x2—a2‘+C=ArgCh§+C

5.4. Métodos de integracion
Existen diversos métodos para resolver la integral [ f(x) d x. Los mas usuales son
Integracion por partes
Integracion por cambio de variable
También se estudiara la integracion de determinados tipos de funciones como: Funciones racionales
Funciones irracionales. Funciones racionales de ¢ *. Funciones trigonométricas. Funciones hiperbdlicas.
5.4.1. Integracidén por partes
Sean las funciones u(x) y v(x), diferenciables en un intervalo I. Diferenciando la funciéon u(x).v(x) se

Verifica d[u(x) .v(x)]=u'(x) v(x) d x + u(x) v'(x) d x

[l (o = ue Vo) [ vt

que es la féormula de integracion por partes
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Ejercicios de aplicacién

Lx
1. Calcular 1 =f— dx
X

I=(LX)Z—f%dx=>21=(Lx)z=I= +C

2. Calcular: I= [ arctang x d x

x arctangx —%L(l +x° )+ C

X
[ =x arctang x — [——dx
I+x

5.4.2. Integracion por cambio de variable

El problema consiste en sustituir en la integral Jf(x) d x la variable X por una nueva variable t con el

fin de simplificar los calculos.

Sea la integral [f(x) d x. Se efectlia el cambio de variable x= o(t) , siendo @(t) una funciéon derivable que

admite funcion inversa. En estas condiciones se verifica

o) d x=Iflo(t) ¢'()]dt Jg(t) ¢'(t) dt =F()+C
Siendo F(t) una primitiva de la nueva funcion g(t) ¢'(t)
Se vuelve a la variable x mediante el cambio t =@ (x)

Ejercicios de aplicacién

3. Calcular: f%/ (ax +b) dx

2

Cambio de variable ax +b = t? =dx = —dt
a
3t’ 3t
f%/ (ax+b) dx= —dt=8—+C
a a

3
Deshaciendo el cambio f Y (ax+b) dx= g%/ ax+b) +C
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5.4.3. Integracion por reduccion

Reciben el nombre de formulas de reduccion aquellas que permiten calcular una integral I cuando a

partir de ella se obtiene otra integral de su mismo tipo pero mas sencilla. Veamos algunos casos
a)I=[P(x)e**dx
Aplicando la formula de integracion por partes

ax

ax _e_ _l ' ax
fP(x)e dx = " P(x) afP(x)e dx

Aplicando este proceso reiteradamente se obtiene la integral propuesta

I =fP(x)eaXdX - ea_x[P(X)_iX)_'_ P"(x)

a

b) )=/ P(x) e **cos bx dx, I,=]P(x) e **sen bx dx
Multiplicando la segunda integral por la unidad imaginaria i y sumando, se obtiene
I +il, =fP(x)eax cosbxdx +iP(x )sen bx dx

(atib) x_

Teniendo en cuenta que e e ** (cos (bx)+i sen (bx)), la expresion anterior se transforma en

L +il, = [P(X) @0 gy
Si aplicamos la expresion obtenida en a) a esta integral

(a+ib)x [ "
e PX_P(x)+ P'"'(x)

F o =A+iB , JA,BER
a+ib a+ib (a+ib)’ & J

Identificando las partes reales e imaginarias, obtenemos [,=A, [,=B

Ejercicios de aplicacién

4. Calcular Jx° ¢ * d x

s 5 e™ [ 5 5x* 20x’ 60x* 120x 120
fx etdx H—|[x - + - + -
3 3 9 27 81 243
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5.4.4. Integracion de funciones racionales

P(x
Una funcién racional es una funcion de la forma f(X) = % donde P(x) y Q(x) son polinomios. En este
X
, . P(x)
apartado se aborda el calculo de la integral f ——dx.
Qlx)

La integracion de estas funciones es inmediata cuando P(x)=k Q'(x). En este caso

h %dx _k f@(y(x)dx = kL|QR)|+C

Se considera ahora el caso general en el que el grado de P(x) > grado de Q(x). Se procede de la siguiente

forma:

a) Se divide P(x) entre Q(x) y se obtiene

Py, RO
Q(x) Q(x)

Siendo C(x) y R(x) el cociente y

el resto respectivamente. Por lo P(X)

tanto f Q(X)

R(x)
dx =fC(X)dX +I®dx

[C(x)dx esuna integral inmediata y el grado de R(x) es estrictamente menor que el grado de Q(x)

(x) .
dx donde el grado de R(x) es estrictamente

(x)

menor que el grado de Q(x) .Suponiendo Q(x) =x "+a ..  x " +........ +a

R
b) Ahora el problema se reduce a calcular la integral f Q

Se hallan las raices oy, 0...... de Q(x), que se descompone en factores irreducibles
Qx)=(x -a ) (x - )™ ... .

R(x)
Q(x)

Se descompone en suma de fracciones simples segun los casos

R(X)_ A, + A, Ay

= + +
Qx) kX PXx) P (%)

Se hallan las constantes Aj, A,.....A  mediante un sistema de ecuaciones
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R(x) =A; P (X)..... P(X)tAs(x) Pi(x)..... P(X) +........ +A k Pi1(x) Po(x)..... P 1(%)
(Método de los coeficientes indeterminados).Por ultimo se integran los diferentes sumandos

R(x) B dx dx Cdx
fQ(x) X = AlfPl(x)JrAsz (x)+ ........ +Akak(x)

R(x)
Q(x)

A continuacion se analizan los diferentes casos de descomposicion de la funcion

Raices reales simples Por cada raiz real simple a de Q(x), Q(x)= (x-a)..... se procede de la siguiente

forma

R _ A
0 Tt

Ejercicios de aplicacién

5. Calcular
x- -1

1 A A, A K-1)+A(x+1)

P ! X2_12 =1=A,Kx-1)+A,x+1)=
1 I
A=——, A,=—
o272

dx 1 dx
fXZ_lz_E x+1+§fx—1

B LTINS TN e
2 2

Raices reales multiples Por cada raiz real multiple a de orden h de Q(x), Q(X):(x-a)h ........

RKX) A, A, A,

Qx) (x- a) (x - a)Z +(x-a)h+

Ejercicios de aplicacién

6x* -9x* +5

STy A

6x* -9x%* +5 A,

(x-1F(x+2)x+1y (X 1) (x—l)2 (X+2) (X+1) (X+1)2

6. Calcular I =
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1
1|_6(X—1)

1=iL|x—

+@L|x +2|—§L|x +1)-
18 9 2

1
———+C
2x+1)

Raices imaginarias simples Si la ecuacion algebraica de coeficientes reales Q(x)=0 admite una raiz
imaginaria x =a+i B, admite también la raiz conjugada x =a- 1 . Luego el polinomio Q(x) tiene como

divisor el polinomio de segundo grado
(x-0)* +B*=(x- 0-i B) (x -+ PB)
QM) =(x-0-i B) (x- 0 +1i B) = (x-00)+p’

De manera que por cada par de raices imaginarias conjugadas simples se tiene un sumando de la forma
Ax+B
2
(x—a) +p

R(x) _ Ax+B
Q) (x—a)z +B2

e sl ey el
=§L\(X_a)z % arctang X% 4 C
Ejercicios de aplicacién
7. Caleular 1= [ (X2 +Xj’i Y o)
1 Ax+B  Cx+D (Ax+B)x> +1) (Cx +D)x* +x +1)
(Cax+1C+1) Caxal x4l G rx+1)+1) -

1=(Ax+B)(x* +1)+ (Cx+D)Yx> +x+1)=>A=1,B=1,C=-1,D=0

(2x+2) 2x 2x +1 dx 2x dx
T dx+ o
2fx +x+1 2 x2+1 fo +x+1 2fx +x+1 2 x? +1

2x+1
arctang

3

—lL‘x2+l‘+C
2

= IL‘X +x+1‘
2

ﬁ
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5.4.5. Integracion de funciones irracionales
o B Y
ax+b ax+b ax+b
X, , , dx
cx+d cx+d cx+d

Siendo R, la caracteristica de una funcion racional; los exponentes o, f....... son nameros racionales

a) fR

positivos o negativos; las constantes reales a, b, ¢, d son reales y conocidas y cumplen a d-b ¢ #0

Sea m el minimo comun multiplo de los denominadores de o, B...... Se efectua el cambio de variable
ax+b _m
cx+d

Ejercicios de aplicacién

X +4/2X+1
——d

I = X
8. Calcular f1+2 2x +1

2

Cambio de variable: 2X +1 =t =x = ,dx=tdt

t?+2t7 -t 1 3 7 7. dt
I=fT4tdt =th2dt+§ftdt 'Efdt+§f2+4t =

_1lpy3e —lt+lL|4t+2|+C
12 16 16 32

Deshaciendo el cambio se obtiene

1=é(w/(2x+1)3)+%(2x+1)-%m)+3l2q4m+2‘+c

b) fRQ(,\/axz +bx+c)1x

Se efectila uno de estos cambios

Jax®+bx+c=xJax+ta>0
Jax®+bx+c==Jc+tx,c>0
Jax? +bx+c=(x-ak
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, .7 2
Donde oo es una de las raices de la ecuacidon a x~ +bx +c=0

Ejercicios de aplicacién

- dx
9. Calcular —f Xm

2 2 _ P
Cambio:\/m=x+t3x=—t hl ,dx=Mdt
-2t (1-2ty

\/27 —t? +t+2
X 4+X-2=—-—-—"—+

1-2t

2dt t
I=fm=\/§arctang—+c

V2

Vx?+x-2-x

Deshaciendo el cambio 1=42 arctang 7 +C

dx
10. Calcular | =f -
XV =X "+x+1

[ 1 -2 2t7 =2t -2
Cambio —x2+x+1=l+xt=>x=1—t;,dx=;dt
+

(+0)
\/—x2+x+l=ﬂ

t? +1
I= idt=L|1-2t|+c
1-2t
2
- 1-2
Deshaciendo el cambio | =L X FX+ -1|+C

X

¢) Casos particulares

Integrales del tipo:

f R Qc, va’ +x’ )dx Cambio de variable |x = aSht ,x = atangt
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fRQ(,«/az -x’ )x Cambio de variable |X =asent,x =acost|

fRQ(,\/XZ -a’ )x Cambio de variable |X =aCht, x = asect|

Ejercicios de aplicacién

11. Calcul f dx
. Lalcular —
V9 + x2

3d§ = VO +x* = 3

Cambio de variable x =3 tangt[Jdx =
cos“t cost

dx B dt
f1/9+x2 fcost
dx =3 Chtdt
O bien, si se realiza el cambio x=3 Sht =
V9 +x? =3Cht

:fdt=t+C=ArgSh§+C

f dx
V9 +x°2
12. Calcular: fV4 - x2dx

Cambio de variable X = 2sent = dx = 2costdt = +4 — x*> = 2cost

f\/4—x2dx=4fcosztdt =2t+sen2t+C

X X
Deshaciendo el cambio fV4 - x%dx = 2arcsen5 + EV 4-x*+C

P(x)dx
Integrales del tipo f \/7 P(x) polinomio entero en X
ax”" +bx+c

Esta integral se calcula aplicando el método aleman: se descompone la integral de la siguiente forma

f& Q(x)Vax’ +bx +c¢ +Kf

ax’ +bx +¢

Jax? +bx +¢

Siendo Q(x) un polinomio de coeficientes a determinar de un grado inferior al de P(x) y K una constante

desconocida.
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Todos estos parametros se determinan derivando ambos miembros, eliminando denominadores y

aplicando el método de los coeficientes indeterminados.

. _ dx
Por ultimo se calcula la integral f T
vax® +bx +c

Ejercicios de aplicacién

3
x dx
13. Calcular I =f _—

VJa? +x?

_xdx x> +Bx+CplNa’+x*> +D
I f

dx
Ja? +x? vJa? +x?

Derivando

3 2
X )/—2 3 x(ﬁx +BX+C) D
—\W=(2AX+B e va® +x’ +«/az+x2

Se eliminan denominadores
x* = (2Ax + BXa2 +x° )+ x(sz +Bx + C)+ D

Aplicando el método de los coeficientes indeterminados se obtiene

A=l, B=0, C=-3a2 ,D=0
3 3

I=%(x2 —2a2 Na?+x* +C

5.4.6. Integracion de funciones racionales de ¢’

En este apartado se estudia la integral I =R (¢ *) d x

X « dt R(t
Para calcularla se efectua el cambio de variable ='.= e'dx =dt=dx = T = |I= f T()dt

Ejercicios de aplicacién

pe? 41

e
14. Calcular: I=f—dx
e

X_e—X

Cambioe *=t

84



t* +t2 +1 2+t

=& fuu+fm+f t-ﬁ—+t——qHJh Iﬁ 1|+C

er

Deshaciendo el cambio [I=——+¢"

2

e*+q -ﬂ+c

5.4.7. Integracion de funciones trigonométricas

2m+1

a) Potencias impares de senos o de césenos [sen x dx, [ cos ™" x dx

2m+1

I=[ sen x dx =] sen ™ x sen x dx =J(1-cos > x) ™ sen x dx

Cambio [cOosX =t=I=—f(1—t2)"dt

Anélogamente | =fcoszm”x dx =f(1 - senzx)ncosx dx

Cambio senx=tzl=f(1—t2)“dt

Ejercicios de aplicacion
15. Calcular I= [cos ° x dx

5

I=f(1—coszx)zsenxdx =—f(1—t2)zdt=—%+§t3 -t+C

1 5 3
Deshaciendo el cambio |I = —§COS X + ECOS X —cosx + C

16. Calcular 1= [ cos ® x dx

I = ({l-sen’x kosxdx = (1—t2)1t=t—i+C
) / 3

. . |
Deshaciendo el cambio |I = senx — gsen x+C

2m

. ’ 2
b) Potencias pares de senos o de cdsenos [sen ™ x dx, [ cos ™™ x dx, m par

Se recurre a las formulas de Euler
ix —-ix ix —-ix

—-€ € +¢
senx = —m COoSsX = ——

de manera que
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fsenmxdx =I(%) dx

m

cos"'xdx = ﬂ dx
/ /17—

Desarrollando el binomio de Newton se obtiene la integral de una suma de potencias de ¢ '* y de e **
Ejercicios de aplicacion

17. Calcular: I= [cos * x dx

ix |, -ix \4
I=f(%) dx = %f(eﬂx +4ei2x +6+4e—i2x +e—i4x )IlX —

i4x i2 x -2 x -i4x i4x -idx i2x -2 x
-1 e. +Ze. +6x—2e. _° - +C=L le —'e 145 —.e +6x [+C=
16{ 41 1 1 41 161 2 21 21
_ %(Sen‘b‘ +4sen2x+6x)+C

Ejercicios de aplicacion
18. Calcular la integral I=[cos *x sen ” x dx

I=f(1—cos2x)c0s2xdx =fcos2xdx -fcos4xdx
fcos4xdx = Senx cos’x +3fcoszxsen2xdx =senx cos’ x +3[=

I=fc0s2x dx -senx cos’x =31

X sen2x
Por otra parte f cos’x dx = 5 + 1
o) 3
Por tanto |1 = X  Sen2X senx cos’x .
or =— -
8 16 4

d) Integrales de la forma | R (sen x, cos x) dx

X
Caso general La integral se reduce a una racional mediante el cambio de variable tangz =t|l=
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2dt 2dt

dx =

1+ tang® = L+t*
2
X X X X X X
2sen — cos — 2tang — cos’ = -sen’ = 1-tang’ = 2
_ 2 2 2t _ 2 2 1-t
s X X X 1+0 0 o7 X ' X 1+t
cos’= +sen’~ l+tang’>~ T cos’= +sen’~ l+tang’> 7t
2 2 2 2 2
tang X =

1-t2

Casos particulares

R es impar en sen x , R (-sen x, cos x)=-R (sen X, cos x). Se efectua el cambio cosx =t

R es impar en cos x, R (sen x, - cos X)= -R (sen x, cos x). Se efecttia el cambio sen x =t

R es par sen x y cos x R (- sen x, - cos x)=R (sen x, cos x) . Se efectua el cambio tang x =t []

dx = dt B dt senx = tangx 't
1+tang’x 1+t J1+tang’x A1+t
1 1
COSX =

\/1+tang2x I+

Ejercicios de aplicacion

senx +1
19. Calcular I=deX
cosx —1
, X t 2t 1-t?
Cambio tang—=t=>dx =—— ,senx =—— ,COSX = 5
2 1+t 1+t 1+t
—(‘[2+2t+1)

DA

-~ +2t+41) A B Ct+D=>{A=—1,B=—2

+—+
t2(1 + t> t2 ot 1+t’ C=2,D=0

d d 2tdt 1
I=—ft—;[—2f7t+flit§ =¥—2L|t|+L‘1+t2‘+C=

_1+L

tang
g2

+C

X X
1 + tang” =| - 2L|tang =
g 2| g2
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e) Integrales del tipo | sen (m x) sen (n x) dx, [ cos (m x) cos (n x) dx , [ cos (m x) sen (n x) dx

Se transforman en sumas o diferencias de cosenos o de senos

1 1
fsen(mx)sen(nx)dx=Efcos(m—n)xdx—Efcos(m+n)xdx =

B sen(m—n)x _ sen(m +n)x N
- 2(m—n) 2(m+n) ¢

fcos(mx)cos(nx)dx = %fcos(m—n)xdx + %fcos(m+n)xdx =

sen(m n)x sen(rn+n)x

2(m n) 2(m+n)

1 1
fcos(mx)sen(n x)dx=§fsen(m +n)xdx —Efsen(m —n)xdx =

cos(m —n cos(m+n)x

2(m n) 2(rn+n)

5.4.8. Integracion de funciones hiperbélicas

En este apartado se estudian las integrales JR(S h x, C h x) dx. Para ello serd util recordar las siguientes

expresiones
Chx=¥, ShX=eX_Ze—x . Chx+Shx =e*  Chx-Shx =e™
Ch’x —Sh®x =1, Sh2x = 2Shx Chx . Sh2x=%
Ch2x = Ch’x + Shix, Chix = SH2X+1
Thow _ 2Thx e Ch2x=1
1+Th%x’ Ch2x+1

Ejercicios de aplicacion

X
20. Calcular f Shx

Cambio Chx =t
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-1L|Chx+1|+lL|Chx-1|+cz
2 2

&9

L Chx—l+C
Chx+1




EJERCICIOS PROPUESTOS

dx

4-x’

1. Calcular: [ =f

X
SOLUCION: arcsenz +C
2. Calcular I=f VXTL(ZXhX

4 16
SOLUCION: ¥x7{ZL(2x)--—|+C

7 49
3. Calcular I=/ arco sen (2 x) dx
SOLUCION: X arcsen(2x)+ %«/1 —4x* +C

4. Calcular I=] x sen x cos x dx

X 5 X —Sen X Cosx
SOLUCION: Esen X—-| ——|+C

4
(aX —bx)Z
5. Calcular I =f 4(1)(
aXbX
(a)x (b)x
b a
SOLUCION: -2x+C

+
La-Lb Lb-La

6. Calcular: I = —————
f / 1 _ X2
earcsenx
SOLUCION: I = 5 (\/l—x2 +x)+c

7. Calcular I=[ e 2* sen 3 x dx

er

T (ZSen3X - 3cos3x)+ C

SOLUCION: I =

8. Calcular I=] x (L x)?dx
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2 2
1
SOLUCION: X7(Lx)2 —X?LX +Zx2 +C

9. Calcular 1=/ sen * x cos * x dx

sen*x sen’x

SOLUCION: - +C
4 6
3x°
10. Calcular [ = g—dx
x° +1

3
SOLUCION: Zarctang(x“ )+ C

11.Calcularf@x-\/;)3 2x dx

6X10/3 24X17/6

SOLUCION: /2 [ =

12. Calcular I=] sen x e “** dx

SOLUCION: —e“™ +C

4x*
13. Calcular [——dx

16
SOLUCION: 2—7(3x3 “1)*+c
2X
14. Calcular f —dx
1+2°

SOLUCION: éL(l +2' R C

15. Calcular I=[ (x> -5 x + 6) ¢ ** dx

7

7/3
+3X ]+C

3x
SOLUCION: 37 Ox? -51x+71 )+ C
2
16. Calcular [ = (X +4 )dX
(X—2 )3
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4 4
- C
X =2 (x—2)2+

4/ S€n X .

SOLUCION: L|x - 2| -

17. Calcular I=

COS X
1 |1+ 4/senx

SOLUCION: =LY —F——|- arctang(/sen X )+ C
2 |1-./senx

18. Calcularf( x(x -2) N
x+1)x’ —9,

SOLUCION: —%L|x +1)+ %L|X +3|+ éL|X -3+C

3x+4

—dx
f2+3X—9X2

19. Calcular

1 1 2
=L x+=]-2L|lx-—=||+C
SOLUCION: 3[ ( 3) ( 3)]

4x* —x’ —46x* -20x +153
20. Calcularf 2%’ —9x 118 dx

SOLUCION: 2% +7x +3L|x-2|-4 L|x-3[+5Ljx+3|+C

2x° —x -7
21. Calcular I = dx
fx3 -x?-x-=-2

SOLUCION: 2x + LKX - zm} ﬁarctang( 23; 1) L C

dx

x* -1

22. Calcular I=f

x-1 +C

-1 1
. —arctangx + —L
SOLUCION: > g R

x> +7x*=5x+5
23. Calcular [ = f dx
(x-1F(x+1)
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SOLUCION: o2

—F+C
x-1 (ex)f

4
24. Calcular [ = XZLdX
x“+1

Lh+xﬂ

SOLUCION: 4arctang x + EE— +C

25. Calcular | =f

dx
N 9x? +4x -3

SOLUCION: —%L‘4—6(/9x2 +4x -3 —3x)+c

26. Calcular | =f

dx
V1-6x -x*

1-6x-x" -1
SOLUCION: - 2arctang +C
X

27. Calcular I=f

dx
Mx2+x+1
SOLUCION: —L‘I—Z(/xz x4l -foc

dx
28. Calcular f m

SOLUCION: 2v/x - 3¥/x + 6%/x - 6L‘1 + i/ﬂ +C

29. Calcular dx

(+x7)

+C

SOLUCION:

X
V1 +x?
30. Calcular f\/X2 —a’dx

1
SOLUCION: EE\/XZ —a’ —azL((+\/X2 -a’ )]—C
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31. Calcular fXVl - x%dx

2
SOLUCION: (X 5 1)\/1—);2 +C

e2x

32.Calcular [ = —d
e* +1

SOLUCION: [e" —=L

e"+l‘+C

33. Calcular 1=/ cos ®x dx

SOLUCION: é( %sen6x +3sen4x +15sen2x +20x) +C

cos x dx
34. Calcular I =fm

SOLUCION x—iarctang Ltangi +C
A3 V32

tang x dx
35. Calcular: 1+ cosx
1- tang%

SOLUCION: Li———++C
1 + tang 5

36. Calcular 1=/ sen *x cos > x dx

sen’x sen’x

SOLUCION: - 7 +C

37. Calcular I=/ sen 5 x cos 3 x dx

cos8Xx cos2x
SOLUCION: - - +C
16 4

38. Calcular I=] ¢ * sen (e ¥ dx

SOLUCION : —cose* J+ C
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CAPITULO 6. INTEGRAL DE RIEMANN

6.1 Integral definida en el sentido de Riemann

Definiciones Dados dos numeros reales a y b, a<b, se llama particion del intervalo cerrado [a, b] al

conjunto finito de puntos de R
P= {xo, X1, X2......... X3 a=Xo<X<Xp...... <x ,=b}
Estos puntos dan lugar a n intervalos parciales de amplitudes
AX p =X p+1- X p, p=0...... n-1
Prap Esel conjunto de todas las particiones del intervalo [a ,b]

Norma o diametro de una particién Es el maximo de los valores A X ;=X ,+1-X,, p=0,.....n-1

Suma inferior y superior de Riemann Sea f(x) una funcién acotada en [a, b] V x&[a, b], existen dos
valores reales m y M para los que m < f(x) < M. Se considera en dicho intervalo una particion P de n

intervalos parciales

P= {xo, X1,X2......... Xn;a=Xo<xX<Xp...... <X ,=b}
Si f(x) estd acotada en [a, b], estard también acotada en cualquier subintervalo [xp, X p11], p=0,...... n-1.
Seanm ,y M, los extremos inferior y superior de f(x) en [xp, Xpe1], p=0,...... n-1. Es decir

m,<fx)<M,,Vx€E[a,b]

En la Figura 6.1, se ha representado la curva y=f(x) acotada por m y M en el intervalo [a, b] , donde se ha

realizado una particion en n intervalos parciales. Se definen las aplicaciones s: P [a, b] —» R
S:P[a,b] R

n-1
P—>3S(P)=YM Ax,

p=0

s:P[a,b] > R

n-1
P— s(P)= Zmprp
=
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s(P), S(P), se denominan suma inferior y suma superior de Riemann correspondientes a la particion P

Eje Y
B ¥ = flx)
T |
) | |
|\ ! ' |
Mpf— = b e L= | |
g | ! | [ |
I | | I I
I | | | I
m F—— | |
| | | | I I
I I | | | |
| | | | | '
a=x; X Xp Xp41 Xy b=x, EeX

Figura 6.1.

De aqui se deduce que haciendo particiones del intervalo [a, b] cada vez més finas, se obtiene una sucesion
monotona creciente de sumas inferiores, acotada superiormente por M (b-a) y por todas las sumas superiores,

que tiende a un valor s (el extremo superior de la sucesion):

§]1 =82 =83 =........ SSm S =S

Andalogamente, se obtiene una sucesion monoétona decreciente de sumas superiores, acotada inferiormente

por m (b-a) y por todas las sumas inferiores, que converge a un valor S (el extremo inferior de la sucesion)

S, =S,=S,=....2S  =.... =S

m

Definiciones Se denomina integral inferior de Riemann y se designa por f al extremo superior de las
INFR

sumas inferiores. Es decir

sups(P)=s =f

INFR

Se denomina integral superior de Riemann y se designa por f al extremo inferior de las
SUPR

sumas superiores. Es decir

inf S(P)=S = [

SUPR

Teorema Sea f(x) una funcion acotada en [a, b]. Se demuestra que se cumple la siguiente desigualdad
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S =
INFR SUPR

Definicion Sea f(x) una funcién acotada en [a, b]. Se dice que f(x) es integrable [a ,b] en el sentido

Riemann si elegido un numero real € >0  existe una particion P tal que S(P) —s(P) <eg

Teorema Si f(x) es integrable en [a, b], se verifica f =
INFR SUPR

I= fb f(x)dx Integral de Riemann en [a, b]

6.2. Clase de funciones integrables
a) Toda funciéon f continua en [a, b], es integrable en [a, b]
b) Toda funciéon facotada en [a, b] con un numero finito de puntos de discontinuidad en [a, b] es integrable
¢) Toda funcion monoétona y acotada en [a, b] es integrable en [a, b]
6.3. Propiedades de la integral definida

a) Si f(x) y g(x) son integrables en [a, b], la funcion f(x) £ g(x) también lo es, y se cumple
b b b
f [f(x)= g(x)]dx = f f(x)dx = f g(x)dx
b) Si f(x) es integrable en [a, b] , también lo es la funcién k f(x) , siendo kER
b b
fk f(x)dx = kff(x)dx
c¢) El valor de una integral cambia de signo si se permutan los limites de integracion
b a
f(x)dx = - [f(x)dx
fis=-f

d) Si C es un punto interior del intervalo [a, b] , la integral en el intervalo [a, b] se descompone como

suma de dos integrales extendidas a los intervalos [a, c]y [c, b]
b c b
ff(x)dx =ff(x)dx +ff(x)dx

e)Si f (x) es integrable en [a, b], también lo es | f(x) | , verificandose
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j'f(x)dx s}|f(x)|dx

f) Propiedades de monotonia .Si f(x) es integrable en [a, b], siendo f(x) >0,V x €[a, b], se verifica
b
f f(x)dx =0

6.4. Teorema de la media

Se demuestra que si, f(x)y g(x) son integrables en [a, b] y g(x) tiene signo constante en dicho intervalo,

existe al menos un valor u €[m, M] tal que

b b
f f(x)g(x)dx = p f g(x)dx

u esun numero comprendido entre los extremos m y M de f(x) en [a, b]
Casos particulares

a) Si f(x) es continua en [a, b] , existe un nimero real n €[a, b] tal que f(n)= w . Por tanto
b b
[reg(x)dx =) e(x) dx

b) Si f(x) es continua en [a, b] y g(x)=1, entonces se verifica

1 b
f(n)= o [f(x)dx

se define como el valor medio de f(x) en [a ,b]

6.5. Interpretacion geométrica de la integral definida

esel area A

Sea f(x) una funcién integrable y con signo constante en [a, b]. El valor UP f(x)dx
encerrada por la curva y = f(x), el eje OX y las rectas x = a, x=b

Demostracion Supongamos f(x) >0 en [a, b]. Sea P una particion del intervalo [a, b]

En cualquier subintervalo parcial se tiene

Mpsf(Wp)SMp 5 VWpE[Xp,XpH]D
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m Ax, < f(\pp hxp =M Ax =

n-1 n-1 n-1
s(P)= Zmprp < Zf(\yp )Axp SZMP Ax, = S(P)
p= p= p=

Ademas s(P)< A <S(P) (D

Por ser f(x) integrable, se cumple que S (P)- s (P) se puede hacer tan pequefia como se quiera tomando una

particion suficientemente fina. Es decir, por ser integrable:

b
lim s(P)= lim S(P)= ff(x) dx

b
‘ff (x)dx

Por tanto, tomando limites en (1)

b

=ff(x)dx =A

(Véase Fig. 6.2)

Eje O3

Figura 6.2. Area limitada por la curva y = f(x) >0 , el eje OX y las rectas x = a, X =b

Analogamente, si f(x) <0

b b
ff(x)dx =A<0— bf(x)dx =A

99



Eje OX

Figura 6.3. Area limitada por la curva y = f(x) < 0, el eje OX vy las rectas x =a, x =b
6.6. Teorema fundamental del calculo integral

Sea una funcion f: [a, b][JR integrable en [a, b]. Se define la funcion F: [a, b][JR

F(x)=ff(t)dt
que depende del limite superior de integracion. F(x) representa el area del recinto limitado por la curva
y=f(t) , el eje de las abscisas y lasrectas t=a,t=x.Se demuestra que

a) F es continua en [a, b]

b) Si f es continua en [a, b], entonces F es derivable en [a, b] y su derivada es F '(x)= f(x) x €[a, b]. Es

decir, F es una funcién primitiva de f en [a, b]
6.7. Regla de Barrow

Sea f: [a, b]— R una funcién continua en [a, b]. Si existe una funcién G: [a, b][JR , tal que G' (x)=f(x) en

[a, b], entonces

b

ff(x)dx =G(b) - G(a) = G(X)|Z

6.8. Integral euleriana de segunda especie

Esta integral fue estudiada primeramente por Euler, siendo posteriormente Legendre el que la designo como

integral eulerina de segunda especia. Se define como
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v(p)= fe"‘xp"dx
0
Descomponiendo esta integral en la forma
J; e *x"" dx =j: e *x"" dx +f1 e™ x"dx

Se demuestra que esta integral converge para p>0.

6.8.1. Calculo de y(p) Calculemos el valor de y(1)

y(l)=fe'xdx = (—e'xr =1
0
Integrando por partes

XP

p

)= oo

e"‘] +lfe"‘xpdx=ly(p+l)
. P p

Se obtiene y(p+1)=p y(p). Sustituyendo en esta formula p sucesivamente por: (p+1), (p+2)....(p+n-1) ya

continuacién multiplicando miembro a miembro se verifica

vp+1)=pv()
vp+2)=(p+1y(p+1)

y(p+n)=(p+n-1)y(p+n-1)
y(p+n)=p(p+1Xp+2) ..... (p+n-1)y(p)

Para p =1 se obtiene y(n+1)=n!
6.9. Integral euleriana de primera especie

Se define integral euleriana de primera especie

1
Blo.q)- [x" (1-x)" dx
0
la convergencia de esta integral requiere que los parametros p y q sean positivos.

6.9.1. Propiedades

1. La B (p, q) es simétrica respecto a los parametros p y q, es decir B (p, q) = B (q, p). En efecto haciendo el

101



cambio de variables x=

1- u, se verifica

B(p.0)=-[(1-u)"u"'du = fu*"(-u)" du ~(a.p)

2. Aplicacién de la B (p, q) al calculo de algunas integrales trigonométricas, haciendo el cambio de

. 2
variable: x=sen “ 0

T

! 2
B(poQ)=pr_l (1-X)q_l dx = 2fsen2p'16 cos29'9 do
0 0

3. Veamos otra transformacion de la B (p, q), mediante el cambio X = IL
Ty

0 yp_l
Bp.a)= [y
{@+qu
6.10. Reduccion de la integral de primera a la segunda especie

v(pv(a)

6.10.1 Se demuestran que B(p,q)= —
v(p+q)
6.10.2 Féormula de los complementos Considerando la expresion
00 }/p_1
Pp.a)= | ——dy
ba)- ] (t+yy

Para q=1-p, 0<p <1, se verifica

© p-

1
dy

.y y
.q)= dy =
Poa) [y iy
El valor de esta integral es y(p) y(l - p) - T
senpm

6.11. Integrales reducibles a eulerianas

Primer caso Sea la integral I, =j:xp"(a - x)q_1 dx
Realizando el cambio x = a u, se obtiene I, =J: xP! (a - X)q-1 dx = ap+q'1[3(p,q)
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Segundo caso Seca la integral I, =jixp'l (1 -x" )_l dx

Cambio x"=u
1 1

- R ploem
X=um"=dx=—un" du:lz=—fum (l—u) du=—B(£,Q)
m me) m \m

6.12. Area limitada por dos curvas planas

Sean las curvas y = f(x), y =g(x). Se determinan primero los puntos de interseccion de dichas curvas,

y =f(x)
y =g(x)

resolviendo el sistema {

Si los puntos obtenidos tienen abcisas a y b, suponiendo que en (a, b), f(x) > g(x), el area viene dada por

A= ()26

Esto se generaliza al caso de funciones arbitrarias f y g mediante la formula

A =jj|f(x)— g(x)dx

6.12.1. La curva es dada por sus ecuaciones paramétricas
Las ecuaciones paramétricas son x= x(t) , y = y(t)

El area limitada por dicha curva el eje de abcisas y las ordenadas x=a, y =b, viene dada por la expresion

A= [ yax= 5O

Los limites de integracion t; , t, , se obtienen a través de las ecuaciones a= x(t;) , b=y(t)
6.12.2. La curva es dada por su ecuaciéon en coordenadas polares

Se trata de calcular el area limitada por el arco de curva de ecuacion polar p=p(0) y las semirrectas de
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ecuaciones 6=a , 0= B . El area del sector sera

A=%jfp2d9

6.13. Longitud de un arco de curva
6.13.1. Longitud de un arco de curva plana dada en forma explicita

Sea la curva y=f(x) definida y continua asi como f'(x) en el intervalo [a, b]. La longitud del arco de curva

entre los puntos x =a, x=b

L =j;bw/1+[f'(x):fdx

6.13.2. Longitud de una curva en coordenadas paramétricas

Sea la ecuacion de la curva en coordenadas paramétricas x=x(t) , y= y(t) teniendo estas funciones derivadas

continuas. Si to, t; son los valores del parametro t correspondientes a los puntos A y B, se tiene

L= e + @ - FOF BT a

6.13.3. Longitud de una curva en coordenadas polares

Sea p=p(0) la ecuacidn de la curva en coordenadas polares, la longitud de la curva, viene dada por
L =jj]1/dp2 +p2do?

6.14. Volumenes de cuerpos de revolucién
6.14.1. Volumen engendrado por una curva dada en forma explicita

Sea la curva y=f(x), definida y continua en el intervalo [a ,b].El volumen engendrado por esta curva al girar

alrededor del eje OX viene dado por

V=nﬁE(xY]ix =nﬁby2dx

Andalogamente: el volumen engendrado al girar alrededor del eje OY viene dado por

V= nfxzdy

Si en lugar de un arco de curva tenemos una curva cerrada o un area plana limitada por dos arcos y;=y;(x),

y2=y2(X), el volumen engendrado vendra dado por
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V=nj;b6'12 _Yzzhx

6.14.2. Volumen engendrado por una curva en paramétricas

El volumen engendrado por una curva en paramétricas al girar alrededor del eje OX, viene dado por

V= [y @) x @
En el caso de que la curva gire alrededor del eje OY, la expresion sera
v =2 YOO O

6.14.3. Volumen engendrado por una curva en coordenadas polares

El volumen engendrado por un sector limitado por el arco de curva p=p(8) y los radios polares 6=6, , 6=60, ,

al girar alrededor del eje polar viene dado por

V= %ﬁz p’send do
3Jo

6.15. Area de una superficie de revolucion

Sea la curva y=f(x), definida y continua en [a, b]. Al girar alrededor del eje OX engendrara una superficie de

revolucion, cuya area vendra definido por la expresion

A= 2njjf(x W1+ |f'(x)z]x

En el caso de que el eje de revolucion sea el eje OY, la formula sera
A=2n jj xdl
EJERCICIOS RESUELTOS
1. a) Demostrar que jj F(x)dx =J§F(a -x)dx

b) Aplicar el resultado anterior para demostrar la siguiente igualdad

/2 n /2 n
f sen"x dx =f cos"x dx
o o
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, ) ) x=a=t=0
SOLUCION: a) Cambio de variable a — x =t. Por tanto:
x=0=t=a

[(FC0dx - f Fla - 0(-d0= [F(a - v

2 2 P !
f sen"x dx =f [sen(— - x)
0 0 2

/4
2. Calcular I=j;! L (1+ tanx)dx

%
dx=f cos"x dx
0

. T
SOLUCION: Cambio X = Z -t

T
tan — — tant

_ /4 E_ _ /4 4— _ /4
1_13' L[1+tan(4 t)]dt_j;' L1+ dt—j;' L

i
1 + tan — tant
4

1+ tant

2 ]dt=

/4 /4 /4 T T
sz: dt—j:[ L(1+tant)dt=>2I=L2j;‘ dt=21=7 L2=1=212

Lx

- dx, suponiendo que es convergente

3. Calcular j(; )

1+x

SOLUCION: Descompongamos la integral de la siguiente forma

* Lx Lx & Lx
dx=jJ dx + dx
j(; 1+x2 0 1+x? j; 1+x?

» Lx
Resolvamos la integral d
v g ﬁ 1+ x2 *
) . 1 dt
Cambio de variable X = ; =dx = >
t
L L L
Por tanto f X2 dx=jJ dex—f t2 dt=0
0 1T+x 01+x 01+t

4. Dada la funcién f(x)= e ¥, demostrar que es integrable en [2,5] y calcular el valor 1= jj e dx

SOLUCION: Veamos que f(x) es integrable en [2 ,5]. Sea P una particion del intervalo [2 ,5] de

subintervalos iguales y formemos las sumas S (P) y s (P)
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X0—2<X1—2+_<X2=2+_<X3=2+E< ...... < n1= - n_5

, 3 22 3 s 2300 353y 2,301
S(P)=_e +—e "+—e "+..... + —¢ n =—Jle“"+e "4+e " 4+ +e n

n n n n
2+— 2+— 2+2 042 2+é 2+2
> 5
S(P)=_e P+—e "+—e "+...... +—e =—|e "4+e "+ " g.eeeenn +e
n n n n n

Cuando n — o , la diferencia S(P)-s(P) puede hacerse tan pequefia como queramos con lo cual la

funcion es integrable.

5. Hallar el area limitada por la curva de ecuaciones paramétricas y las ordenadas x = 0, x=5

y=4 sen(t)

{x =5 cos(t)

. o
SOLUCION: Limites de integracién: X = 0 = cos(t)= 0=t= E,X =5= cos(t)= I=t=0

z 31
— — 2 — _— — =
A —jjydx = 20]07sen (t)t = 10[3(2,2) 5m
6. Dada la lemniscata de ecuacién p’= 2 a” cos 2 0. Hallar su area.

, 1 =
SOLUCION: Por simetria del problema el 4rea vendra dada por A = 45 04 2a”c0s20d0 = 2a°

.. . . ., T
7 .Calcular el area limitada por el eje de abcisas y la funcién y=sen x entre los puntos X = 7,X = 7

SOLUCION: La funcién sen (x) en el intervalo dado es negativa, luego el area vendra generada por:

A= —ij(x)lx = —ﬁ?sen(x}lx =1

8 .Calcular la longitud de la curva de ecuaciones paramétricas x=a cos” 0,y =asen 0

SOLUCION: L =jjn\/9azcos4(0)§en2(6)+ 9a’sen* (0 kos?(p )6 = 3aj§n[cos(6)sen(6)]ie
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L- 12ajj"cos(e)sen(e)de ~12a B(1,1)=6a

9. Hallar la longitud de la espiral p =e¢ > desde 6=0, 6=2 1

SOLUCION: La longitud en coordenadas polares sera

L=ﬁnm=£n\/(2e”f+(e297d6=jjn\/5e_“°de=§[e4“_1_

10. Calcular el volumen engendrado al girar alrededor del eje OX y del eje OY por la figura limitada por un

arco de cicloide de ecuaciones

y= R(l - cos(t))

{x = R(t -sen(t))

SOLUCION: Volumen alrededor del eje OX

V= njjn yidx = nR3jjn(1 —cos(t)) dt = nR3j;zn(1 —3cos(t)+ 3cos?(t)- cos3(t))1t =5n°R’

Volumen alrededor del eje OY

V= anjnxydx = 2nR3jjn(t —sen (t)X1 - cos(t)f dt = 6°R>
11. Hallar el volumen de un cuerpo engendrado al girar la curva y = x’ alrededor del eje OY comprendido
entre y=0, y=1
23
SOLUCION: V = nﬁ)xzdy =nfy 3dy = 5"
12. Hallar el area de un paraboloide de revolucion

SOLUCION: Sea y*=2 p x la ecuacion de la pardbola que gira alrededor del eje OX. Calculemos el area
desde 0 a x.

S=2nj:y 1+y'2dx=2nj: 1/‘2px+p2 )dx=4Tn[(2px+p2>?—p3]

L(1+ x)dx

13. Calcular la integral 1= f >
0 1+x

SOLUCION: Cambio: x= tan 0

lfL(“X)d" f' L(1+tan9)d6=§L2

1+x2
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Calcular I=j:§/ x?(1-x) dx

T

27
sen ——
5

Solucion: —
25

o 2
2. Calcular I=L _xAdx

(+x)
Solucidn: KL
1

- 4
3. Calcular I=L _xidx

(+x)
4n\/§

Solucidn:

4. Calcular siendo n es una cte positiva superior a 2: I = f o
O V1+x"
LAWE .
. v n Y 2 n
Solucién: —
n v 1
2
. .. . dx
5. Calcular siendo n una cte positiva superiora2: I = j;
I-x"

LAWES
1y Yn

Solucion: —
2 (1.1
Y 2 n
6. Calcular T =f/2 sen®"® do
0

13.5.2n=3)2n-1)
246....2n 2

Solucidn:
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dx

V1-x°

7. Calcular I=Jj

vl = Iyl =

g

8. Calcular J;::053x sen 6x dx

(%)
\S]

Solucion: —
3

.<
A\ |

Solucidn: i
9

9. Calcular j;[ e® sen x dx

7[
., e "+1
Solucidn:

10. Calcular el area encerrada por un lazo de cicloide de ecuaciones x=R (t-sen t), y=R (1-cos t)

Soluciéon: 3R 2

11. Calcular el area encerrada por la curva p=acos 2 0

Solucidn:

12. Calcular el area encerrada entre la curva y =

y el eje de abcisas
x“+4

Solucion: =
2

p= a(1+cos(9)
p= a(l—cose)

13. Calcular el area comun a las cardioides {

. 3
Solucidn: a2 (TE - 4)

14. Calcular el area limitada por el eje OX y las curvas y = x°, x >+ y* =2

Solucidn: g—l
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