Practica 5. "Funciones de Dos Variables"

Dibujado (Ejercicio 1)

El comando: Plot3D[f,{x,a,b},{y,c,d}] permite representar funciones de dos variables definidas sobre un
dominio rectangular [a,b] x[c,d]. Por ejemplo:
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= Apartado (a)

Plot3D[x*2+y*2, {x, -2, 2}, {y. -3, 3}]

= Apartado (b)
En este caso el dominio es el exterior de una circunferencia de centro el origen y radio 2:

Plot3D[Log[x*2+y*2-4], {x, -5, 5}, {v, -5, 5}]

Mediante la opcion PlotPoints (cuyo valor por defecto es 15) es posible modificar la resolucion de la
figura obtenida. Por ejemplo:

Plot3D[Log[x*2+y*2-4], {x, -5, 5}, {y, -5, 5}, PlotPoints -> 60]
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= Apartado (d)
Plot3D[-Sqrt[(Log(x+y])*2+ 1], (x, -2, 2}, {yv, -2, 2}]

Tambien se puede modificar el punto de vista de la figura mediante la opcién ViewPoint. Esta opcion se
encuentra en 3DViewPointSelector.

Plot3D[-Sqrt[(Log[x+y]) *2+1], {x, -2, 2}, {¥, -2, 2},
ViewPoint -> {1.501, 1.483, 2.645)]

= Apartado (¢)

En este caso el dominio estd formado por intervalos en los cuadrantes primero y tercero (con
-5< =x<=0, y 0>=x<=5 respectivamente):

Plot3D[ArcSin[x /5] + Sqrt[xy], (x, -6, 6}, {y, -6, 6}]

Aumentando el nimero de puntos de dibujado (con la opcion PlotPoints) se mejora la calidad del dibujo:
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Plot3D[ArcSin(x /5] + Sqrt[xy], {x, -6, 6}, {y., -6, 6}, PlotPoints -> 80]

a=10;
Plot3D[(x*2/4+y*2, (x, -a, a}, {y, -a, a}]

Limites dobles (Ejercicio 10)

= Apartado (b)

Mathematica no incorpora comandos para el cdlculo de limites dobles. La dnica posibilidad consiste en
aplicar limites reiterados o cualesquiera otros que involucren sélo funciones de una variable. Aqui analiza-
mos los limites reiterados.

Por ejemplo:

flx_ ] := (x*2-y*2)/ (x*2+y*2)

Limit [Limit[£[x], x~> 0], y -> 0]

-1

Limit [Limit[£[x], ¥y -> 0], x -> 0]

1

Salen distintos. Luego el limite doble no existe.

Limites por reclas (ejercicio 7)

Si se desea calcular limites por rectas y=m X-+n, se aplica una sustitucién y->m x+n. Por ejemplo:

= Apartado (a)

Se calcula el limite por rectas pasando por el origen (de la forma y=a x):
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Limit{y/ (y+x*2) /. y~-> ax, x->0]
1

Limite por pardbolas de la forma y=a x*2:

Limit[y/ (y+x42) /. y~-> ax*2, x->0]
a
1+a

= Apartado (b)

Se calcula el limite por rectas pasando por el origen (de la forma y=a x):

Limit[xy*2/ (y*4+x*2) /. y-> ax, x->0]
0

Limite por funciones de la forma y=a Vx:

Limit[xy*2/ (y*4+x42) /. y-> asSqgrtx], x->0]
2
a

1+al

Limites por rectas (ejercicio 8)

= Apartado (a)

Se calcula el limite por rectas pasando por el origen (de la forma y=a x):

Limit[3xy*2/ (y*4+2%x42) /. y-> ax, x->0]
0

Limite doble hecho por el cambio a polares:
Limit{3xyA2/ (y*4+2x42) /. {x-> rCos[t], y->rSin[t]}, xr -> 0]
0

= Apartado (b)

Se calcula el limite por rectas pasando por el origen (de la forma y=a x):

Limit[x42/Sqrt[x*2 + y*2] /. y-> ax, x->0]
0

Limite doble hecho por el cambio a polares:
Limit[x22/Sqrt(x42 + y*2] /. {x-> ¥rCos[t], y->rS8in[t]}, ¥r -> 0]
0

= Apartado (¢)

Se calcula el limite por rectas pasando por el origen (de la forma y=a x):

Limit[x*2y/ (x*4 + y*2) /. y-> ax, x->0]
0

Limite doble hecho por el cambio a polares:
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Limit[®*2y/ (x*4 + y*2) /. {®-> rCos[t], y->rSin{[t]}, r ->0]
0

Limites por polares (ejercicio 11)

= Apartado (a)

Limite doble hecho por el cambio a polares:

Limit[(x*3+y*3)/(2y*3) /. {x-> rCos[t], ¥y ->rSin[t]}, r -> 0]

%Csc[t]’ (Cos[t]?®+sin[t]”)

El limite depende del dngulo 1. Por tanto, no existe el limite doble.

= Apartado (b)
Limit[(x*4+2y42)/ (%2 + y*2) /. {x~> xCos[t], y->xr8in|[t]},
r->0]

2 8in(t)?
Cos[t]?+8in[t]?

Por tanto, no existe el limite doble.

= Apartado (¢)
Limit[(x*3+y*3)/ (%x*2 + y*2) /. {x-> rCos[t], y->rSin[t]},
r ->0]
0

s Apartado (d)
Limit[x*2/8qrt(x*2 + y*2] + y*2 /. {x~-> rCos[t], ¥y ->r8in[t]},
r->0]
0

Derivadas parciales

El comando D{f,x] permite calcular Ja derivada parcial de la funcion f respecto a la variable indicada. Por
ejemplo:
D[Sin[xy], x]
y Cos[xY]
Definimos una funcién de dos variables:
flx_,y ] :=Exp[x]y*2
Sus derivadas parciales se calculan como:
{D[£[x, y]. %], D[£[x, ¥], ¥]}
(E*y?, 2E*y)
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= Vector gradiente

Definimos el vector gradiente en la forma:
Gradiente[f_, v_List] :=D[f, #] & /@ v
Por ejemplo:

Gradiente[f[x, y]., {x, ¥}]
(EXy?, 2E*y)

Esta definicion del vector gradiente es independiente del nombre de la funcién y de sus variables:

Gradiente[u*3 Sin[uExp([v]], {(u, v}]
(EVu? Cos[EYu) +3u?Sin([E’u], EYu' Cos(EVu))

Puntos criticos

Los puntos criticos son:

-puntos donde no hay derivadas parciales (puntos singulares)

- puntos donde las derivadas primeras se hacen cero (puntos regulares)
- puntos frontera.

Si suponemos que las funciones con las que trabajamos son siempre diferenciables, nunca tenemos puntos
singulares.

Si se consideran extremos libres, sélo buscamos puntos regulares, es decir, que anulan al gradiente. El
siguiente comando permite calcular los puntos criticos de una funcién en las variables indicadas:

PuntosCriticos[f_, v_List] :=
Module[{n = Length[v], 1},
1 =Table[0, {i, 1, n}];
Solve[Gradiente[f, v] == 1]
1

Por ejemplo:
1 = PuntosCriticos[x*2y*3+2x-3y, {x, ¥}]
{{x=-1,y-21}, {x->-I,y-1I), {x=21I,y->-I}, (x=1, y--1})

A continuacién, es necesario determinar si los puntos criticos obtenidos son 0 no extremos. En el caso de
extremos libres, esto se consigue con el comando:

MatrizHessiana[f_, {x_, y_}] :=
Module[{},
{{D[£, {x, 2}], D[£, {(x, 1}, {¥v, 1}]},
{D[£, {=x, 1}, {y., 1}], D[£, {¥. 2}]}}
]

que calcula la matrix Hessiana de la funcién indicada.

MatrizHessiana[x*2y*3+2x-3y, {x, v}]
{({2y*, 6xy?*}, {(6xy?, 6x*y})

A continuacion, se evalua dicha matriz en los puntos criticos:
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% /. 1

({(2, -6}, {-6, 6)}, {{-21, 61}, {61, -6T}},
((21, -6}, {-61, 61}}, {{-2, 6}, {6, -6}}}

El determinante de estas matrices resulta:

Det [#] & /@ %
(-24, 24, 24, -24)

Por tanto, los puntos criticos asociados a valores reales (los complejos no se tienen en cuenta) obtenidos
corresponden a puntos de silla.

Plot3D[x*2y*3+2x-3y, {x, -2, 2}, {y., -2, 2}]

- SurfaceGraphics =

ContourPlot[x*2y*3+2x-3y, {x, -2, 2}, {y., -2, 2}]

21
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Ejercicio 36

En este ejercicio se obtienen 3 puntos criticos reales:

pc36 = PuntosCriticos[2x42+y42+x*2y, {X, Y}]
({y=-2, x»-2}, {y>-2,x-22), (y=»0, x->0}}

La matriz Hessiana resulta:

MatrizHessiana[2x*2+y*2+x*2y, {x, ¥)}]
({4+2y, 2x}, {2x, 2})

Evaluada en los puntos, se obtiene:
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% /. pc36
{{{0, -4}, {-4, 2)), {{0, 4}, {4, 2}}, {{4, 0}, {0, 2}}}

con determinante:

Det [#] & /@ %
{-16, -16, 8}

Por tanto, los puntos (-2,-2) y (-2,2) son de silla. En cambio, el punto (0,0) es un punto de extremo. Para saber
de que tipo, basta ver su matriz hessiana:

MatrizHessiana[2x*2+y*2+x*2y, {x,¥}] /. {x->0, y->0}
{{4, 0}, {0, 2}}

Como A=4>0, es un punto de minimo.

Plot3D[2x42+y*2+x%2y, {x, -3, 3}, {y. -3, 3}]

Ejercicio 40
Analizamos ahora el caso de extremos condicionados.

En este caso, fix,y)=xy es la funcién problema:

Clear[f)];
flx_,y ] i=xy

la restriccion viene dada por:p(x,y)=x"2+y"2-1
plx_, y.]=x"2+y*2-1

La funcién de Lagrange viene dada por:

Fix_,y ,p.]=£[x, y]+mp[x, y]

donde p es el multiplicador.

Obtenemos los puntos criticos de la funcién de Lagrange, dada por:

pcd0 = PuntosCriticos[F[x, ¥, pl, {x, y, m}]

1 1 1 1 1 1
M3 -%, Xd=me==, YD ===}, (M= -, —_—, Yy '
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1 1 1

{m-—>~%—. x_'-vlf-' y - _ﬁ}, {m-» T X \—;‘2=-, y-o~7_2—~}}

Los puntos tridimensionales resultan:
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ptos3D={x, vy, £[x, ¥]} /. %

(-3 IR [y k- P . 8 S JIT N U W I
'ﬁ ’ ‘\/—2— . 2 ¢ ﬁ ¢ \/—25‘ ‘ 2 ‘ \/3 ’ \/E ' 2 . ﬁ ' ’J—z—- ' 2
Como el recinto es compacto (cerrado y acotado), Jos miximos y minimos absolutos se obtienen evaluando la

funcién en dichos puntos.

f(x, y] /. pcd0
(L, 3, -2, =3}
g &t gt 2
Por tanto, los dos primeros puntos corresponden a méximos absolutos y los dos @ltimos a minimos absolutos.

A continuacion, dibujamos la superficie sobre el dominio del problema. Para hacerlo, puesto que el comando
Plot3D sélo dibuja sobre parches rectangulares, parametrizamos la superficie en coordenadas polares x=r
Cos(t), y=r Sen(t). A continuacién, utilizamos el comando ParametricPlot3D para dibujarla:

superficie = ParametricPlot3D[{r Cos[t], rSin[t], x*2 Cos[t] Sin[t]},
{x, 0, 1}, {t, 0, 2Pi}]

El problema corresponde realmente al borde la superficie anterior, dado por el valor r=/ en la parametriza-

cién anterior:

linea = ParametricPlot3D[{ Cos[t], Sin[t], Cos(t] Sin[t], RGBColor(l, 0, 0]},
{t, 0, 2Pi}]

Dibujamos los puntos criticos obtenidos anteriormente:
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puntos = Show[Graphics3D|[{PcintSize[0.02], RGBColor([0, 0, 1], %}]]

Mediante el comando Show mezclamos en uno sélo varios dibujos, en este caso, los puntos y la curva del
problema:

curva = Show[puntos, linea]

Ahora consideramos el problema de! borde del recinto y el interior. En este caso, el dibujo a considerar es:

Show[superficie, curva)

y se afiade otro punto en ¢! interior del recinto. (;Cual?). Discutir el nuevo resultado. Del grifico se deduce
claramente que el nuevo punto es de silla. Esto también se aprecia en la matriz Hessiana. Calcilese.



