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Funcién real

@ Se llama funcién real de variable real a toda funcién definida de un subconjunto
D C R, en el conjunto R de los niimeros reales, tal que a cada elemento de una
variable z € D le corresponde uno y sélo un elemento y € R.

@ f:C — R. Suele denotarse como y = f(z)

@ Decimos que y es funcién de la variable z, con Dominio o Campo de Definicion
D(f) :=D.

@ La grifica de f consta de los pares ordenados (z, f(z)),x € D, representados
en un plano de coordenadas cartesianas z,y

*Abellanas, L. y
________________ Galindo, A. (1990).
Métodos de
Célculo. 1¢ Ed.
McGraw-Hill.
414pp.
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Concepto de aplicacion

Decimos que:
f: AcR — BCR

r€A — f(x)eB

es una funcién real de variable real si:

Q@ VreAIyeB|y=f(z)
Todos los elementos de A tienen su correspondiente en B

Q zicA— Py #y |y = f(x1); y2= flan)
La imagen es Unica

f+ xeACR — R

T —y=+Vz
f no es una funcién real de variable real a no haber unicidad de imagen. Se
trata de una funcién multiforme o multivaluada. )
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Definiciones

Dominio D(f)

Conjunto A C R en el que se define la aplicacién

Imagen Im(f) 6 R(f)

Conjunto B={yeR | y= f(x)}
Imagen = Rango = Recorrido

Conjunto D = {(x,y) €ER?|zcA y= f(x)}
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lgualdad

Igualdad de funciones

Sean dos funciones f y g:

f: ACR =R g: ACR =R
z  —y=f(z) . —y=g()

@ se dice que son iguales (f = g), si Vo € A= f(z) = g(z)

@ Han de tener el mismo dominio de definicién (Dy = Dy) vy el
mismo rango (Imy = Imy).
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Suma vy diferencia

Definicidén

(f£9)(z) = f(z) £ g(z) con dominio D(f)N D(g)

Dadas las funciones f(z) = =5 y g(z) = /:
Q Definir f 4+ ¢
ftog=f@) +g(@) =25+
@ Estudiar su dominio:
D(f) = (=00,2) U (2,00) =R — {2}
D(g) = [0, 00)
= D(f +4g) = D(f) N D(g) = [0,2) U (2, 00)
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Producto

Definicidén

(f - 9)(x) := f(z) - g(x) con dominio D(f) N D(g)

Ejemplo

Dadas las funciones f(z) = % y g(z) = V/z:

@ Definir f- g
fg = f(@)g(z) = 25
@ Estudiar su dominio:
D(f) = (=00,2) U (2,00) =R — {2}
D(g) = [0, 00)
= D(f - g) = D(f) N D(g) = [0,2) U (2, 0) |
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Cociente

(f/9)(x) == f(x)/g(x) con dominio D(f)N D(g) — {ceros de g(x)}

Ejemplo

Dadas las funciones f(x) = x§2 y g(z) = /z:

@ Definir f/g \
19 = F@)/g(x) = 22
@ Estudiar su dominio:
D(f) = (-00,2) U (2,00) =R — {2}
D(g) = [0,00)
g(x)=0 si z=0

= D(f/g9) = D(f) N D(g) — {2} = (0,2) U (2, 0)
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Composicién

Definicidon

(fog)(z):= f(g(z)) condominio {z € D(g) ta. g(z) € D(f)}

La composicién de funciones no es conmutativa, pero si asociativa

Ejemplo
Dadas las funciones f(z) = 25 y g(z) = /:

© Definir fog
fog=flo@) = -5

@ Estudiar su dominio:
D(f) = (=00,2) U (2,00) =R — {2}
D(g) = [0,00)
D(fog)=10,00) — {4}
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Ejercicios
@ Determinar el dominio de definicién de las funciones:

@ f(z) =arccos ;‘:11

O g(x) =log ({’/@— 1)

@ Sean f(z) = 2°, g(x) = €°, h(z) =logz y k(z) = tanx
@ Hallar las expresiones explicitas de: (g o k)(z), (ho fo f)(z),

(ko fog)(x)

© Expresar las siguientes funciones como composicién de alguna
de las funciones f, g, k, h:
2 2
e® , tan (log x?), etan®
(z) = senx, determinar f o g y su dominio,

© Dadas f(z) = /%t yg
considerando el intervalo 0 < x < 27
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Funcién inyectiva

Definicion

Una funcién f : X — Y es inyectiva si a elementos distintos del
conjunto X (dominio, D(f)) les corresponden elementos distintos
en el conjunto Y (recorrido, R(f)) de f. Simbdlicamente:

Va,be X, f(a) = f(b) & a=b
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. Variables y funciones
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Funcidn sobreyectiva (sin: epiyectiva, suprayectiva, suryectiva)

Definicién

Una funcién f : X — Y es sobreyectiva si esta aplicada sobre todo
el recorrido, es decir, cuando cada elemento de Y es la imagen de
como minimo un elemento de X. Simbdlicamente:

VyeY Jxre X tq. flx)=y

X Y Ejemplo: f(z) = 23 + 42?2+ 22+ 1
1 D e :

2 'B

3 Je .

4
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Funcién biyectiva

Definicion

Una funcién f : X — Y es biyectiva si es al mismo tiempo inyectiva y

sobreyectiva; es decir, si todos los elementos del conjunto X tienen una
imagen distinta en el conjunto Y, y a cada elemento del conjunto Y le
corresponde al menos un elemento del conjunto X. Simbdlicamente:

VyeY: JlzeX tqg f(z)=y

X Y Ejemplo: f(z) =logx

1 ‘D : —
). - |

3 »C i

4- ‘A ;
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Funcidn inversa

Definicion
La funcién inversa de una funcién inyectiva f en un dominio D es una
funcién que se denotard como f~!, que cumple:

VyeIm(f) f\(y)==, siendo f(z)=y

@ (fof @) =(f"of)a)=Ik) =2z

@ Las gréficas de f y f~! son simétricas respecto de la bisectriz del
primer cuadrante

Q@ D(f1) =Im(f) y Im(f~") = D(f)

© Si f es estrictamente creciente o estrictamente decreciente, lo
mismo ocurrird con f~!
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La funcién f(x) = 22 (definida en |

inversa f~1(z) = v/z (Vz € [0,00)), ya que se verifica que:
o (fof (=)= f(vz)=(Vz)?
o (fThof)x) =)= W@ =z

0, 00)) tiene por funcién

Ejemplo con MAXIMA

> f(x) :=x**2;
-=> finv(x) :=sqrt(x); as
-=> plot2d([f,finv], [x,0,1])

0 0.2 04 06 0.8
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Ejercicios

@ Estudiar si f(x) = |x| es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva en

los siguientes casos:

Q@ R—-R
O R—-R*
Q@ RT—>R
QO Rt - R*
@ Sea la funcién f(z) = 223, Se pide:

o Determinar la existencia de f~!

o Calcular en su caso f~*

e Demostrar la validez del resultado anterior mediante
composicién de funciones
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Funcién acotada superiormente

Definicion

f es una funcién acotada superiormente si existe un nimero real K tal
que f(z) < K

@ Al valor K se le denomina cota superior de

f(@).

5

@ Cualquier nimero K’ > K, también es una

cota superior de f(z) (forma parte del

4

conjunto de cotas superiores de la funcidn).

@ Si lo interpretamos geométricamente, quiere
decir que toda la grafica de la funcién se

encuentra debajo de la recta y = K

Joaquin Bedia

Ejemplo

f(@)=—2%43 K=3
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Funcién acotada inferiormente

Definicién
f es una funcién acotada inferiormente si existe un nimero real k
tal que f(z) > k

@ Al valor K se le denomina cota inferior de
f(z).

@ Cualquier nimero k' < k, también es una i/
cota inferior de f(x). es decir, forma parte T\ /
del conjunto de cotas inferiores de la funcién. | /

@ Si lo interpretamos geométricamente, quiere | ~
decir que toda la grafica de la funcién se
encuentra debajo de la recta y = k
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Funcién acotada

Definicion

f es una funcién acotada cuando estd acotada inferior y
superiormente, es decir, cuando

A(k,K) €R tal que k< f(z) < K, Vz € D(f)

e k/K son cota

IR _ Ejemplo
inferior /superior de f(x). o) =sin(l+a?) ke 1 K=1
@ Si lo interpretamos

geométricamente, quiere
decir que toda la grafica de
la funcién se encuentra

entre las rectas y = K e
y==~k
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Extremo relativo o local

Definicidén

@ Si existe

{E(z1,71) \ E(z2,72)} tal que es:

f(@) < fla) \ f(z) > f(x2) Yo € {E7(z1,m) \ E7(22,72)}
se dice que la funcién tiene un maximo \ minimo relativo o

local en {x] \ 22} en sentido amplio.

@ Sienvez deser {<\ >} es {<\ >}, entonces se dice que la
funcidn tiene un maximo \ minimo relativo en sentido estricto.

<
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Funcién par

Definicién

Una funcién par satisface la relacién f(z) = f(—x), y si x es del
dominio de f, entonces —x también. Formalmente, una funcién
f:R— R, es par para x € R si cumple:

@ Desde un punto de vista
geométrico, una funcién par
es simétrica con respecto al
eje y

@ Ejemplos tipicos son la
funcién valor absoluto, ",
para n enteroy par ...
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Funcién impar

Definicidén

Una funcién impar satisface la relacién

f(=z) = —f(x) Yz € D(f) o dicho de otro modo:
f(z) = —f(-z) Vz € D(f)

@ Desde un punto de vista Y
geométrico, una funcién impar
posee una simetria rotacional (x)
con respecto al origen de
coordenadas.

@ Ejemplos tipicos son la funcién f(x
senx, ™ para n entero e
impar ...
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Algebra de funciones pares/impares

La suma de dos funciones pares es otra funcién par

La suma de dos funciones impares es otra funcién impar
El producto de dos funciones pares es otra funcién par
El producto de dos funciones impares es otra funcién par
El cociente de dos funciones pares es otra funcién par

El cociente de dos funciones impares es otra funcién par

El producto o el cociente de dos funciones, una par y la otra
impar, es otra funcién impar
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Simetria

Estudiar la simetria de las siguientes funciones:
ey=tanz—=x
@ Yy = cos z + sen? x
° y = |sen z|

_ z34a42
°Y= "
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Funcién periédica

Definicidon

Es aquella que vuelve a tomar el mismo valor, cuando la variable
aumenta o disminuye en una cantidad constante, que se Ilama
periodo (7T):

f@)=fe+T)=f(x+2T)=...= f(x+nT), neN
Ejemplo: f(z) = sin(z),T = 27
@ Generalmente, se llama T 7N P
periodo al menor ndmero real ol ] \‘\ // \\ /
positivo T" que satisface la o /‘/ \\ [ /
condicién. oL \ / \ /

. . ol | ‘\ | \ /J

@ Si es perddica de periodo il | \ // \\ /

T € R, también lo es de ey \ \

periodo k x T, k € N o \2\_ / L j\ / :
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Ejemplo:
Sea una funcién real de variable real definida en todo R, y tal que
1 no pertenece al conjunto imagen. Ademds, Ja € R™ tal que:

R

Se pide demostrar que es periddica, y calcular su periodo.
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Funciones elementales 5 .
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Funcién mondtona

Definiciones

Sea una funcién f: R — R,

@ f es mondtona si y sélo si 1 < x5 implica que f(z1) < f(z2), es
decir, la funcidn es creciente, o bien si x7 < x5 implica

f(x1) > f(x2) es decir, la funcién es decreciente. En otras palabras,
una funcién es mondtona si conserva el orden.

@ f es estrictamente creciente si x1 < xy implica f(z1) < f(x2)

@ f es estrictamente decreciente si x; < xo implica f(x1) > f(x2)

[ No monétona

Funcién real de una variable real

Monétona creciente

/

Monétona decreciente

\
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Funciones definidas a trozos

Determinar dominio e imagen. Representar graficamente.

22+ 2 six<—1

flx)=< Versi —1<z<1

—1stxz>1

MAXIMA tip:

Definiremos las funciones a tramos utilizando estructuras if-then-else:

| A

f(x):= if x<=-1 then x"2 + 2*x else if x<=1 then sqrt(x) else -1

v
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Introduccion
Funciones elementales

Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Funcién elemental. Definicion:

Llamaremos funciones elementales (reales) a las construibles
mediante un ndmero finito de operaciones de suma, diferencia,
producto, cociente y composicién a partir de las siguientes familias:

Polinémicas

Racionales

Potenciales

Exponenciales

Logaritmicas

Algebraicas

Trigonométricas (o circulares)
Trigonométricas inversas

Hiperbdlicas

000000000

Hiperbdlicas inversas

Veremos a continuacién
algunos ejemplos de
funciones elementales y
sus propiedades

Joaquin Bedia
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Introduccion
Funciones elementales

Ejemplo: F'(x % sen \/ 1+ log? ;17)

Se trata de una funcién elemental, porque puede obtenerse recursivamente a
partir de funciones elementales:

o fi(z) =tanx o f3(z) = a? ° f5(z)=+x
o fo(r)=¢e" o fi(xz)=logx ° fo(z) =sinz
Aplicando suma, diferencia, cociente, producto y composicion:

Q g1(z) = fi(z) =tanz — g2(z) = (fa 0 f1)(z) = €

) _ (feofi)(m) _ e**®
@ gs(a) = 125 = Leh)) _ g

(z) =
Q hi(z) = fa(w) = ha(z) = f3(h1(2)) = (f3 0 fa)(x) = log’
O hs(z) = fo(ha(z)) = (fs 0 ha)(z) = sen(v/1 + log2 )

Q F(z) =g3(x)- hs(x)

Ejemplo tomado de: https://es.wikipedia.org/wiki/Funci’C3%B3n_elemental
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Introduccion
Funciones elementales

Enteras (Polinémicas)
. Racionales
Algebraicas Fraccionarias (Racionales)
. Irracionales
Funciones
Trigonométricas
Trascendentes{ Exponenciales
Logaritmicas
@ Algebraicas: La variable x estd afectada @ lIrracionales: La = aparece bajo una raiz o
por alguna de las operaciones con elevada a exponente racional no entero.
funciones
f@) = VT, gle) = 2
- . — , L S
@ Polindmicas(o racionales enteras), son de V2 + 2z
la forma:
f(z) =anz™ + ...+ asx® + a1z + ao, @ Trascendentes : Aquellas que no son
algebraicas (trigonométricas
an,..., a0 €ER, neR g ( g P '
exponenciales, logaritmicas. . .)
. . . . 2 3z
@ Racionales(o racionales fraccionarias), f(x) =senz“+1 , gx)=e s
son cociente de dos funciones h(z) = log -4 ...

polinémicas:
anx™ + ...+ asz? +ai1x+ ag
bnx"+...+b2x2+b1x+b0

Joaquin Bedia Funcién real de una variable real

f(z) =



Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Introduccion
Funciones elementales

@ Son funciones racionales aquellas que son cociente de dos
: . p(x)
olinomios: ~=
P q(z)
@ Se habla de racional propiamente dicha, o fraccién propia si el
grado del polinomio del numerador es menor que el grado del

polinomio del denominador.

@ Las funciones racionales no estan definidas en aquellos puntos
en los que la funcién del denominador se anula, es decir, en
las raices de ¢(z).

Solo se estudiardn las funciones racionales propiamente dichas, con
grado de p(x) < grado de q(x)
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Descomposicion en fracciones simples

Introduccion
Funciones elementales

Descomposicion en fracciones simples:

@ El método de descomposicién en fracciones simples consiste
en descomponer una fracciéon propia en una suma de
fracciones de polinomios de menor grado.

@ Se utiliza principalmente en calculo integral, aunque puede ser
una técnica de utilidad en otros contextos.

@ De forma general, pueden calcularse los factores lineales o
cuadraticos resolviendo un sistema de ecuaciones.

Importante:

Sélo se aplicard el método de descomposicién en fracciones simples
en funciones racionales propiamente dichas, con
grado de p(z) < grado de q(z)
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Descomposicion en fracciones simples

Introduccion
Funciones elementales

Casos:

@ Factores lineales tnicos. Todas las raices de g(x) reales y simples

@ Factores lineales repetidos. Todas las raices de g(z) reales, algunas
repetidas

© Factores cuadraticos (inicos. Hay raices reales, simples o miiltiples, y
complejas simples (la ecuacién cuadratica resultante no tiene raices
reales).

@ Factores cuadraticos repetidos. Hay raices reales y complejas, tanto
simples como muiltiples.

Notese que si una ecuacién tiene como raiz z € C, también tiene como raiz a
su conjugado z (recuérdese el Teorema Fundamental del Algebra). En la
descomposicién en factores, aparecerd un término de la forma:

[z — (a+bi)] [z — (a—bi)] = [(z — a)® + b2]
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Descomposicion en fracciones simples

Introduccion
Funciones elementales

Ejemplo Caso 1: Factores de g(z) lineales tinicos

p(z) _ z—1 _1[ A4 B, C]_
q(z) Bx+1)(z—-2)(z—-3) 5|lz+1 x—-2 =x-3
=z—1=Ax—-2)(x—3)+ Bz + 1)(x —3) + C(z + 1)(z — 2)

En la igualdad anterior, se hace sucesivamente z = —1, x =2y = = 3,
obteniéndose el valor de A, By C:
@ r=-1=>-1-1=A(-1-2)(-1-3)=>A=-1
@ r=2=2-1=B(2+1)(2-3)=B=-1
@z=3=3-1=C3+1)(3-2)=C=3

p(x) 1 =1 1 1

T 42 " 5|6@+1) 3@-2 T 2@-3)
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Descomposicion en fracciones simples

Introduccion
Funciones elementales

Ejemplo Caso 2: Factores de g(z) lineales repetidos

~

p(z _

@ 5@+D@—27 5|z+1 z-2 ' @=2p2

—sz-1=A@ -2 +Blx+1)(x—-2)+Cz+1)

z—1 I{A B C }
_>

En la igualdad anterior, se hace sucesivamente x = —1 y z = 2, obteniéndose
el valor de Ay C":

-} m:—1—>—1—1:A(_1_2)2_>A:_%
@ r=2-52-1=C2+1)—-C=3
Resta por determinar B, que puede obtenerse conocidos A y C
plz) 1 -2 2 1

T 4@ 5 |9@+1) T9@—2 3@—27
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Descomposicion en fracciones simples

Introduccion
Funciones elementales

Ejemplo Caso 3: Factores de ¢(z) cuadréticos dnicos

p(z) 1 A Mz + N

g(z)  z(z2+1)  x-0 z2+1
=>1=A(*+1)+ (Mz + N)x =

En la igualdad anterior, se hace sucesivamente c =0yx =1y z = —1,
obteniéndose el valor de A, M y N:

@ Siz=0=>1=A4A
@ Siz=1=>M+N=-1
@ Siz=—-1=M-N=-1
Resolviendo, se obtiene que A =1, M = —1, N =0, y por lo tanto:
p(x) 1 r

T @) 21
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Descomposicion en fracciones simples

Introduccion
Funciones elementales

Ejemplo Caso 4: Factores de ¢(z) cuadréticos repetidos

p(x) 2°+2°+52+4 Mz+N Pr+Q

q(x) (z2 +4)2 T 2244 (22 4+ 4)2
Operando: ° + @ + 5z +4 = (Mz + N)(2® +4) + Pz + Q
=2®+2? + 52 4+4=Mas> +4Mz + Na? + 4N + Pz + Q

Igualando términos, se obtiene:

M ==>M=1
N2 =z>= N=1

7 4Mz+Pr=5z=P=1
AN+Q=4=Q=0
:>px)::r—|—1+ 7 _ 1 7 @

q(z) z2+4  (x2+4)2 x2+4+w2+4+ (z2 +4)2
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Descomposicion en fracciones simples

Introduccion
Funciones elementales

Ejemplos con MAXIMA

La funcién partfrac ( “partial fractions”) se utiliza para la
descomposicién en fracciones simples:

@ Ejemplo 1:

(%hi1) (x-1)/(B*(x+1)*(x-2)*(x-3));
(%i2) partfrac(%, x);

@ Ejemplo 2:

(%13) (x-1)/(5*(x+1)*(x-2)"2);
(%i4) partfrac(%, x);
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Introduccion
Funciones elementales

Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Funcién exponencial: propiedades

Dominio
Imagen

Cotas

Inyectividad
Simetria
Periodicidad

Crecimiento

Dom(f) =R
Im(f) = (0,00)

Acotada inferiormente
por 0

No es sobreyectiva
No es par ni impar
No es periddica

Monétona,

estrictamente creciente )

Joaquin Bedia

Ejemplo con MAXIMA

-—> £(x):=exp(x);
—=> £1(x) :=2%*x;
-=> plot2d ([f(x),f1(x)],
[x, -2, 31,[y,-.5,80)

5 T T

x ——
o

——

x
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Funcién logaritmica: propiedades

Introduccion
Funciones elementales

Ejemplo con MAXIMA

Dominio Dom(f) = (0, o) --> £(x):=log(x);
Imagen Im(f) =R -=> £1(x) :=exp(x);
-=> plot2d ([f(x),f1(x)],
[x,-2,4]1, [y,-2,4],
Inyectividad biyectiva (inyectiva y [same_xy]) ;
sobreyectiva)

Cotas No acotada

L —

Inversa y = e®
Simetria No es par ni impar
Periodicidad No es periddica 2t

Crecimiento Mondtona,

N
estrictamente creciente | /
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Introduccion
Funciones elementales

Ejercicio

Sean a, b, ¢ tres nimeros reales positivos, distintos de la unidad.
Considérense las dos funciones definidas para x > 0 mediante:

1 1 1 1
o fele) = ——
1Ogabc T

fi(z)

- log,z logyxz log.x

iSon la misma funcién?
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Introduccion
Funciones elementales

Funcién seno: propiedades

Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Dominio Dom(f) =R

Imagen Im(f)=[-1,1]

Cotas Acotada (inferiormente
por -1, sup. por 1)

Inyectividad No inyectiva, no
sobreyectiva

Ejemplo con MAXIMA

Simetria
Periodicidad

Crecimiento

impar
periédica (T = 2)

No mondtona

Restringiéndose al intervalo [—g, g]

es inyectiva (= se puede definir su

inversa) y es mondtona estrictamente

creciente

Joaquin Bedia

-=> f(x):=sin(x);
-—> plot2d(f(x), [x,-2%%pi,2*%pil,
[y,-1,11);
! i i i sin(x)
08 [
06 | 4
04
]
02
06
08
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Funcién arcoseno: propiedades

Introduccion
Funciones elementales

Ejemplo con MAXIMA

Dominio Dom(f) = [—1,1] --> f(x):=asin(x);
Imagen Im(f) = [~ %, ] --> plot2d(f(x), [x,-1.2,1.2])
Cotas Acotada (inferiormente T " " "
por — %, sup. por & 15

Inyectividad Es inyectiva, no es f
sobreyectiva

05

Simetria impar

0

asin(x)

Crecimiento Monétona
estrictamente creciente

05

Periodicidad No es periédica
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Funcién coseno: propiedades

Introduccion
Funciones elementales

Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Dominio
Imagen

Cotas

Inyectividad

Simetria
Periodicidad

Crecimento

Dom(f) =R

Im(f) = [-1,1]
Acotada inferiormente
por -1, sup. por 1

No inyectiva, no
sobreyectiva

impar
Periddica (T = 2m)

No mondtona

Restringiéndose al intervalo [0, 7], si es
inyectiva (= se puede definir su inversa)
y es mondtona estrictamente decreciente

Joaquin Bedia

Ejemplo con MAXIMA

-=> f(x):=cos(x);
-—> plot2d(f(x), [x,-2*%pi,2*%pil);

1 T T T T
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Funcién arcocoseno: propiedades

Introduccion
Funciones elementales

Ejemplo con MAXIMA

--> f(x):=acos(x);

Dominio Dom(f) = [—1,1]
Imagen Im(f) = [0, ] --> plot2d(f(x), [x,-1.2,1.2])

Cotas Acotada (inferiormente P —

por 0, sup. por )

Inyectividad Inyectiva, no

sobreyectiva 2s
Simetria Es impar 2
Periodicidad No es periddica 15

Crecimiento Mondtona
estrictamente
decreciente os
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Funcién tangente: propiedades

Introduccion
Funciones elementales

Ejemplo con MAXINIA

Dominio Dom(f) = -—> f(x):=tan(x);
{m = R/x £ (2]“;1)"" kel --> plot2d(f(x),
[x,-3*%pi/2,3*%pi/2],
Imagen Im(f) =R [y,-10,101)

Cotas No estd acotada

Inyectividad No es inyectiva. Es
suprayectiva.

Simetria Es impar.
Periodicidad Es periddica (T = )

Crecimiento No es mondétona

i
,5

Restringiéndose al intervalo —g, g, si es
inyectiva (= se puede definir su inversa) y es 4 s 2 4 o 1 2 3 4

mondtona estrictamente creciente v
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Funcién arcotangente: propiedades

Introduccion
Funciones elementales

y = arctan Ejemplo con MAXIMA

Dominio Dom(f) =R -—> f(x):=atan(x);
Imagen I'm(f) _ (_g,%) --> plot2d(f(x), [x,-6,6])
Cotas Acotada, inferiormente por 1 " "

— %y sup. por %
Inyectividad inyectiva, no suprayectiva.
Simetria Es impar. o5l

Periodicidad no periddica

Crecimiento Monétona estrictamente
creciente osf
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Introduccion
Funciones elementales

Calcular los angulos que satisfacen la ecuacién:

3tanx + H5cos’x =7
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Funcién seno hiperbdlico: propiedades

Introduccion
Funciones elementales

y = senhx Ejemplo con MAXIMA

Dominio Dom(f) =R -=> £(x):=sinh(x);
Imagen Im(f) =R -=> plot2d(f(x), [x,-5,51);
Cotas No Acotada °

Inyectividad Biyectiva
Simetria impar

Periodicidad No es periédica

sinh(x)
1
|

Crecimiento Monétona of
estrictamente creciente ) wol /

Nota: o n 2 ) 2 s

Se define como la siguiente combinacién
lineal de la funcién exponencial:

v
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Introduccion
Funciones elementales

Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Funcién coseno hiperbdlico: propiedades

y = cosh x

Dominio Dom(f) =R
Imagen Im(f) = [1,+00)
Cotas k=1

Inyectividad No es inyectiva ni
sobreyectiva

Simetria par
Periodicidad No es periddica

Crecimiento No es mondtona
o

Se define como la siguiente combinacién
lineal de la funcién exponencial:

et +e "
y=—F

2

v

Joaquin Bedia

Ejemplo con MAXIMA

-—> f(x):=cosh(x);
--> plot2d(f(x),[x,-3,3]1,[1);
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Funcién racional
0 Funcién exponencial
Introduccion e i
. Funciém logaritmica
Funciones elementales . - e . .
Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Funcién tangente hiperbdlica: propiedades

Ejemplo con MAXIMIA

--> f(x):=tanh(x);

Dominio Dom(f) =R
--> plot2d(f(x), [x,-5,51);

Imagen Im(f) = (-1,1)
Cotas k=—-1, K=1 —

Inyectividad Inyectiva, no .
suprayectiva /
/

Simetria Impar
Periodicidad No es periddica
/

Crecimiento Mondtona e. c.
o 06 /

Nota: * n — o P .

Se define como la siguiente combinacién
lineal de la funcién exponencial:

tanno)

senh z et —e "
cosh x et +e T
o
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Introduccion
Funciones elementales

Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Funciones hiperbdlicas reciprocas

@ Cotangente hiperbdlica (reciproca de tanh z):

1
tanh x

__ coshz
senh z

cothx =

@ Cosecante hiperbdlica (reciproca de senh z): csch x =

@ Secante hiperbdlica (reciproca de coshz): sech x =

1
senh z

1
cosh x

Relaciones fundamentales

Nétense resaltadas
@ cosh?z—senh?z =1 .

en rojo aquellas
@ senh (a & b) = senha - cosh b+ cosh a - senh b diferencias

resefiables con las
@ cosh (a £b) = cosha - coshb + senha-senhb férmulas

— rigonométri
° cosh2a _ 1+C023h2a, senhga _ cosh22a 1 trigonometricas
__ _tanhattanhb

@ tanha+b = 1+tanh a-tanh b

v

Joaquin Bedia
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Funciones hiperbdlicas inversas

Introduccion
Funciones elementales

Formas alternativas:

@ argsenh x = log (m + 1+ x2)
@ argcosh x = log (Jc + V2 — 1)

@ argtanh x = %log (i*z)

Las funciones trigonométricas inversas presentan formas analiticas alternativas.

Ejemplo: argsenh(x)

Por ejemplo, en el caso del senh x, operando se tiene que:

e — 1

e
=senhz =>y=———.— = ———  Despejando x:
Yy Yy D) e 2e2w Pe)

€2 —2ye® —1=0=22—-2yz—1=0

ez:y+\/y2+1:>x:log<y+\/y2+1)
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Funcién racional

Funcién exponencial

Funciém logaritmica

Funciones trigonométricas circulares y sus inversas
Funciones hiperbdlicas y sus inversas

Introduccion
Funciones elementales

Calcular cosh 3x en funcién de coshz y de sinh z
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