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Introducion

En esta préctica se va a trabajar con la nocién de derivada y la aproximacion local de funciones a través
de series de potencias, en concreto el conocido como polinomio de Taylor. Los objetivos especificos de esta
sesion de laboratorio son:

e Representar geométricamente la derivada a través de la recta sectante y el cociente diferencial.

e Definir funciones en Maxima y evaluarlas localmente.

e Calcular y manejar derivadas en Maxima.

e Aplicar el Polinomio de Taylor para la estimacién local de valores de funciones reales de variable real,
y sus derivadas.

Entrega de resultados

1. Los trabajos se realizardn en grupos de tres o cuatro personas como maximo.

2. Las cuestiones planteadas deberdn ser contestadas en un fichero méxima (.wzmz), en el que se inter-
calaran las preguntas planteadas en celdas de formato texto con las respuestas en celdas de codigo.

3. Los nombres de los integrantes del grupo figuraran en el encabezado de dicho fichero.

4. El fichero debera subirse a la plataforma Moodle, quedando el plazo de entrega abierto hasta el fin
de la clase.

5. Unicamente uno de los integrantes del grupo subira las respuestas.


https://moodle.unican.es/login/index.php

1 Recta secante y definicién de la derivada

La férmula que calcula la pendiente m de la recta secante a la grafica de la funcién f, y que une los puntos
(x4 Az, f(x + Az)) v (z, f(z)), es conocida como cociente incremental, que queda definido como:

_ fla+Az) - f(z)
Azx

La recta y se define a su vez como:

y=mx+b con b= f(z) —ma
La derivada f’(z) de la funcién y = f(z) en el punto x estd definida como el limite del cociente incremental:
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1.1 Ejercicio 1

1. Comprueba la aproximacion a la recta tangente de la siguiente funcion. Es decir: seguir los pasos del
1 a 5 del codigo del ejemplo para la funcién:

f(x)=23—-3z -5, enz =3 con Az =3
2. Calcular la pendiente m en x = 3 para Ax = {5,4,3,2,1,0.5,0.1,0.05}. Pista: Haz una nueva funcién

m(x, Azx) de dos variables x y Az, para lo cual se puede utilizar la funcién PENDIENTE. Luego aplica
la funcién m sobre la lista de Ax.

3. Define una nueva funcién en Maxima para la derivada f’(z) de f(z) y evalua f'(3).

4. El error absoluto entre la derivada f’(x) y la pendiente de la recta secante m(x, Az) se puede definir
como €gps(, Az) = |m(z, Az) — f'(z)|. Calcular el error en x = 3 para las diferentes valores de Ax
indicados en el apartado 2.

5. Dibujar el error absoluto.

2 Polinomios de Taylor

Sea f(z) una funcién n + 1 veces derivable. El hecho de conocer sus n primeras derivadas no permite
determinar la funcién, pero sf construir una expresiéon polinémica de n-ésimo orden que aproxima a f(z) en
el entorno de un punto dado x;, con un cierto error. Dicha expresién polindmica viene dada por la formula
de Taylor:
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siendo el término R,, un término residual que considera todos los términos desde el n + 1 hasta infinito. Si
las derivadas f('... f(" son continuas en el intervalo cerrado entre z y z;, existe un valor & comprendido
entre z y x; con que se permite obtener una estimacién exacta del error R,,, conocida como forma del resto
de Lagrange:
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Aproximacion local de funciones.
La serie de Taylor permite predecir el valor de la funciéon y de sus derivadas en otro punto. Para ilustrar



esto, tomemos por ejemplo el primer término de la serie. Lo que nos dice, es que una primera aproximacion
al valor de la funcién en el punto x;41 viene dada por

f(@iv1) = f(zi), (3)

que se denomina aproximacion de orden 0. De acuerdo con , el valor de la funcién en el nuevo punto
es igual al valor del punto anterior. Intuitivamente, cuanto mas préximos estén entre si z; y x;4+1, mayor
exactitud tendrd dicha estimacién. De hecho, la prediccién sera perfecta si la funcién es una constante.

Cuando la funcién cambia en el intervalo [z;, x;11], pueden emplearse términos adicionales de Taylor para
obtener una mejor aproximacién. La aproximacion de primer orden incorpora el término de la derivada
primera de f(x):

f@ipn) = f(x) + f/(2:) (@i — 24), (4)

donde como vemos se multiplica la pendiente de la recta tangente en el punto inicial f’(x;) por la distancia
horizontal entre los dos puntos ;11 — x;, que permite estimar el incremento/decremento de la funcién en
dicho intervalo. La aproximacién de primer orden sélo proporcionard un valor exacto de f(z;+1) en caso
de ser f(z) una linea recta.

Términos adicionales de la serie de Taylor permiten incluir la curvatura de la funcién en el célculo, propor-
cionando mejores aproximaciones cuando la funcién no es una recta en el intervalo de estudio. Por ejemplo,
si a continuacion se incluye el término de orden 2, se tiene que:

f/l (mz)

5 (g1 + 24) (5)

f(xiva) = f(xi) + f/(20) (@ig1 —20) +

Anadiendo términos sucesivos en la serie se obtiene una aproximacién cada vez més exacta de x;41, siempre
y cuando esté en un entorno de un radio suficientemente reducido de z;.

2.1 Ejercicio 2.

1. Construye en Maxima las series de Taylor del primero al quinto orden para la funcién g(x) = sin(2x)
en el punto x; = 2. Utiliza la funcion taylor que esta preprogramado en Maxima.

2. Dibuja la funcién g(x) y las series de Taylor que has definido en el apartado anterior. Comenta lo
que ves.

3. Construye los términos residuales Ry, Ro, R3, R4, R5. Pista: Analiza el uso de la funcién trunc y
tsala.

4. Dibuja los términos residuales. Explica el grafico.

5. ;Cudl es el error absoluto en z = 2.2 entre la aproximacién de primer orden en el punto x; = 2 y

F(2.2)?
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