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Introducion

En esta prictica se va a trabajar con la nocién de integral de Riemann (o
definida), y su aplicacién al cdlculo de édreas, longitudes de curvas y voldmenes.
Los objetivos especificos de esta sesién de laboratorio son:

Hacer sumas de Riemann con Maxima
Calcular y manejar integrales en Maxima
Hallar areas encerradas por dos funciones

Calcular longitudes de curvas

Entrega de resultados

. Los trabajos se realizaran en parejas o grupos de tres personas como maxi-

mo.

. Las cuestiones planteadas deberdan ser contestadas en un fichero méaxima

(.wzmz), en el que se intercalardn las preguntas planteadas en celdas de
formato texto con las respuestas en celdas de cédigo.



3. Los nombres de los integrantes del grupo figurardn en el encabezado de
dicho fichero.

4. El fichero deberd subirse a la plataforma Moodle, quedando el plazo de
entrega abierto hasta el fin de la clase.

5. Unicamente uno de los integrantes del grupo subira las respuestas.

2. Las sumas de Riemann

Una funcién f se dice que es integrable en un intervalo finito [a, b] si existe el
limite:
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y ademads éste no depende de la eleccién de las particiones o de los puntos xj,
en cada uno de los subintervalos. Cuando se da este caso, se denota al limite de
la expresion de la siguiente forma:
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conocida como la integral definida de la funcién f entre a y b.

Las sumas de Riemann, constituyen una aproximaciéon a la integral de una
determinada funcién en un intervalo, a través de sumas finitas de la forma:
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Asi, la suma se calcula dividiendo la regién de interés en un nimero finito de
rectangulos cuyas areas individuales se suman para dar un valor estimado del
area total encerrada por la curva.

Dada la integral ff f(z) dx, se considera una particién del intervalo [a,b] : z) =
xo+ kh, k=0,1,2,..., N, donde zog = a, xny = b, las sumas de Riemann por
la izquierda (Figura ) vienen dadas por la expresién:
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De un modo similar, las sumas de Riemann por la derecha (Figura [Ip) quedan
definidas por la expresién:
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Figura 1: Representacion esquematica de la estimacion de la integral definida
f; f(z) dz mediante sumas de Riemann. a) Sumas de Riemann por la derecha.
b) Sumas de Riemann por la izquierda. ¢) Sumas de Riemann centradas.
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El error de la estimacién cometido al aplicar las expresiones y puede
ser reducido, para una misma anchura de subintervalos, mediante la suma de
Riemann centrada: se toman en este caso las imdgenes de f(z) en los puntos
medios de cada subintervalo (Figura [Tk).

Cabe senalar que es frecuente la utilizacién de un soporte equidistante para
la definicién de subintervalos, si bien esto no tiene por qué ser asi necesaria-
mente. Por simplicidad en la implementacién, en esta préactica se consideraran
subintervalos de la misma anchura.

Ejercicio 1
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En este ejercicio se analiza el drea encerrada entre la funcién f(x) = GEETESy ey

y el eje OX en el intervalo [0, 5].

la. Calcula la suma por la izquierda. Para ello haz una particion del intervalo
[0, 5] en 20 subintervalos de la misma anchura.

1b. Calcula la suma por la derecha y calcula la integral definida en el intervalo
[0,5].

lc. Dibujar las sumas utilizando el cédigo del ejemplo. Explica los dibujos,
comparandolos con los valores hallados en los apartados 1a y 1b.

1d. Explica con tus palabras por qué la suma centrada generalmente propor-
ciona una mejor estimacién. Calcula la suma centrada.



Regla de Barrow

El segundo teorema fundamental del cdlculo integral (o también regla de Barrow,
en honor al matemédtico inglés Isaac Barrow, profesor de Isaac Newton) es una
propiedad de las funciones continuas que permite calcular facilmente el valor de
la integral definida a partir de cualquiera de las primitivas de la funcién. Dada
una funcién f(z) integrable en el intervalo [a,b] y sea F(z) cualquier funcién
primitiva de f, es decir F'(z) = f(z). Entonces
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Aplicaremos a continuacién la regla de Barrow.

Ejercicio 2
Considerando nuevamente la funcién racional f(z) del ejercicio anterior:

2a. Calcula analiticamente la antiderivada F(z) de f(z). Verificar que F(x)
es una antiderivada de f(x).

2b. Aplica el teorema para el intervalo [a,b]. Es decir, calcula el lado derecho

de la expresion @) Verifica el teorema, es decir calcula f; f(z)dx mediante
un integral definida, utilizando ahora el comando integrate.

3. Calculo integral de areas y longitudes

3.1. Curvas planas

Area limitada por dos curvas planas

Sean las curvas y = f(z), y = g(z).

1. Se determinan los puntos de interseccion de dichas curvas, mediante reso-
lucién del sistema

{ y = f(z)

y=g(z)

2. Silos puntos obtenidos tienen abscisas a y b, suponiendo que en (a, b), f(z) >
g(x), el drea viene dada por:
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Esto se generaliza en el caso de funciones arbitrarias f y g mediante la férmula:

b
A= [ @) - g(a)|dz

Longitud de un arco de una curva plana.

Sea la curva f(z) definida y continua, asi como f'(z) en el intervalo [a,b]. La
longitud (L) del arco de curva entre los puntos = a,x = b viene dada por la

férmula: .
L= [ Vi@

Ejercicio 3
3a. Dibujar las curvas f(z) = 22 — 5z y g(z) = 511312. Para la representacion
grafica, elegir un intervalo en x apropiado que permita ver los puntos de
corte f(z) con g(z).

3b. Calcular las coordenadas de los puntos de corte entre f(x) y g(z).
3c. Calcular el 4rea encerrada entre f(z) y g(x).

3d. Hallar el perimetro de dicho area.
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