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Resumen

En esta practica se va a trabajar con funciones de dos variables. Se trabajaran las nociones de limite,
continuidad y diferenciabilidad, asi como los conceptos de derivada parcial y direccional.

= Hacer limites reiterados y direccionales para funciones de dos variables.
= Estudiar la continuidad de una funcién de dos variables.
= Calcular derivadas parciales

= Calcular derivadas direccionales.

Entrega de resultados

La no observacién de las condiciones de entrega (p.e.: nombre del fichero incorrecto) serd penalizada en la
calificacion final.

1. Los trabajos se realizaran en parejas o grupos de tres personas como maximo.

2. Las cuestiones planteadas deberdn ser contestadas en un fichero maxima (.wzmz), en el que se inter-
calaran las preguntas planteadas en celdas de formato texto con las respuestas en celdas de codigo.

3. El nombre del fichero constard del primer apellido del alumno encargado de subir la tarea, seguido
de barra baja y el término practicas, sin tildes. P ej.: Garcia_Practica4.wrmz

4. Los nombres de todos los integrantes del grupo figuraran en el encabezado de dicho fichero.

5. El fichero deberd subirse a la plataforma Moodle, quedando el plazo de entrega abierto hasta el fin de
la clase.

6. Unicamente uno de los integrantes del grupo subira las respuestas.



https://moodle.unican.es/login/index.php

1. Limites y continuidad

Definicién del limite de una funcién de dos variables Sea f una funcién de dos variables definida
en un disco abierto centrado en (xg, o), excepto posiblemente en zg, 3o, y sea L un ntdmero real. Entonces:

im  f(z,y) =1L

(@,y)—=(z0,y0)

si para cada € > 0 existe un > 0 tal que:

|f(x,y)—L| <e€

siempre que:

0<V(x—20)2+(y—yo)2<9

Limites reiterados El limite reiterado de una funcién de dos variables f(x,y) se basa en fijar una de las
dos variables, por ejemplo x, y calcular el limite en la variable y. A continuacién se calcula el limite en la x,
dejando fija la y:

lim <11’m (x,y)) y  lim (h'm f(x,y))

z—0 \ y—0 y—0 \z—0

Ejercicio 1

Dadas las funciones:

2

2 2\ 2
fx,y) = y  g(z,y) = (H) ;
10 si (2.y)=(0,0) Y

se pide:

la. Calcular los limites reiterados de las funciones f(z,y) y g(x,y) en (0,0).
1b. Calcular el limite direccional en el origen a través de rectas de la forma y = ma: 11’1% f(z,mz).
z—

lc. Calcular el limite direccional en el origen mediante pardbolas de la forma: y = ma'/2.

1d. ;Qué se puede concluir, a partir de los resultados de los apartados anteriores, sobre la existencia del
limite de f(z,y) y g(=,y)?

le. En caso de existir el limite de f(x,y), jcudl debe ser su valor? Comenta la continuidad de la funcién
f(z,y) asumiendo la existencia de limite.



2. Derivadas parciales de diferentes 6rdenes

Equivalente a la definicién de derivada de una funcién f(x) de una variable, podemos definir las derivadas
parciales para una funcién f(z,y) de dos variables.

Definicién de la derivada parcial Si z = f(z,y), las primeras derivadas parciales de f con respecto a
x ey, son las funciones f, y f, definidas por:

Y f(zr%—zkx,y)-— f($7y)
folm,y) = lim, A

(1)

Ay) —
fy(afyy)zAlggo fley + Ay; f(@,y) o)

siempre y cuando dicho limite exista.

Es posible hallar las derivadas parciales de érdenes superiores a uno, siempre que dichas derivadas existan.

2
Ejemplos son la derivada parcial segunda respecto a x: a% (%) = % y la derivada cruzada con respecto

.0 (of) _ 9°f
deyydex'@j(%)_ayax'

Las derivadas cruzadas son iguales bajo determinadas condiciones, dadas por el siguiente Teorema:

2 2
Teorema de Schwarz: Si f es una funcién de x e y tal que sus derivadas parciales cruzadas 2F y o~ f
Jyox 0x0y

son continuas en un disco abierto R, entonces se cumple que:
O*f  O*f
dydxr — 0xdy

Y(z,y) € R

El teorema se aplica igualmente a una funcién f de tres o més variables, siempre y cuando las derivadas
parciales de segundo orden sean continuas.

Ejercicio 2
Dada la funcién f(z,y) = /222 + y,

2a. Calcular las derivadas parciales usando la definicién de las expresiones [I] y 2]

2b. Calcular las derivadas parciales utilizando la funcién diff. Verifica la respuesta obtenida en el apartado
2a.

2c. Comprobar los requisitos del Teorema de Schwarz hasta orden 2.

2d. Verificar el Teorema de Schwarz.

2e. Sea g(z,y) = e @) Para (a,b) = (0.1,0.1) definir la funcién P(z,y) = (y — b)gy(a,b) + (x —
a)gz(a,b) + g(a,b).

2f. Representar en la misma figura las grificas de g(x,y) y P(z,y). {Qué representa la superficie P(x,y)?.



3. Derivada direccional

Ya que hemos visto como calcular la derivada en la direccion de x o y, nos interesa ahora calcular la derivada
en cualquier otra direccién del plano, que es lo que conocemos como derivada direccional. Su definicién es la
siguiente:

Sea f una funcién de dos variables x e y, y sea u = cos 0i + sen 0j un vector unitario. Entonces, la derivada
direccional de f en la direccién de u, que se denota D, f, es:

Do f () = lim flz+tcosl,y+tsend) — f(x,y)
t—0 t

siempre que este limite exista.

En la préctica, utlizaremos la siguiente férmula de trabajo:

Forma para calcular la derivada direccional Dado que el gradiente de f es un vector, se puede expresar
la derivada direccional de f en la direccién del vector unitario u como el producto escalar:

0 0
Do) = (Ghi+ 7L5) -

Ejercicio 3

s

En este ejercicio analizamos la derivada direccional de f(x,y) = 22 sen 2y en el punto (1, 5,0), en la direccién
de v = 3i — 4j.

3a. Definir el vector unitario v = HZ—‘

3b. Calcular las derivadas parciales % y %'

3c. Calcular la derivada direccional D, f(1, J).
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