G376-386 — Calculo Curso 2020-21

Examen Convocatoria Extraordinaria
19 de Febrero 2021

Instrucciones:
= Las respuestas deben estar escritas en boligrafo (azul o negro). Nunca en 14piz.
= No se permite el uso de cuadernos u hojas propias.
= No se permite el uso de calculadora.

= Se pueden utilizar tantas hojas como sean necesarias, tanto de borrador como para presentar las
soluciones, que seran entregadas por el profesor.

= El nombre y apellidos del alumno deberan aparecer en el encabezado de todas las hojas entregadas,
que ademads deberan estar numeradas.

senx

1. Dada la funcis — et \ T s e
ada la funcién f(r) = arctan (1+cosa:

) , se pide:

a.) (1.5 puntos) La funcién derivada, calculando su expresién en la forma més simplificada
posible

b.) (0.5 puntos) La ecuacién de la recta tangente y de la recta normal a f(z) en 29 =0

2. (2 puntos) Determinar la convergencia de la serie, estudiando en primer lugar la condicién
necesaria de convergencia.
00 TL2 1 2n3—2n
> (%)

n=1

2
3. (2 puntos) Hallar la derivada direccional del campo escalar f(x,y) = sen(xy)—log ( )

r—y
en el punto (g, 1) considerando la direccién del segmento que une el punto P;(8,—2) con
P2(5a ]-)

1
4. (2 puntos) Calcular la longitud del arco de la curva y = ZIQ ~5 log(x) entre los puntos

de abscisasx =1y z =c¢

5. Calcular las integrales impropias, indicando su caracter:

& < 2z +1
a.) (1 punto) I = e 3% dy b.) (1 punto) J = / ——dx
) (1 punto) 1= | ) (tpunto) 7 = [ F
Universidad de Cantabria ‘;‘:
Escuela de Politécnica de Ingenieria de los Recursos Mineros y Energéticos w




G376-386 — Calculo Curso 2020-21

Soluciones:

1. a.) Aplicando la regla de la cadena:

=1

———
1 cosx(l +cosxz) —senz(—senx Cosx+0052x—|—sen2:r
/() = ' - =
o 1+ sin? 2 (1 + cos ZE)2 " [(14cos z)2+sen?a)(TFeosc)?
(1+cosz)? (TFeesz)?
1+ cosx 1+ cosx 1+ coszx 1

" 1tsen’z tcos’z+2cose +1 2+ 2cosx  2(1+cosz) 2
—_— ——
=1

b.) La recta tangente viene dada por la ecuacién

y —yo = f'(w0)(z — x0)

En este caso, se trata de la recta tangente en el punto (0,f(0)) = (0,0), por lo tanto
la recta tangente vendra dada por la ecuacién:

_ZL'
Y745

La recta normal, viene dada por la ecuacion

(x —x0), esdecir,y=—2x

Figura 1: La funcién f(x) es una funcién periédica (T = 27), siendo inyectiva si se considera
el dominio (—m, 7). Su dominio es R — {m + 2km, k € Z}. Aqui se muestra la grafica de f(x) y
la recta normal en el punto xqg = 0. No se representa la recta tangente en xq = 0, ya que esta
coincide con la propia funcién en el intervalo (—m, 7).
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2. Se comprueba en primer lugar la condicién necesaria de convergencia:

n—o00 n2

ng 1 2n3—2n
lim ( ) = {1“’] (Indeterminacién)

Tomando logaritmos:

2 1 2 1
log(L) = lim (2n* — 2n)log (" — ) ~ lfm (2n® — 2n) (” - 1)

n—oo n—oo n2
—2n3 + 2n _
=lim ——————=-x=L=e=0
n—oo n2

Al ser el limite de la sucesion igual a cero, se cunple la condicién necesaria de convergencia.
Se trata de una serie de términos positivos. En consecuencia, parece-apropiado en este
caso estudiar su convergencia usando el criterio de la raiz.

2n3—2n

n?—1\ = n? =1\ 27
() 5

Entonces:

Tomando logaritmos:

21 21 —1
log(\) = lim (2n*<2) log (n pr ) ~ lim (2n*-2) (n - 1) = lim 2(n*-1) ( )

n—00 n—00 n? n—00 n?
1 —n? B
=2 lim =—2=)\=¢?
n—oo n2

Siendo A <1, se concluye por el criterio de la raiz que la serie es convergente.
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3. Se calcula en primer lugar el vector gradiente en el punto (%, 1):

g— cos T +L:>% 14— k
8x—y Y rx—y Ox (§71)—2 ™—3
a——91:(30531: - :>g _r__3
oy 4 =y dy (§71)_6 m™—3

v - (i) i+ (F-+2)

El vector director:
v=(5-8)i+(1—-(-2))j=-3i+3j

Y por lo tanto el vector unitario:

v 3 . -1, 1,
_1+_J

VIl V18" VI8 A V2 V2

Asi, la derivada direccional queda como:

n-sra - (2 2 (e )

(7 — 9)(r +3)
322 (1 — 3)
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4. Se utilizara la formula de la longitud de un arco en coodenadas cartesianas:

L= /:2 1+ [f (@) dx

siendo x1 = 1, x5 = e y la derivada

Asi:

¢ x? 1 1 ¢ Jxt4222+1
L= Y (I P Y S e s
/1\/+(4+4x2 2)9” /1 42
(@2 +1)(z* 4+ 1) /611:2—1-1 /e r 1
— do — de = AR B
/1\/ 422 ¢ . 2z % { 2+2x v
1 e

1 1 [2? N |
2/1 (:c—kx) T 2{2+0g(m)}1 1

f(x)
intervalo integracion @
25

15

0.5+

0 | | | | | |
0.5 1 15 2 2.5 3 3.5

Figura 2: Grafica de f(z) en el intervalo (0, 3.5) e intervalo de integracién sobre el que se calcula
la longitud de arco.
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a.) Hallamos en un primer paso la integral indefinida. Para ello, se toma el cambio de
variable e* = t:

exdx:dtédx:?t

dt =3 -1
—3z — -3 [ —4 —_ — =
/e dx—/t ” /t dt —3 3e3=’”+c

1 114 —1 1
f—?l}zﬂio@] >—?<0—”—§

Siendo como vemos la integral I de caracter convergente.

Ast:

Y por lo tanto:

b.) La integral J es una integral impropia de primera especie. Se aborda primero la reso-
lucién de la integral indefinida, que es de tipo racional. Asi, analizando el integrando
puede verse que se trata de una funcién racional que puede descomponerse en un

factor lineal unico (correspondiente a la raiz ¢ = —1) y dos factores lineales repetidos
(la raiz x = 0, que aparece dos veces).. Aplicando la descomposicién en fracciones
simples:
2¢+1 A B C
(1+x)22  ~a+1 =z a2
AP+ Bx+1)z+C(z+1)
B 22 (z+1)
A +32°+ Br+Ca + C
B 2 (z+1)
) A=-1
2 (A+3)+2B3+C)+C
= =< B =
x2(x+1)
Cc=1

Y por lo tanto, resolviendo primero la integral indefinida:

2ol g, = L D) e = “togle 1]+ log 2] — -
(1—|—$)x2x_ r+1 a2 TETOBE eI x

| T 1 n
= 10 ——
& r+1 T
Finalmente:
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> 2r+1 H 9p 41 11"
J:/ 2l g 25 g ym (e L L
. (14 a2)2? Hooo f; (14 x)2? H—o00

g (n(i13) - (o (2) )
=1-log G) =1—log(1) 4 log(2) =1+ log(2)

Se trata por tanto de una integral de cardcter convergente.
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