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1. INTRODUCCION: SISTEMAS DE INGENIERIA QUIMICA CON MAS DE UNA VARIABLE
INDEPENDIENTE.

Las leyes de conservacion de masa, cantidad de movimiento y energia aplicadas al flujo de
fluidos dan lugar a las ecuaciones de variacion que describen el cambio en la velocidad,
temperatura y concentracion con respecto al tiempo y a la posicion en un sistema. Estos
sistemas, cuando tienen mas de una variable independiente, se modelan mediante
ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES (PDEs).

1. = Asi el balance de masas, definido por:

velocidad de . .
., velocidad de velocidad de .
acumulacion | = - . aplicado a un elemento de volumen
entrada de masa salida de masa
de masa

AXAyAz por el que circula un fluido, da como resultado la ecuacion de continuidad:

P o2 v+ Lpvy+ Loy
aXF’X aypy asz

donde p es la densidad del fluido y vy, vy, v; son las velocidades del fluido en las tres
coordenadas rectangulares.

2. = La aplicacién del balance de cantidad de movimiento a un elemento de volumen
AXAyAz por el que circula un fluido isotermo:

velocidad de velocidad de velocidad de
y . suma de fuerzas
acumulacion entrada de salida de
. = . - . +| que actuan sobre
de cantidad de cantidad de cantidad de .
o o o el sistema
movimiento movimiento movimiento

lleva a la ecuacion de movimiento en las tres direcciones:

ﬁv-——ivv-+ivv-+ivv- —ir-+ir-+ir- _6_p+ gi, J1=XY,2
ot DT T ok P T Gy P I T PR [T o P T gy T g T )T g TR AT

donde: p= presion, p; son los componentes de la aceleracion gravitacional y tjjson los
componentes del tensor esfuerzo cortante.
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3. =La aplicacion del balance de energia, definido por:

velocidad de velocidad deen - velocidad de trabajo neto aportado
. . . ; aporte neto de ca - .
acumulacion |=| trada de energia |—| salida deenergia |+ ., |—| por el sistema a los
. B B lor por conduccion
de energia por conveccion por conveccion alrededores

en un elemento de volumen AxAyAz por el que circula un fluido no isotermo da como
resultado:

La ecuacion de energia:

0 ov
pCv a—T-i-Vxa_T-i-Vya_T-i-Vza—T == qu+ qy-i-aqZ —T(a—pj 5VX+ y+6VZ -
ot ox oy 0z oXx oy oz oT 0 OX oy oz

ov ov ov ovy OV oVy OV Ny ov
[TXX o tW Sy T azZJ{TXV( oy " anysz( N axzjﬂyz[ o ey H

donde T es la temperatura, C, es la capacidad calorifica a volumen constante y g; son los
componentes del flujo de energia dados por la ley de Fourier de la conduccién de calor:

gj = —kaa—T, i=X,Y,Z, siendo k la conductividad térmica.
[

Para la conduccion en solidos, donde los términos de velocidad son cero, la ecuacién de
energia se simplifica considerablemente; si, ademas, incluimos la ley de Fourier en la
expresion de la ecuacién de energia para solidos, se obtiene la expresion:

oT o°T 8°T o°T
pPCp| — |=k sttt
ot ox°  oy° oz

donde C,; es la capacidad calorifica, que a presion constante reemplaza a C,, y k se asume
constante dentro del sdlido.

4. = Por ultimo, la ecuacién de continuidad para un componente A en una mezcla binaria de
densidad constante y coeficiente de difusion Dag también constante es:

2 2 2
6CA+ VX&CA+VyaCA+V26CA D 6CA+8 CA+a Ca +Ra,
ot OX oy 0z ox 2 oy? 072
donde C, es la concentracion molar de A y Ra es la velocidad molar de produccién del

componente A. Cuando Ra=0 y vx=vy,=V,=0 esta ecuacion se reduce a la segunda ley de Fick
de la difusion:

2 2 2
Ca _py, [9°Ca  0%Ca  0°Ca
ot ox2  oy?  az?
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2. CLASIFICACION DE PROBLEMAS PDE.

De forma general, las ecuaciones diferenciales parciales (PDE) pueden clasificarse
atendiendo a:

1) suorden

2) sulinealidad

3) sus condiciones de integracion.

1) El orden de una ecuacion PDE se corresponde con la derivada parcial de mayor orden
presente en la ecuacion.

2) Con respecto a la linealidad, las ecuaciones PDE pueden clasificarse como

a) lineales,
b) cuasi-linealesy

¢) no lineales.

Ejemplo 7.1.

. azu 62u azu ‘.
Consideremos la PDE: a()—= +2b()—— +c()—=+d() =0 En esta ecuacion:
oy? Oyox ox2

a) si los coeficientes son constantes o son funciones de las variables independientes
[() = (x,y)] la ecuacién es lineal

b) si los coeficientes contienen funciones de las variables independientes, de la variable
dependiente o de las derivadas de orden inferior al orden de la ecuacion,

[(.) =X,Y, u’a%x’a%y} entonces la ecuacion se clasifica como cuasi-lineal

c) Por ultimo, si los coeficientes contienen funciones de derivadas de orden igual al orden de

2 2 2
la ecuacion, {(.) =X,Y, u,a%x,a%y,5 %(2 0 %Gyz 0 %@y} la ecuacion se clasifica

como no lineal.
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3) Las condiciones iniciales y frontera asociadas a una ecuacion PDE deben
especificarse de forma que permitan obtener una solucién numérica Unica para cada
ecuacion. En general las condiciones de contorno asociadas a ecuaciones PDE se
clasifican en tres grupos:

1-Condiciones de Dirichlet (o condiciones de primera clase):

los valores de la variable dependiente se dan en valores fijos de la variable independiente.

2-Condiciones de Neumann (o condiciones de segunda clase):

la derivada de la variable dependiente se da como valor constante o como funcién de la
variable independiente.

3-Condiciones de Robbins (o condiciones de tercera clase):

la derivada de la variable dependiente se expresa como funcion de la misma variable
dependiente.

Condiciones de Cauchy :

Un problema que combine condiciones de primera y segunda clase se denomina problema
de Cauchy.

En funciébn de las condiciones iniciales y de frontera presentes en un problema, las
ecuaciones PDE pueden clasificarse asi mismo como problemas del valor inicial (PDE-IVP) o
problemas del valor frontera (PDE-BVP).

PROBLEMAS PDE-IVP: al menos una de las variables independientes tiene una region
abierta, es decir se especifica el punto inicial pero no el final,

PROBLEMA PDE-BVP: cuando para todas las variables independientes se especifican
los valores iniciales y finales, es decir se encuentran en regiones cerradas, el problema
es del tipo valor frontera.
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\ Ejemplo 7.2. \

2
Tomando como ejemplo la ecuacién PDE: %r: aa_T gue describe el cambio en la temperatura de un

2
OX
ladrillo sélido en el que la transferencia de calor se lleva a cabo en la direccién x, veamos qué tipos de
condiciones de contorno se pueden presentar: (Figuras 7.1.-7.3.)
. . - t Ladrillo sélido
a) Condiciones tipo Dirichlet:

A
T=f(x) parat=0y0<x<1 = c.inicial f
T=T parat=0y0<x <1 = c.inicial t>0 t>0
T=f(t) parax=0yt>0 = c.contorno T=A1(t) T=T,
T=T parax=0yt>0 = c.contorno oT—01—”‘

Figura 7.1. Condiciones de Dirichlet

Las dos primeras condiciones presentadas (iniciales) indican que la temperatura inicial dentro del ladrillo es
funcion de la posicion, f(x), o tiene un valor constante, To .

Las dos ultimas condiciones (frontera) especifican el valor de la variable dependiente en la frontera izquierda
como una funcion del tiempo 0 como una constante respectivamente (corresponderia a dos casos en los que
i) la condicién frontera indicaria que en un lado del ladrillo se mantiene una temperatura programada, o ii) a
un lado del ladillo se mantiene una temperatura constante).

b) Condiciones de Neumann: t  Ladrillo sélido

A ;
oT Aislamiento
r
~—— =0 parax=1yt>0 friEta
OX t>0
. o : T=1()
Esta condicion especifica que el gradiente de
L 77/
temperatura en la frontera derecha es cero, 0 1

Figura 7.2. Condiciones de Neumann

c) Condiciones de Robbins:

t
oT A Ladrillo sélido
K—=h(T-Tf)parax=0yt>0 ;
OX r
t>0 h
kT =hr-T1) 7 t>0
ax .
Pelicula
de fluido

X

0 1
Figura 7.3. Condiciones de Robbins

La condicién indica que el flujo de calor en la interfase sélido-liquido puede relacionarse mediante la
diferencia de temperaturas de la interfase y el fluido, siendo h el coeficiente de transferencia de calor del
fluido.

[Figuras 7.1., 7.2. y 7.3. reelaboradas a partir de Constantinides y Mostoufi, 1999]
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4) Ademaés de las clasificaciones anteriores, las ecuaciones PDE lineales de seqgundo orden
con dos variables independientes se clasifican en tres formas canonicas:

- parabdlicas,
- elipticas e
- hiperbdlicas.

Tomando como ejemplo la forma mas general de una ecuacion lineal de 2° orden con 2
variables independientes

2 2
o°u o°u 6 u ou ou
a 2+b d—+e—+f(u)+g 0 Si
ox a><8y ay oy
b% —ac<0 = la ecuacion se clasifica como eliptica
b% —ac=0 = laecuacidn se clasifica como parabdlica
b% —ac>0 = la ecuacién se clasifica como hiperbodlica
\ Ejemplo 7.3.
o%u %
i) La ecuacion de Laplace St 5= Oes una PDE que describe flujo de una propiedad
OX oy
(energia o materia) a través de dos direcciones espaciales en estado estacionario. En esta
ecuacion:
a=1
b=0l=b% _a*c=-1<0 = ecuacion eliptica
c=1
N - I . . o%u  au
i) La conduccidn de calor (o la difusion de materia) en estado dinamico se expresa: o= E:
OX
a=a
b=0}=Db*-a*c=0 = ecuacion parabdlica
c=0
2 2
20°U  0°u L,
i) La ecuacion de ondas se expresa como: a SR En esta ecuacion:
OX ot
a=a2
b=0 '=b%_a*c=a?>0 = ecuacion hiperbodlica
c=-1
7
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IMPORTANTE:
1. Los métodos de solucién de PDEs dependen de su forma candnica.

2. Dado que los coeficientes de las ecuaciones PDE lineales pueden ser funciones de las
variables independientes, no es imposible que una ecuacion pueda ajustarse a diferentes
formas canodnicas a lo largo del intervalo de integracion.

3. METODOS DE RESOLUCION DE PROBLEMAS PDE.

La resolucion de ecuaciones PDE mediante técnicas analiticas no es una estrategia
interesante desde el punto de vista practico del Ingeniero quimico ya que estos métodos:

a) Requieren un gran conocimiento de técnicas matematicas para su aplicacion hasta en los
problemas mas sencillos,

b) con la limitacién de que generalmente son sélo aplicables a problemas lineales y aun asi
no siempre es posible su resolucion.

Los métodos numéricos tiene la ventaja de su relativa sencillez y su gran generalidad, por
lo que han sustituido a los métodos analiticos en la resolucién de PDEs.

3.1. Métodos Numéricos basados en Diferencias Finitas.

En el Tema 5 se presentd la posibilidad de aproximar las derivadas totales, de primer y
segundo orden, mediante sustitucion por diferencias finitas, manteniendo siempre un error
permitido en la aproximacion. En los proximos Temas aplicaremos estas mismas
aproximaciones a derivadas parciales de primer y segundo orden.

Dado que las ecuaciones parciales implican a mas de una variable independiente, el método
general de resolucion implicara en primer lugar construir una red de dos (o tres)
dimensiones, correspondiendo cada dimensién a una variable independiente. Los nodos
mantendran la notacion (i,j) 0 (i, j, k), dependiendo de que el sistema tenga dos o tres
variables independientes. Las distancias entre los nodos de la red se designan por
AX, Ay, Az, At respectivamente.

En segundo lugar el método general implicara expresar las derivadas parciales de primer y
segundo orden en términos de diferencias finitas. Vamos a desarrollar estas aproximaciones
mediante diferencias centrales:
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La derivada parcial de u respecto a x implica que las variables y, z (o el tiempo) permanecen
constantes, por lo tanto

du

ijk dx

ou
OX

i,jk
Entonces, la aproximacion por diferencias centrales de esta derivada parcial seré:

— [ax?)
= Ujs1 jk — Uit jk J+HAX
ik 2AX( i+1,j,k i 1,j,k)

a_u
OX

De la misma forma las aproximaciones a las derivadas parciales de primer orden respecto a
Y, Z:

%Ji,j,k :%Ay(ui’j*l'k _u‘vj—llk)+9(Ay2)
Z_g ik - g_iz(ui,j,kﬂ U ko)t S(Azz)

De forma analoga, las derivadas segundas se expresan en términos de diferencias
centrales:

2
0°u 1 ’
S = (k- 2o vica i)+ 5l
OX i ik AX
IJI

o%u 1 ( 2)
) :_z(ui,j+1,k—2“i,j,k +uiv1—1'k)+9AX
Nlijk A

o%u 1 2)
2 =—2(Ui,j,k+1—2Ui,j,k +“i,i,k-1)+9(Ax
0%k Az
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y i—1 j+ i, j+ i+, j+ y ' !
1 |
T .-T - -
< 1 <
| g X l-orteloa
i—1, i b il 2 2R e
A I - 1 il oy I
y maame
" Ax - Ay ,g,__,‘r___
' /, J/
i—1j=1 T, j—I i+, j—I ! e
4A><_‘ | oAz

Figura 7.4. Red de aproximaciones por diferencias finitas. (a) Dos dimensiones. (b) Tres

dimensiones. [Reelaborado a partir de Constantinides y Mostoufi, 1999]
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