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Ingenieria Quimica Cdlculo Avanzado de Procesos Quimicos. TEMA 8  4° curso.

1. INTRODUCCION: SISTEMAS DE INGENIERIA QUIMICA CON VARIACION EN EL
TIEMPO Y EN EL ESPACIO: PROBLEMAS PDE

En el Tema 7 se introdujo que las ecuaciones PDE de 2° orden con dos variables independientes:

62u 62u azu ou ou o < .2
a +b +C +d—+e—+f(u)+g =0 seclasifican como PARABOLICAS si b“ —-ac=0
ox? oxoy 8y2 ox

Los sistemas que incluyen difusion o conduccion de calor en estado dindmico son los ejemplos mas
clasicos de ecuaciones PDE parabolicas. Estas ecuaciones implican a una derivada de primer orden
respecto del tiempo y a una o mas derivadas de segundo orden respecto a variables espaciales. Por lo
tanto, pueden clasificarse a su vez como PDE-IVP ya que una de las variables independientes, el

tiempo, es una variable abierta.

Limitdndonos a los sistemas que incluyen sélo una variable espacial, la forma general de estas
ecuaciones es:

ot coarl or

ou 1 i[ra 8_uJ
donde: o =0 = simetria plana.
o =1= simetria cilindrica

o = 2 = simetria esférica

Aunque desde una perspectiva rigurosa la clasificacion de ecuacion parabdlica sélo incluye a
ecuaciones de 2° orden lineales con dos variables independientes, en muchos textos se consideran
ecuaciones parabolicas ecuaciones de 2° orden lineales con mas de dos variables independientes ya que

el método de resolucidn es el mismo.

Ejemplo 8.1.
3 3 o%T 8’1 o°T o
Ecuacion de conduccion de calor (e.n.e.): oy — +ay — +0oy T T A (3 var. espaciales y tiempo)
ox ozc ot
2 2 2
0°C 0°C 0°C oC

2% ley de Fick de la difusion (e.n.e): Dgpy —Za + Dapy _2a + Dgp; _2a =2 (3 var. espaciales y tiempo)

OX oy oz ot
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Ingenieria Quimica Cdlculo Avanzado de Procesos Quimicos. TEMA 8  4° curso.

. Oué se pretende obtener con la solucidon de una ecuacion PDE-Parabdlica en Ingenieria Quimica?

Tomemos un ejemplo sencillo. La distribucion de temperatura en una pared sélida con conductividad
térmica constante. Hemos resuelto este problema para el caso en el que el sistema se encuentra en

estado estacionario y la variacion de temperatura solo tiene importancia en una direccion espacial.

Temp vs distancia (e.e.)
120
100
80 \
60
40
g1 20
0 T T T
0 0,2 04 0,6 0,8 1
distancia (m)

Figura 8.1. Perfil de temperatura en una pared. Estado estacionario.

2

En este caso la ecuacion que representa el problema es una ODE-BVP de la forma: d_'IZ': 0, que
dx

necesita de dos condiciones frontera para resolverse singularmente (ej. T(0)=100°C y T(1)=40°C). La

solucion numeérica a este problema se muestra en la Figura 8.1.

Si partimos de la suposicion de que inicialmente toda la pared se encontraba a la misma temperatura
(ej. 40°C) y de repente la cara interior se pone en contacto con un foco de calor y alcanza los 100°C, la
temperatura en los diferentes puntos de la pared ira cambiando con el tiempo hasta alcanzar un nuevo

2

. ) ., ) . , OT
estado estacionario. En este caso la ecuacion que gobierna el sistema sera:E:oc—2 (con una
OX

condicidn inicial y dos condiciones frontera).
La solucidn a esta ecuacion deberd proporcionar:

- Un perfil de temperatura en la pared para cada tiempo (hasta el momento en que se alcance el

estado estacionario).

- La evolucién con el tiempo de la temperatura en un punto X; de la pared (hasta alcanzar la

temperatura correspondiente a ese punto en el estado estacionario).
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Es decir, la solucién de una ecuacion PDE PARABOLICA es una matriz de valores de la variable

dependiente correspondientes a cada nodo de la malla espacial y a cada tiempo de la malla temporal

que pueden ser representados como:

a) un conjunto de perfiles a lo largo de todo el intervalo espacial (cada uno de ellos correspondiente a
un tiempo de integracién) 6

b) un conjunto de perfiles que muestran la evolucion de la variable dependiente en cada nodo en
funcion del tiempo.

En la Figura 8.2. se muestra el resultado de la integracion del problema ejemplo como un conjunto de

perfiles a lo largo del intervalo de integracion espacial en funcién del tiempo. En la figura 8.3. Se

muestra este mismo resultado en forma de evolucién de cada nodo con el tiempo.

TEMPERATURA DE LA PARED
distancia (m) t=0 t=0,01 t=1 t=2 t=tf
0 40 100 100 100 100
0,2 40 40 75 80 88
0,4 40 40 55 65 75
0,6 40 40 45 50 60
0,8 40 40 40 42 50
1 40 40 40 40 40
TEMPERATURA EN CADA NODO DE LA PARED
tiempo (s) x=0,0 x=0,2 x=0,4 x=0,6 x=0,8 x=1,0
0 40 40 40 40 40 40
0,01 100 40 40 40 40 40
1 100 75 45 40 40 40
2 100 80 65 50 42 40
3 100 88 75 60 50 40
4]
1) ® ¢ ¢ ——500
C 0
< 9. O 9l —-x02
< ——tfird <
= o 04
& —+t0 5
2 & §® *6
£ 0§ +r—t 5 g
& *t2 = —Hx
D, o ——x10
0 T T T T T D
0 @2 04 06 s 1 12 .
I . (n) T T T T T
0 05 .15 25
tienpo )

Figura 8.2. Evolucion de la temperatura en cada nodo en funcion del tiempo

Figura 8.3. Temperatura en el sistema para cada tiempo
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Ingenieria Quimica Cdlculo Avanzado de Procesos Quimicos. TEMA 8  4° curso.

2. CONDICIONES DE INTEGRACION ASOCIADAS A PROBLEMAS PDE-
PARABOLICOS.

Las ecuaciones parabdlicas implican una derivada de primer orden respecto del tiempo, por lo tanto se
necesitard una condicion inicial que nos defina el valor de la variable dependiente en todo el intervalo

de integracion para tiempo cero.

A su vez las ecuaciones parabdlicas tienen una o mas derivadas de segundo orden respecto a variables
espaciales. Para proceder a la integracion de cada una de estas derivadas sera necesario definir una
condicion frontera en cada extremo del intervalo de integracién de cada variable espacial. Esta
condicién se cumplird para cualquier valor de las demés variables independientes y para cualquier

tiempo de integracion.

Las condiciones frontera pueden implicar a la variable dependiente o a su derivada.

En resumen, una ecuacion parabdlica se acompafia de una condicién inicial y un numero de

condiciones frontera igual al doble de variables espaciales de la ecuacion.

Ejemplo 8.2.

Tomemos como ejemplo un gas A que se difunde en un liquido B estancado en una probeta alta.

En estado dindmico la ecuacion que modela este sistema seré:

oC o2c Ca(z,00=0
4 - Dy, & con las condiciones {C, (0,t) = C,q
ot 022
Cal _
0z |,_|
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Ingenieria Quimica Cdlculo Avanzado de Procesos Quimicos. TEMA 8  4° curso.

3. RESOLUCION NUMERICA DE PROBLEMAS PDE PARABOLICOS: METODO DE
LINEAS.

Aplicaremos el método de lineas (MOL) a la resolucion de problemas PDE-parabdlicos en una

direccion espacial, tomando como ejemplo general una ecuacion en coordenadas rectangulares:

ou 82U
—_— = — .

Ut = aUxx| o lo que es equivalente:

Primer paso
Consiste en la creacion de una malla de n nodos en el intervalo espacial:

h=x

-X;, 1=0,...n+1 desdex, hasta x,,: } } ; } |

i+1 i
i=0 i=n+1
X=X X=X
Segundo paso ° "
Consiste en aplicar la ecuacion diferencial en cada nodo espacial, es decir transformamos una
52Ui
a—

- , . . . . 0Uj
ecuacion continua en n ecuaciones discontinuas, una por cada nodo espaCIaI: 6t_l = 5
OXj

Tercer paso
Consiste en aplicar diferencias finitas centrales a la derivada espacial de segundo orden en cada uno

oV, U,,-2U,+U,, »
de los puntos nodales i: 5 = > , con lo cual hemos eliminado una de las
OX; h
. . g , dy; Ui, —2U; +U;
derivadas parciales de la ecuacion que ahora sera de la forma: = h2 .

ATENCION: como solo tenemos una derivada respecto del tiempo, la ecuacion en cada nodo se ha

transformado en una ODE.

Obtenemos por tanto un sistema de n ecuaciones diferenciales totales de primer orden (tantas como

nodos en la direccion x) con sus correspondientes condiciones iniciales.

Cuarto paso
Corresponde a la modificacion del sistema general de ecuaciones ODE-IVP en funcion de las

condiciones de integracion de cada problema particular.

Quinto paso
Corresponde a la resolucién del sistema de ODE-IVPs generado.
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Ingenieria Quimica Cdlculo Avanzado de Procesos Quimicos. TEMA 8  4° curso.

En Resumen:

El método de lineas consiste en transformar una ecuacion PDE-parabdlica en un sistemas de ODEs
del valor inicial y resolver este sistema mediante las técnicas aplicables a resolucion de ODEs del

valor inicial (Temas 3, 4 de este curso), es decir, algoritmos tipo Euler, Runge-Kutta, Adams, etc.

Ejemplo 8.3.

Aplicacion del método MOL a la ecuacion PDE parabdlica de 2° orden lineal en una direccion
2
espacial a_ aﬂ. Obtencion del sistema ODE-IVP general:
ot 6X2
Solucion:

Respecto de la variable espacial x el intervalo cerrado es (0, 1), respecto a la variable temporal el

intervalo es abierto (0, «).

Tomando AX = 0.1 = desde x = 0 hasta x =1tendremosl11nodos:i=0,1,......,10

2T Tt -2Ti+Tig
8x2‘i Ax?

Si en cada nodo aplicamos la aproximacion , siendo i el indice

correspondiente a la discretizacion espacial. Obtendremos:

27| T -2Tg+T4

Para el nodo i=0 (x=0) = 1 5
ox?|, (0.)

0°T| Tp-2Ti+Tg

Para el nodo i=1 (x=0,1) = 5 5
x|y 0,1

0%T| T3-2Tp+Ty

Para el nodo i=2 (x=0,2) = > 5
X |y (0NN

2T|  Tip-2Tg+Tg

Para el nodo i=9 (x=0,9) = 1 5
x2y  (01)
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Ingenieria Quimica Cdlculo Avanzado de Procesos Quimicos. TEMA 8  4° curso.

Para el nodo i=10 (x=1) =

2 2
ox2 |, (0.)
N Tt .
En cada nodo se cumple la ecuacion i 00—, por lo tanto podemos igualar:
OXj

ol A dt | AX?

OT| _ Tu=2N+Ty _ dT| _ Ty -2T+T,,

En la expresion anterior solo hay una derivada, luego hemos transformado una ecuacién PDE en

un sistema de ecuaciones ODE del valor inicial:

: T -2Tg+T
Para el nodo i=0 (x=0) = ar =1 0; -1
dtlo (0)

con Tp(j=0)=25

dT| T -2Ty+ T

Para el nodo i=1 (x=0,1) => — con T1(j=0)=25

dth (012
...................................................................................... con Tij(j=0)=25
Para el nodo i=9 (x=0,9) = d—T‘ _Tio- 2T92+ Ts con Tg(j=0) =25

dtlg 0))

dT|  T11-2T10 +To

con Typ(j=0)=25

Para el nodo i=10 (x=1) = —‘ >
dt g (01)
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Ingenieria Quimica Cdlculo Avanzado de Procesos Quimicos. TEMA 8  4° curso.

3.1. Aplicacién de las condiciones de frontera en el método de lineas

Caso a) Las dos condiciones frontera son constantes:

Los valores de las variables dependientes Ty, T, son conocidas, por lo tanto no se necesitan las

ecuaciones ODEs correspondientes a los nodos inicial y final.

Una PDE- parabolica con dos condiciones de frontera constantes en la que se ha discretizado el
intervalo de integracion espacial en n puntos nodales se resuelve, en método MOL, mediante un

sistema de n-2 ODEs correspondientes a los n-2 puntos nodales interiores.

Caso b) Una condicién frontera aislante o de flujo:

En este caso, en el nodo en el que tenemos la condicion de frontera aislante (o de flujo) no se conoce el
valor de la variable dependiente, por ejemplo Tn, por lo tanto ahora habra de incluir la ecuacion ODE
correspondiente a este nodo. Ademas la aproximacion a la derivada segunda en ese nodo frontera
implica utilizar un nodo que no existe en el intervalo de integracion (T.; 6 Tn.1) Y esto obligarad a

utilizar la técnica de los limites ficticios (Tema 5 de este curso) para sustituir este nodo por otro

incluido en el intervalo de integracion.

Una PDE- parabdlica con una condicion de frontera constante y otra condicion de frontera aislante
(o de flujo) en la que se ha discretizado el intervalo de integracion espacial en n puntos nodales se
resuelve, en método MOL, mediante un sistema de n-1 ODEs correspondientes a los n-2 puntos

nodales interiores y al punto nodal exterior correspondiente a la condicién aislante (flujo).

Caso ¢) Dos condiciones frontera de flujo (o aislante):

En los nodos en los que tenemos las condiciones de frontera aislante (o de flujo) no se conoce el valor
de la variable dependiente, Ty, Tn, por lo tanto, habré de incluir las ecuacion ODE correspondientes a
estos nodos. Ademas la aproximacion a la derivada segunda en ambos nodos frontera implica utilizar
dos nodos que no existen en el intervalo de integracion (T.1 y Tn+1) Yy esto obligara a utilizar la técnica

de los limites ficticios para sustituir estos nodos por otros incluidos en el intervalo de integracion.

Una PDE- parabdlica con dos condiciones de frontera de flujo (o aislante) en la que se ha
discretizado el intervalo de integracion espacial en n puntos nodales se resuelve, en método MOL,
mediante un sistema de n ODEs correspondientes a los n-2 puntos nodales interiores y a los dos

puntos nodales exteriores.
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Ingenieria Quimica Cdlculo Avanzado de Procesos Quimicos. TEMA 8  4° curso.

Ejemplo 8.4.

Partiendo del sistema de ODE-IVP general al que se ha llegado en el ejemplo 8.3. Obtener los
sistemas particulares para los casos:

T(0,x) = 25°C
a) condiciones de contorno definidas por: {T(t,0) =100°C
T(t,1) = 25°C

En este caso no son necesarias la primera y Gltima ecuacién ODE. El sistema se expresa:

Para el nodo i=0 (x=0) = Tg =100

Para el nodo i=1 (x=0,1) = dT} _ T2 -2T; +100

con Ty(t=0)=25
dt ‘1 (0.1)2

...................................................................................... con Tj(t=0)=25

Para el nodo i=9 (x=0,9) = dT) _25-2Tg +Tg

con Tg(t=0)=25
dtlg (012

Para el nodo i=10 (x=1) = Ty9 =25

T(0,x) =25°C
b) condiciones de contorno definidas por: Z—T(t,l) =0
X
T(t,0)=100°C

En este caso la ecuacion para x=1,0 vuelve a ser necesaria, el sistema se expresa entonces:

Para el nodo i=0 (x=0) = T =100

Para el nodo i=1 (x=0,1) = a7 = ngloo con Tqy(t=0)=25
dtly 01)

...................................................................................... con T(t=0)=25

Para el nodo i=9 (x=0,9) = d—T‘ _To- 2T92+ Ts con Tg(t=0)=25
dtlg 0))

Para el nodo i=10 (x=1) = ar _Ti1-2To+Tg con Tyg(t=0) =25

dt ‘10 (0.1)2
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Ingenieria Quimica Cdlculo Avanzado de Procesos Quimicos. TEMA 8  4° curso.

Aparece una nueva variable, T11, que por no pertenecer al intervalo de integracion debe ser
sustituida. Aplicando la técnica de los limites ficticios se obtiene para este caso que en el

Ty —T
punto x=1,0 se cumple = ar —0=_11779
i=10 2h

= |T11 = Tg| por lo tanto podemos

dx

expresar la ecuacion correspondiente al nodo i=10 de la forma:

Para el nodo i=10 (x=1) = ar — 2Tg9 —2T10

con Tyg(t=0)=25
dtlp  (02)2

T(0,x) = 25°C

¢) condiciones de contorno definidas por: Z—I(t,l) =0

oT

—(t,0)=alTE -T

~ (10 =a(Te -To)

En este caso la ecuacion para x=0,0 vuelve a ser necesaria, el sistema se expresa entonces:

: T -2Tp+T
Para el nodo i=0 (x:O):>d—T =1 0+ 1 conTo(t=0)=25

dt |o (0.1)2

dT|  Tp-2T1 +100

Para el nodo i=1 (x=0,1) => — con Tq(t=0)=25

dtiy (0,12
...................................................................................... con T(t=0)=25
Para el nodo i=9 (x=0,9) = d—T‘ _To- 2T92+ Ts con Tg(t=0)=25

dtlg (0.)

dT|  T11-2Tip+Tg

Para el nodo i=10 (x=1) => —

con T1g(t=0)=25
dt ‘10 (0)2

Aparece una nueva variable, T.;, que por no pertenecer al intervalo de integracion debe ser

sustituida. Aplicando la técnica de los limites ficticios se obtiene para este caso que en el punto

= OL(TF —To)z o = |T_1 = 2hOL(T|: —T0)+ T1| por lo tanto
i=0

x=0,0 se cumple = ar
dx

podemos expresar la ecuacion correspondiente al nodo i=0 de la forma:

Para el nodo i=0 (x=0,0) = ar - 2Ty ~ 2(1+ Ovlot)To +0,20

dt |g (0.1)2

con Tp(t=0)=25
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Ingenieria Quimica Cdlculo Avanzado de Procesos Quimicos. TEMA 8  4° curso.

Resumen método de lineas (MOL) aplicado a la resolucion de PDE-parabdlicas.

e Este método convierte un problema de Ingenieria Quimica definido por una PDE parabdlica en un

sistema acoplado de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden mediante discretizacion de

las derivadas parciales de segundo orden espaciales.

e Laintegracion del sistema ODE-IVP generado se lleva a cabo mediante un algoritmo adecuado.

PDE-parabdlica (2° orden)

Discretizacion: determinacion de puntos nodales
Variables:

1° etapa intervzjllo de integracign (x). 5
Tamano de paso de discretizacion (AX)

Nimero de nodos (n)

Aproximacion de la derivada de segundo orden con
respecto al espacio.

\
Sistema ODE-IVP (1° orden)

) 4 o ) 4 o \
n-2 ecuaciones . n-lecuaciones | | n ecuaciones
(2 cond. Frontera : = (1cond.Frontera ; | (0 cond. Frontera
constantes) constante) constantes)

Resolucién de un sistema de ODEs del valor inicial

2° etapa Variables: . _
Tiempo final de integracion (t;)

Tamafo de paso de integracion (At)

Obtencion de la solucion como evolucion con el tiempo de la propiedad de interés
(variable dependiente en un conjunto discreto de puntos de interés

Figura 8.4. Esquema de la aplicacion del Método de Lineas (MOL)

Departamento de Ingenieria Quimica y Quimica Inorgdnica. U.C.
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Ingenieria Quimica Cdlculo Avanzado de Procesos Quimicos. TEMA 8  4° curso.

4. RESOLUCION NUMERICA DE PROBLEMAS PDE-PARABOLICOS: METODO DE
DIFERENCIAS FINITAS

La resolucion de un problema PDE-Parabolico con una dimension espacial mediante diferencias finitas

conlleva los siguientes pasos:
Primer paso:

Crear una red de nodos en dos dimensiones. Para ello es necesario dar un valor final al tiempo, de esta

forma las dos variables son cerradas:
Variable espacial: xj:1=xj+Ax con i = 0, .....,n; siendo Xo=0,0 y Xn+1=1,0
Variable temporal: tj1=tj+At con j = 0, .....,n; siendo t=0,0 y th+1=tfina.
Se obtendra una malla en dos dimensiones como la representada en la Figura 8.5:

\ )Y |

i, n+l

| . I

i-1,n i,n i+1.n

Figura 8.5. Malla correspondiente a la discretizacion de la variable espacial y temporal.

Segundo paso:

2
. . o OTji o°Tii :
Discretizar la ecuacion: —_ Y _ , ~ Y en tantas ecuaciones como nodos tenga la red.
|
Tercer paso:
Aplicar diferencias finitas a la segunda derivada espacial: 02 Tjj \ o Tig1,j - 2T j+ Tiog,j

6xi2 ‘ Ax 2

]
Cuarto paso:
Aplicar diferencias finitas a la primera derivada temporal.

El resultado de aplicar diferencias finitas a las dos derivadas de la ecuacion es que hemos transformado

una ecuaciéon PDE-Parabdlica en un sistema de ecuaciones algebraicas.

En funcion del tipo de aproximacion a la primera derivada que se aplique se distinguen tres métodos
de diferencias finitas:
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Ingenieria Quimica Cdlculo Avanzado de Procesos Quimicos. TEMA 8  4° curso.

4.1 Método explicito:

En este método se aplican diferencias hacia delante a la derivada de primer orden respecto del tiempo.
El punto seleccionado para realizar la aproximacion es el punto (j):
T =T
a7 g(a).
dt ; At
Del conjunto de las aproximaciones a la segunda derivada (paso 3) y a la primera derivada (paso 4) en

cada nodo i,j se obtiene un conjunto de ecuaciones:

Atou
Tije1=Tij=—5 [Ti+1,j —2T; +Ti—1,j]
AX
. . Ata
0 lo que es lo mismo: Ti,j+1 = kI_Ti+1,j _2Ti,j +Ti—1,jJ+ Ti,j! siendo k = —
AX

El sistema de ecuaciones asi obtenido contendra solo valores de T en la j-ésima posicion en el lado

derecho de la ecuacion. (Figura 8.6).

Como todos estos valores son conocidos esta formula puede usarse para determinar T;j+1 para todos los

valores de i entre los puntos frontera.
Las condiciones frontera se utilizan para determinar los valores en los puntos extremos.

El sistema de ecuaciones algebraicas generado es un sistema explicito, en el que en cada ecuacién solo

existe una variable desconocida por lo que pueden determinarse las temperaturas en cada nodo

individualmente. Molécula de calculo
para el método explicito
Los valores de los
- -* .
N _I-nodos en esta fila
. AT N /| son desconocidos
j+1e R e R
i Ay
Ti—1,jf T|J ﬂ;i+l i
e | :. __ _____ / AN *
L 2 1 -
At
> 1 -
lax | i=1 0 i+

» Condiciones Iniciales Especificadas.

» Condiciones Frontera Especificadas.

Figura 8.6. Nodos involucrados en el calculo del nodo i+1, j+1 en el método explicito.
[Reelaborado a partir de Riggs, 1994].
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El error del método es proporcional a S(At + sz) ya que para aplicar diferencias finitas se han usado

aproximaciones de orden 2 en el caso del espacio y de orden 1 en el caso del tiempo.

La estabilidad del método viene determinada por k < x a causa de estas limitaciones este método no
es muy adecuado para gran nimero de problemas por lo que se han desarrollado algoritmos que

permitan integrar el sistema con mayor exactitud y estabilidad.

4.2 Método implicito:

Este método se denomina también Método diferencial inverso o Método de las diferencias hacia atras.

En este método se aplican diferencias hacia atras a la derivada de primer orden respecto del tiempo.

El punto seleccionado para realizar la aproximacion es el punto (j+1):

ar
dt

LTSN BN
At '

i,j+1

Del conjunto de las aproximaciones a la segunda derivada (paso 3) y a la primera derivada (paso 4) en

cada nodo i,j se obtiene un conjunto de ecuaciones:

Atal
Tijra—Tij= ol [Ti+1,j+1 —2Tj j + Ti—l,j+1]

. . A
o lo que es lo mismo:  Tj j,q1 = k[Ti+1,j+1 —2Tj js1 +Ti—1,j+1J+ Tj,j. siendo k = Ato

Ax?
IMPORTANTE: en cada una de estas ecuaciones tenemos tres incognitas (Ti_q, j+1. T, j+1. Ti—1,j+1) Y
un valor conocido (T;j j). Entonces todos los nodos que estén a un mismo nivel j se tienen que resolver

conjuntamente:_tenemos gue resolver un sistema de ecuaciones lineales para cada tiempo j.

Si reagrupamos términos en la expresion anterior: — KT 1 j.1 + (1+ 2k)Ti,j+1 —KTi_1,j+1=Tij

Por lo tanto, tenemos un sistema tridiagonal que puede expresarme matricialmente:

(1+2k) -k 0 0 To,j+1
-k (@+2k) -k 0 |— = 0
L (___) o Tj+1=Tj+k 0

0 0 —k  (1+2K) Thid j+1

Departamento de Ingenieria Quimica y Quimica Inorgdnica. U.C. 15



Ingenieria Quimica Cdlculo Avanzado de Procesos Quimicos. TEMA 8  4° curso.

- . —— T
siendo: Tj+1 = (T]_,j+1aT2,j+1’---" Tn,j+1 )

Nota: esta expresion corresponde a un sistema con n+1 nodos espaciales en cada tiempo j teniendo con
condiciones frontera constantes en los nodos i=0 (inicial) e i=n+1 (final). Por lo tanto tiene tantas
ecuaciones como nodos interiores (n). Si alguna de las condiciones frontera es tipo Neumann o
Robbins seria necesario afiadir mas ecuaciones al sistema y aplicar la técnica de los limites ficticios
para eliminar nodos que no se encuentran dentro del intervalo de integracion. La figura 8.7 muestra

graficamente los nodos implicados en el calculo de un nodo.

El orden de exactitud de este método es el mismo que el método explicito ya que hemos utilizado
aproximaciones del mismo orden: aproximaciones de orden 2 en el caso del espacio y de orden 1 en el

caso del tiempo. Sin embargo la ventaja es que este método es incondicionalmente estable.

Figura 8.7. Nodos implicados en el calculo de un nuevo nodo en el método implicito.

4.3Método de Crank- Nicolson

En este método se utilizan diferencias centrales para aproximar la derivada de primer orden respecto al
tiempo. El punto seleccionado para realizar la aproximacion es el punto (j+1/2), es decir el punto
medio entre dos nodos j , j+1.:
T. . _T. .
o T T )
dtli jr1/2 At
Del conjunto de las aproximaciones a la segunda derivada (paso 3) y a la primera derivada (paso 4) en

cada nodo i,j se obtiene un conjunto de ecuaciones:
Tije1= k[Ti+1,j+1/2 - 2T j41/2 +Ti—1,j+1/2J+ Ti,j

Una expresion de este tipo no es evaluable dado que los nodos que existen en la red corresponden a

valores de j enteros; para solucionar el problema se aplica a cada nodo la expresion:
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1
Tijr1/2 = E(Ti,j +Ti,j+1)

con lo cual se obtiene la expresion:

Tijs1= %[(Tiﬂ,j + Ti+1,j+1)— 2(Ti,j +Ti,j+1)+ (Ti—l,j + Ti—l,j+1)]+ Ti,j

Esta expresion corresponde a un sistema de ecuaciones acopladas para cada tiempo que puede

expresarse de forma matricial:

- _
l+k) -k/2 0 0 @-k) k/2 0 0 E(T07j+T07j+1)
~k/2 (@1+k) -k/2 0 k/2 (-k) k/i2 0 |= 0

j+1 = Tj+
—_— —_— —_— —_— —_— —_— —_— [ 0
0 0 —ki2 (1+K) 0 0 ki2 (1-K) E(Tn+l,j+-rn+1-j+1)

Nota: esta expresion corresponde a un sistema con n+1 nodos espaciales en cada tiempo j teniendo con
condiciones frontera constantes en los nodos i=0 (inicial) e i=n+1 (final). Por lo tanto tiene tantas
ecuaciones como nodos interiores (n). Si alguna de las condiciones frontera es tipo Neumann o Robins
seria necesario afiadir mas ecuaciones al sistema y aplicar la técnica de los limites ficticios para
eliminar nodos que no se encuentran dentro del intervalo de integracion. La figura 8.8 muestra

graficamente los nodos implicados en el célculo de un nodo.

El orden de exactitud de este método es 8(At2 +AX? )ya que hemos utilizado aproximaciones de orden

2 en la derivada del espacio y del tiempo. Ademas este método es incondicionalmente estable.

Molécula de calculo para el
método de Crank-Nicolson

Los valores de los

| | B%EA [ - nodos en esta fila
T W T .
" =1, j 1 =g = = o i+ P son desconocidos
J +1 » ' - L 3 e 3 | t t *
1
. of. D542
je — k - ]
Ti—L] ______ JTi+‘I.]
. T T T T *
At
L 2 1 *
AX -1 1 141

Condiciones Iniciales Especificadas.

* Condiciones Frontera Especificadas.

Figura 8.8. Nodos implicados en el calculo de un nuevo nodo en el método de Crank-Nicolson.
[Reelaborado a partir de Riggs, 1994].
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Resumen del Método de Diferencias Finitas

PDE-parabolica (2° orden)

1° etapa I|:|‘>

Discretizacion: determinacién de puntos nodales
Variables:

Intervalo de integracion (x)

Tamafio de paso de discretizacion (Ax)

NUmero de nodos (i)

Aproximacion de la derivada de segundo orden con

respecto al espacio.

Sistema ODE-IVP (1° orden)

2° etapa ||:|'>

Discretizacion de la variable tiempo
Variables:

Intervalo de integracion (t-tina)
Tamafio de paso de discretizacion (At)
Numero de nodos (i)

Aproximacion de la derivada de primer orden con
respecto al tiempo
Numero de nodos (j)

A 4

Diferencias
hacia delante

Sistema de ecuaciones
algebraicas explicito

Sistema de ecuaciones
algebraicas implicito

\ 4 v
Diferencias Diferencias
hacia atras centrales

Sistema de ecuaciones
algebraicas implicito

Obtencidn de la solucién mediante método de Thomas u otro adecuado a sistemas de
ecuaciones algebraicas lineales acopladas (casos implicitos lineales)
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4.4. Consideraciones particulares para problemas en coordenadas polares:

Los métodos descritos para coordenadas rectangulares son perfectamente validos para coordenadas
cilindricas y esféricas.

Sin embargo, en estas dos coordenadas se produce un problema en el nodo r=0 ya que la consideracion

. ] ouU . . 1 1 .
de simetria hace que — =0 y ademas el coeficiente —=6, por lo tanto se obtiene una
r r
r=0
. L e - . ) . ouU
indeterminacion en alguin término de la ecuacion. De forma alternativa, si en algin caso — =0,
r
r=0
ou 0o a du ou o°u

2
o u : )
para que se cumpla la ecuacion — =—-+ —— se debe cumplir que — =00 § — =00,
or ror ot or

Para evitar este problema en el nodo i=0 se puede aplicar la aproximacion:

Ui j+1—Ui,j _(
At

2 ] .
a+1)A_2[Ui+1’j - Ui,j_, para i=0.
r

Esta aproximacion se puede obtener tras el siguiente razonamiento, partiendo de una PDE parabdlica

U 1 0 goU . oU adU o°U
de forma general: —=—-—|r” — |, 0loqueeslomismo, —=——+—-.
ot r% or o4 ror or
Aplicando la regla de L’Hopital, el término g%—u en r=0 puede aproximarse de esta forma:
r or
a oJ o°U
roor or?

Es decir, en el punto r=0 podemos sustituir:

0%U
2 2 2 2 2

1 6( ,0U) adl o°U o0U 8% o°U | or?

— | r = |==—4+ ~a + z(a+1)

re or or ror or? or?  or? or? 3azu

para coordenadas cilindricas

e para coordenadas esféricas
r

2
obteniendo la ecuacion PDE: % = (a +1)% (en el punto r=0). Aplicando diferencias finitas a esta

or

nueva expresion se obtiene la aproximacion: Vijn-Uij = (o + 1)L[U 11— Uj ] c.g.d.
At Ar2 ] ]
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4.5. Consideraciones particulares para problemas no lineales:

En los ejemplos lineales mostrados en las secciones anteriores del Tema, las propiedades fisicas (U)
dependen de una variable espacial y del tiempo. A veces estas propiedades dependen de funciones

desconocidas u(x,t), esto lleva a problemas no lineales.

o

X2

Consideremos el ejemplo %:a(U)* El método explicito apenas se ve afectado por la no

linealidad del problema. La notacion general de las ecuaciones algebraicas a las que da lugar seria:
Uity =Uij+k*a(U)*|Uigj-2Uj j+ Uiy )

Se introduce la dificultad del calculo de a(U;j). El criterio de estabilidad para el método explicito es
diferente al deducido para el problema lineal y no se dispone de un criterio generalizado. Para

problemas "dificiles" (con términos de mayor caracter no lineal) se deben usar métodos implicitos.

En cualquier caso, estas ecuaciones originan sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales que se
deben resolver para cada etapa de tiempo mediante métodos iterativos. El método mas utilizado es el de
Newton.

4.6. Consideraciones particulares para problemas parabdlicos en méas de una
dimension espacial:

Las ecuaciones parabdlicas en una direccion espacial se pueden generalizar a dos o tres dimensiones.

Consideremos una PDE parabolica en dos dimensiones rectangulares (0<x<l, O0<y<1):

u_
ot

02U 62U
2 oy

]. Si hacemos una malla mediante Ax =Ay el método explicito nos lleva a una

expresion de la forma:

kel [k K K K K
ULj'_AUHLj+Uhij+ULH1+ULj_ﬂ+a_4ﬂULj

donde:

Y= aAt/ Ax?

i =nodos en la direccion x
j = nodos en la direccion y
k = nodos en el tiempo.
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En este esquema el maximo valor permisible para y es 1/4. En un caso méas general en el que AX # Ay

L aAt 1 . . . . -
el criterio es: 1< =. La ecuacion analoga en tres dimensiones (con malla equidistante en

(%) + (ay)?

las tres dimensiones) tiene el coeficiente (1—6y) y el criterio y < 5 para mantener la convergencia y

estabilidad. EI método explicito resulta impracticable para problemas de dos y tres dimensiones
precisamente porque los criterios de estabilidad restringen Ata valores tan pequefios que obligan a

resolver sistema de ecuaciones de gran tamafio, aumentando de forma exponencial el coste de calculo.

La utilizacion de método implicitos permite aumentar Aty por lo tanto reducir el tamafio de los
sistemas de ecuaciones a resolver. EI método de Crank-Nicolson aplicado a un problema rectangular en
dos dimensiones permite obtener:

k+1 k+1 k+1 k k k
Sk k7 Uirj—2Y5 t Yt t Vi Y5t Vi
bj o k+1 K+l , , k+1 K k k
Ui 2V Y Y 2+ Y

El problema ahora es que hemos generado un conjunto de M*N ecuaciones acopladas de deben ser
resuelta a la vez en cada etapa de tiempo (M es el nimero de nodos desconocidos en la direccién x y N
es el nimero de nodos desconocidos en la direccion y). Ademés la matriz de coeficientes ya no es
tridiagonal por lo que el célculo en cada etapa es mucho més lento y el espacio requerido en la

memoria de los ordenadores para almacenar los elementos de la matriz puede llegar a ser exorbitante.
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