E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacion Curso 2010-2011
Grados E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacién Asignatura: Calculo |

Tema 3: Sucesiones y Series Numéricas. Series de Potencias.

Conocimientos previos

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y
ponga al dia sus conocimientos en los siguientes contenidos:

¢ Desigualdades de niameros reales.
e Conceptos generales de funciones: dominio, cotas, crecimiento, ...

e Conocimiento de las propiedades de las funciones elementales: polinédmicas,
racionales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas y del valor
absoluto.

e Célculo de limites, indeterminaciones y regla de L'Hbpital.

Resumen teoérico

Sucesiones numéricas

1. DEFINICIONES

Una sucesién es un conjunto de objetos ordenados mediante los nimeros
naturales. Si esta coleccidon es de nimeros reales se dira que la sucesiéon es
de numeros reales.

Se puede considerar una sucesion real como una funcién que asigna a cada

numero natural un nimero real
f:NoR

n— f(n)=a,

A la imagen de un namero natural n lo denotaremos por @, y lo llamaremos
término enésimo de la sucesion. La sucesion se denotara por (an)

Dos sucesiones (a,) y (b,) son iguales si a, =h, paratodo neN.

n

Una sucesion admite una representacion en la recta real y en el plano:
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Sucesiones mondétonas

Definiciones:
a) Una sucesion (an) se denomina monotona creciente si verifica:

a<a<a<..<a <.
es decir, si se cumple a,<a,; VneN

Si verifica a,<a,,; VneN, se llama estrictamente creciente.

b) Andlogamente, una sucesiéon (an) se denomina mondétona decreciente si
se cumple a,za,, VneN

Si verifica a,>a,,, VneN, se llama estrictamente decreciente.

¢) Una sucesion se denomina mondtona si es mondtona creciente o
mondtona decreciente.

Nota practica:
En algunos casos, para probar que una sucesion es mondétona creciente
resulta Gtil probar que a,,—-a,20 VneN y para sucesiones de términos

positivos también se puede demostrar probando que se cumple:

%151 vneN
a,

Anélogamente, para las sucesiones monétonas decrecientes se probara que
a,,—a,<0 VneN , obien, si es de términos positivos, se demostrara que

hSl Vne N
a,
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Teniendo en cuenta que una sucesion es una aplicacion de los numeros
naturales en los reales, para ciertas sucesiones, se puede estudiar la
monotonia utilizando técnicas de calculo diferencial. Bastara considerar la
funcién resultado de cambiar n por x en el término general de la sucesién. Si

a,=f(n)y f'(x)>0 (respectivamente f'(x)<0) para X>n, entonces a, es
creciente (respectivamente decreciente) para X>n, .

Sucesiones acotadas

Definiciones:
a) Decimos que un nuimero real k es cota superior de la sucesiéon (a,) si

verifica
a, <k VneN

Se denomina supremo a la menor de las cotas superiores. Si el supremo es
un término de la sucesion se denomina maximo.

b) Analogamente, dicho nimero k serd cota inferior de la sucesiéon (a,) si
verifica

k<a, VneN

¢) Llamamos infimo a la mayor de las cotas inferiores. Si el infimo es un
término de la sucesion se denomina minimo.

d) Una sucesién (a,) decimos que estd acotada superiormente si tiene
alguna cota superior. De forma anéloga, diremos que la sucesion esta

acotada inferiormente si tiene alguna cota inferior.

e) Una sucesion (a,) decimos que es acotada si esta acotada superior e
inferiormente.

2. LIMITE DE UNA SUCESION

Sucesiones convergentes
Definicién: Decimos que el limite de una sucesiéon (an) es L, y lo escribimos
asi

lim,,, a,=L
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o también
a,—L

si es posible conseguir que |an—L| sea tan pequefio como queramos, sin
mas que asignarle a n valores tan grandes como sea necesario. Es decir,

lim,,, a,=L < Ve>0 eisteN,eNtal que|a,—L|<e Vn>N,

La definicion anterior significa que si queremos que los términos de la sucesion se
alejen de L una distancia menor que ¢, lo podemos conseguir para todos los
términos posteriores a un cierto nimero natural No. Cuanto mas pequefio sea ¢
mas grande habra que tomar el valor de Np.

La definicion anterior se lee “limite cuando n tiende a infinito de a, igual a L”.
También se puede escribir

lima, =L

pues n solo puede tender a infinito.

Las sucesiones que tienen limite se denominan convergentes.

Sucesiones divergentes

Definicién: La sucesion (a,)

e tiende a infinito () si cualquiera que sea el nimero real k fijado, por

grande que este sea, podemos conseguir que los términos de la sucesion
superen dicho valor sin mas que tomar valores de n mayores que un
numero natural Ny. Simbodlicamente esto puede escribirse asi

lim a,=0 < VkeR 3IN,eN talque a,>k Vvn>N,

n—oo

e tiende a menos infinito (—w) si cualquiera que sea el nimero real k

fijado, por grande que este sea, podemos conseguir que los términos de
la sucesion sean menores que —k, sin mas que tomar valores de n
mayores que un numero natural Ngo. Simbdlicamente esto puede
escribirse asi

lim _, a=-o < VkeR 3IN,eN taque a,<-k VvVn>N,

Pag.4




E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacion Curso 2010-2011
Grados E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacién Asignatura: Calculo |

Tema 3: Sucesiones y Series Numéricas. Series de Potencias.

Propiedad (Unicidad del limite): Si la sucesiéon (a,) tiene limite, finito o no,
este es unico.

Sucesiones oscilantes

Existen otras sucesiones que no tienen limite, pero tampoco tienden a infinito ni a
menos infinito. Estas sucesiones se denominan oscilantes.

Resumen: Las sucesiones se clasifican segun la existencia o no de limite en los
siguientes tipos:

Convergentes tienden a un numero finito L

tienden a o

Divergentes 1 .
tienden a — o

No convergentes

Oscilantes

Propiedades de los limites: Si lima,=a, y limb,=b con abeRse cumplen
n—o n—o

las siguientes propiedades:
(1) lima,=a  (2)lim(1a,)=41a
nN—o0 Nn—o0

@3) lim(ab,)=ab @) |im%=% Sb£0
(5) Iim(an)bn =a’ siempre que a® =0°.
. e 0 00 ) 0 0
Indeterminaciones: o« —w 5w O , r , 0, «
Q0

Teorema (Acotacién): Toda sucesién (a,) convergente es acotada.
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Observacion: El reciproco del teorema anterior no es cierto: la sucesion 1, 2, 1,
2,1, 2,... esacotaday, sin embargo, no es convergente.

Teorema (Weierstrass): Toda sucesiéon monoétona y acotada es convergente.
Toda sucesidn mondétona y no acotada es divergente.

Convergente = Acotada

Divergente = No acotada

(No son ciertos los reciprocos)

Convergente < Acotada y Monoétona

Divergente < No acotada y Mondtona

(No son ciertos los reciprocos)

NUmero e

El nidmero e es un ndmero irracional de gran importancia en matematicas

n
superiores. Podemos definirlo como el limite de la sucesion (1+—j .

n

Puede probarse que esta sucesidn es mondétona y acotada por lo que
aplicando el teorema de Weierstrass se concluye que es convergente. El

valor al que converge es el nimero e.

Se trata de un ndmero irracional cuyas diez primeras cifras decimales son:

2'7182818284...

3. CALCULO DE LIMITES

Criterios de comparaciéon

Teorema del encaje: Sean (a,)y (b,) dos sucesiones convergentes al mismo

nimero real L. Si se tiene otra sucesion (xn) verificando a, < x, <b, para todo

indice n salvo un namero finito (es decir para todo n a partir de un cierto
indice N,) entonces la sucesién (xn) también converge a L.
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Teorema: Si (an) es una sucesion divergente a infinito y para todo indice n

salvo un nimero finito se verifica a, <b, entonces (bn) también es divergente
a infinito.

Infinitésimos e infinitos equivalentes

Definiciones:

¢ Infinitésimo: Se dice que a,es un infinitésimo si lima, =0

n—o

¢ Infinito: Se dice que a,es un infinito si lima, =+o©

n—oo

PROPIEDADES DE LOS INFINITESIMOS

La suma de un nuimero finito de infinitésimos es un infinitésimo.

Se verifica lim_,|a|=0 < lim_, a =0.

Si (a,) es un infinitésimo y (b,) es una sucesién acotada superiormente en
valor absoluto, entonces, la sucesiéon producto de ambas (a,-b,) es

convergente y se cumple
IimFI*)OO aT‘I 'bn :o

Definicién (Sucesiones del mismo orden y asintéticamente equivalentes).-

Se dice que dos sucesiones (a,) y (b,) infinitésimos (respectivamente
infinitos) son del mismo orden si lim2 ~k con ke R-{0}.

n—w

En el caso particular de que k=1 se dicen asintéticamente equivalentes.

Notacion.- Cuando a, y b, infinitésimos (respectivamente infinitos) son del mismo
orden se escribe a,=0(h,).
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PRINCIPIO DE SUSTITUCION.- El limite de una sucesiéon convergente o
divergente no se altera al sustituir uno de sus factores o divisores por otro
asintéticamente equivalente.

INFINITESIMOS EQUIVALENTES INFINITOS EQUIVALENTES: Si h— o
a, —>lentonceslog(a,)~a, -1 nl~e"n"\/2zn
(Férmula de Stirling)
a, — O entonceslog(1+a,)~ a, an’+a, _n"'+..+an+a ~an’
a>0entonces((‘/§—l)zlo$ log(a,n® +a, ,n""+...+an+a,) ~log(a,n’)
% — D entonces sen a, ~ 3, ~192, 1k+2k+3k+...+nkz:k:1

a, — 0 entonces a, ~ arcsena, ~ arctga,

2
a, = 0 entonces 1-cosa, ~ %

Definicion (Infinitésimos e infinitos de orden superior).-

e Sean a, y b, dos infinitésimos. Se dice que a, es un infinitésimo de

orden superior respecto de b, si Iimﬁzo

n—oo b
n
e Sean a, y b, dos infinitos. Se dice que b, es un infinito de orden superior

a,

respecto de a, si Iimb—:O.
n—o0
Potencial- Factorial Exponencial Potencial Logaritmo
exponencial
an n! n c p
n b n (logq n)
a>0 b>1 c>0
( ) (b>1) ( ) (q>1p>0)

Tabla.- El orden de los infinitos disminuye de izquierda a derecha
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Limites de expresiones racionales

Si se trata de una sucesion cociente de dos expresiones polinémicas, asi
P p-1 p-2
:aon +an" " +a,n" +...+a,
q g-1 q-2
b,n* +b N +b,n* +.. + b,

se resuelve dividiendo numerador y denominador por n“ , siendo k el grado del
polinomio de menor grado. En resumen, se cumple que:

Si p>q, lim,_,_ a =% (depende de los signos de a, y b,)

: , 3,
Si p=q, lim_ a=-=>
by

Si p<q, lim,_,_a, =0

Esta regla dice que el valor del limite lo marca el término de mayor grado de ambos
polinomios; lo cual significa que cada uno de los polinomios puede sustituirse, en el
célculo de limites, por su término de mayor grado (infinitos equivalentes).

Limites de expresiones irracionales
Se resuelven multiplicando y dividiendo por la expresion radical “conjugada”.

Limites de la forma «°, 0°, 1*
Para calcular este tipo de limites se pueden tomar logaritmos, de tal forma que:
limb, loga,

lima ™ = lime»'%% =g~

n—oo n—oo

Observacion: En el caso particular de la indeterminacion del tipo 1°se cumple que
i = i =00
Ll_)rpoan 1 yLmbn luego,

. limb, loga, limb,(a,-1
lima ™ = e _ &

n—oo
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Sumas infinitas: Series

1. DEFINICIONES

Dada una sucesion infinita de numeros reales (an) se denomina serie
numeérica a la suma de sus infinitos términos, se denota:

da =a+a,+..+a,+..

n=1

La suma parcial enésima de la serie es
S=a+a,+..+a,

Dependiendo del caracter de la sucesion de sumas parciales se definira el
caracter de la serie. Asi, si la sucesion (Sh) es

o0
= convergente entonces se dira que la serie Zan es convergente.
n=1
Ademas

n—owo

S a,=lims, =S
n=1

En este caso S es la suma de la serie.

o0
= divergente entonces se dira que la serie Zan es divergente.
n=1

0
= oscilante entonces se dira que la serie Zan es oscilante.
n=1

0
El resto enésimo de la serie ) a, es:

n=1

Ry =81+ 8, + = 8,
k=1

Es facil ver que:

>a =5+,
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2. PROPIEDADES DE LAS SERIES

Propiedad 1: Si a una serie la suprimimos o afiadimos un numero finito de
términos su caracter no se ve alterado.

Propiedad 2: Si Zan y an son convergentes y convergen
n=1 n=1

respectivamente a los nimeros reales Ay B entonces:

0

. i(qibn):Zaq iibn =A+B
=1 n=1

n=1

. [ianj[ 3 an:A-B observar que i(anbn);t[i j{ibnj

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

- i(ian)dgaﬁ%

n=1

Propiedad 3 (Condicidon necesaria de convergencia): Si Zan es convergente
n=1

entonces lima, =0.

Nn—oo

IMPORTANTE.- Se trata de una condicidbn necesaria pero no suficiente. La serie

o0
Z— cumple la condicién necesaria de convergencia y, sin embargo, es divergente.
n=1

2. SERIES NOTABLES

Series geométricas: Zar” az0.
n=0

Se cumple:

ar
1-r

. . R < a <

* Si|[r|<1 la serie converge y ademas » ar" =T En general ) ar" =
- —r -
n=0 n=k

e Sir>1 la serie diverge.
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0

Series armoénicas generalizadas: p>0.

n=1 np

Se cumple:
Si 0< p<1 la serie diverge

Si p>1 la serie converge.

3. CONVERGENCIA DE SERIES DE TERMINOS NO NEGATIVOS

Una serie de términos no negativos o bien converge o bien diverge ya que la
sucesidn de sus sumas parciales es mondétona.

Su=S* A =S

no negativo

Criterios

Criterios de comparacion por paso al limite

00 o0
Se consideran las series » a, y Y b, . Entonces
n=1 n=1

_ 0
- Si Ilmi: A ¢{ ambas series tienen el mismo caracter
n—oo bn o0
- si lim&-o y la serie an es convergente entonces Zan es
n—oo b - -
n n=1 n=1
convergente.
- si limY—w y la serie D b,es divergente entonces » a, es
N—o0 b - -
n n=1 n=1
divergente.

0
Criterio del cociente: Se considera la serie Zah cumpliendo
n=1

lim2— L 6 lim&eo |
n—oo an—l n—oo an
Entonces
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- Si L<1 la serie Zan es convergente

n=1

- Si L>1laserie ) a, es divergente
n=1

)

Criterio de la raiz: Se considera la serie Zan cumpliendo lim{/a, =L
=1 n—o

entonces

0

- Si L<1 la serie Zan es convergente

n=1

- Si L>1laserie ) a, es divergente

n=1

4. SERIES ALTERNADAS
Son de la forma

0

=1(—1)"*16\“ =a-a+.. (3>0)

n

0

TEOREMA DE LEIBNIZ: La serie alternada » (-1)

n=1

n-1 .
a, (a,>0) converge si
la sucesion (a,) es monétona decreciente

se verifica lima, =0.

N—o

Suma aproximada
o0

Supongamos que se tiene la serie alternada Z(—l)nflan (a,>0) convergente
n=1
verificando las hipétesis del Teorema de Leibniz, es decir,

e la sucesion (an) es monotona decreciente

e lima,=0.

N—oo
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El resto enésimo es

R1 =S- Sn :(_1)n A1 +(_1)n+1 &t = (_1)n(an+l &t a3 _)

Al ser (an) una sucesion monotona decreciente el valor absoluto del resto enésimo
es:

IR =01 = 8o + 8= =8y = (810 = 8ra) ~ (Brg = Bis ) -

>0 =0

es decir,
|Rr|| < an+l

Obsérvese que este error sera:

e por exceso si el primer término despreciado es negativo
e por defecto si el primer término despreciado es positivo.

5. SERIES DE TERMINOS CUALESQUIERA

o0
Una serie de términos cualesquiera, Zan, es absolutamente convergente si es
n=1

o0
convergente la serie de sus valores absolutos, es decir, si Y _|a,| es convergente.

n=1

Teorema: Si una serie es absolutamente convergente entonces es
convergente.

Si una serie es convergente pero no es absolutamente convergente se denomina
condicionalmente convergente.
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Series de potencias

1. DEFINICION

Una expresion de la forma
a,+a(x-a)+a,(x-a) +..=> a (x-a)
n=0

recibe el nombre de serie de potencias centrada en el punto a. Una serie de
potencias puede ser interpretada como una funcién de x

f(x):gan(x—a)n

2. CONVERGENCIA

El dominio de la funcién f(X)=> a,(x-a)" sera el conjunto de valores de x donde
n

=0
la serie converge y el valor de f (x) sera precisamente la suma de la serie.

Nota: Es evidente que la serie converge en el punto a

f(a):gan(a—a)rl =a,

TEOREMA DE ABEL.

o0
g o n
Se considera la serie Zan(x—a) . Entonces se cumple una y solo una de las
n=0

afirmaciones siguientes:

a) La serie converge solo en el punto a

b) Existe un nimero R>0de forma que la serie converge en |x—a|< Ry
no converge en |x—a >R

c) La serie converge para todo XeR

El teorema anterior afirma que la serie converge siempre en un intervalo de la
forma (a— Ra+ R), considerando que en el caso a) el valor de R es cero y en el

caso ¢) el valor de R es infinito. Al nimero R se le llama radio de convergencia y al
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intervalo (a— R,a+ R) intervalo de convergencia. Es importante notar que el
teorema no dice nada sobre la convergencia en los extremos de dicho intervalo.

Nota: Para obtener el radio de convergencia de una serie de potencias, R, se toma
la serie de los valores absolutos y posteriormente se aplica el criterio del cociente.

TEOREMA.

Si la funciéon f viene definida por una serie de potencias Zan(x—a)n con
n=0
radio de convergencia R>0 entonces

- f es continua en todo punto interior al intervalo de convergencia.
- f es derivable en el intervalo de convergencia y su derivada f'(x)

puede obtenerse mediante la derivacion término a término:
1 = =il
f'(x)= Y. na, (x-a)
n=1

siendo el radio de convergencia de la serie derivada también R.

- f es integrable en el intervalo de convergencia y, ademas, se puede
integrar término a término:

I f (x)dx:g('fan(x_a)n dx)ziniJrl(x_a)mJr K

n=0
siendo el radio de convergencia de esta serie también R. El valor de la
constante de integracion, k, se obtiene sustituyendo x=a en la funcion
y en la serie integradas.

3. DESARROLLO DE UNA FUNCION EN SERIE DE POTENCIAS

Ahora estudiamos el problema de hallar el desarrollo en serie de potencias de una
funcion f(x) analizando qué condiciones debe cumplir f(x) para que pueda

encontrarse una serie de potencias Zan(x—a)n que converjaa f(x).
n=0

Recordemos el Teorema de Taylor que permitia expresar el valor de una funcién
mediante su polinomio de Taylor.

FORMULA DE TAYLOR: Si la funcion f es derivable n+1 veces en un
intervalo (a—R,a+R) entonces
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F(x)=T.(f:a)+R,(x)

n fﬂ
siendo Tn(f;a):z k(la)(x—a)k el polinomio de Taylor de grado n de f en
k=0 b
el punto ay R1(x) el resto del polinomio que cumple:
|“n.f$£§lﬁ:0
x—>a(X_a)n

Considerando la expresion de Lagrange del resto se tendra:

0, £ (a) £ (1)

f(x)=> o (x—a)k+—(n+1)!(x—a)m1

k=0

con t un punto intermedio entre a y X.

TEOREMA: Si la funcion f es infinitamente derivable en un intervalo |

abierto centrado en a y si F\’1(x) es el resto de la formula de Taylor
entonces:

f(x)=i f(n(a)(x—a)"elim&(x)zo

=0 n | n—o

. £
La serie ) *(a)
n=0 n!

(x-a)" se llama Serie de Taylor de la funcién f(x).

Propiedad: Puede probarse que si existe una constante k>0 de forma que

‘f(”(x)‘gk para todo n>0, xel

entonces

(=3 (xay

n=0 n!

Ejemplos: Recogemos en esta tabla los desarrollos en serie de Taylor de
algunas funciones elementales y también los valores de x para los que
converge la serie.
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=X XX

e —;OF—].‘FE‘FE-’- |X|<OO
© " X2n+1 X

Se”(x):;(‘l) (2n+1) 3 5 <o
> n X" Xt x

cos(x):n;(—) (2n)!_ TR |X| <0

rl)(zgx”=1+x+x2+ ¥ <1

1 = non

m:%(—l) X" =1- X+ X2 — ¥ <1

X =1+kx+Mx2+... |x|<1
par n! 2!

Con frecuencia, resulta dificil encontrar la derivada enésima para muchas
funciones, asi como probar que el resto enésimo tiende a cero cuando n tiende a
infinito. En consecuencia, para encontrar el desarrollo de una funciéon en serie de
potencias, es frecuente utilizar funciones de las que ya se conoce su desarrollo y
luego integrar, derivar o realizar operaciones algebraicas como se indican en el
siguiente resultado:

® R R
o f(k¢)=> ak'x" en (———j
= 'K
. f(xk)ziaﬁx”k en (—Vﬁ@) siendo k=0

Pag.18




