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1 Conjuntos de niimeros

1 Conjuntos de numeros

1.1

Numeros reales

Conjuntos de nimeros:

Numeros Naturales son los nimeros de contar empezando por 1:
N={1,23,...,n,n+1,...}

Nuameros Enteros son los niimeros de contar, sus negativos y cero:
Z={...,-(n+1),-n,-n+1,...,-1,0,1,2,3,...,n,n+1,...}

Nuameros Racionales son cociente de dos nimeros enteros, siendo el denominador distinto
de cero:

Q:{g:a,bez,bio}

Numeros Irracionales I son los niimeros que NO pueden ser expresado como una fraccion

a
-, a,beZb+0.
b
Numeros Reales son los nimeros racionales y los irracionales: R = Q U IL.

— Entre dos numeros reales distintos existen infinitos nimeros racionales e infinitos
irracionales.

— El conjunto de los nimeros reales no estd acotado ni superior ni inferiormente.

Nimeros Complejos C = {a+ib:a,b e R,i* = -1}

Figure 1.1: Conjuntos de nimeros



1 Conjuntos de niimeros

Ejemplo

Determinar los nimeros racionales:

0.25, —3678, 37/2, 3V2 — 1, 22/7, V64, V60, 2e.

Numeros racionales son: 0.25, —3678, 22/7, Ve4.

Intervalos en R
* Intervalo cerrado: [a,b] = {x e R:a < x < b}
« Intervalo abierto: (a,b) = {x e R:a < x < b}
* Intervalo semiabierto: (a,b] ={x e R:a<x <b}[a,b)={x€eR:a < x<b}

* Intervalos con infinito:(no acotados) [a, +o0) = {x e R: x > a} (—o0,b) = {x e R: x < b}
(00, 4+00) = {x: x € R}

Inecuaciones
1. Sia>byc>0,entonces ac > bc
2. Sia>byc<0,entonces ac < bc
3. Sia>byc>d,entoncesa+c>b+d

4. Sia>b>0,entonces{a>b}<:>{{/E> %}

5. a*+b%*>2ab Va,beR

a+b
6. Sia >0, b > 0, entonces 5 > Vab

Definicion: Valor absoluto

Se define el valor absoluto de un nimero real x, y se representa |x|, al nimero real no

negativo dado por:
X, x>0,
|x| =
-x, x<0.

Propiedades:
e |x| > 0Vx €R. Ademds, |x| =0 © x = 0.
s lx+y| <|x|+ |yl Vx,y e R
* lxyl = Ix] -yl Vx,y € R



1 Conjuntos de niimeros

s llxl =yl < |x -yl Vx,y €R
*xl =yl < lx+y[Vx,y e R
s x| <y,y>0&e —y<x<y

Ejemplo

Describir explicitamente los siguientes conjuntos:
a) |[x—-3]>1

La inecuacion significa que la distancia entre x y 3 es mayor que 1:

Six >3,entoncesx —3 > 1,asi,x > 4;six<3,3—x>1,esdecir, x < 2.
El conjunto solucién es (—oo, 2] U [4, o).

b) |x| -1+ |x+2]>|x-3]+x.
Paso 1: definir las raices de valores absolutos: x = 0, x = =2, x = 3;

Paso 2: definir el signo de las expresiones de valor absoluto en cada intervalo:

Paso 3: resolver las inecuaciones en cada intervalo y después unir los conjuntos
soluciones:

* Six<—-2:=x—1-(x+2) > —(x—3)+ x, con la solucién x < —3;
* Six € [-2,0)lainecuacién es —x —1+x+2 > —(x — 3) + x y no tiene solucion;

* Six €0,3), entonces x — 1+ x +2 > —(x —3) + x, de donde x > 1. El conjunto
solucidn es [1, 3);

* Si x > 3, lainecuacion se escribe sin barras: x — 1+ x +2 > x — 3 + x, que se
cumple para todos x del intervalo [3, o).

Luego el conjunto solucidn es (—oo, —=3] U [1, o0).



1 Conjuntos de niimeros

1.2 Numeros complejos

Definicion: Numero complejo

Se define cada niimero complejo z como un par ordenado de nimeros reales: z = (a, b).
El primer elemento a se define como parte real de z: a = Re(z); el segundo elemento b se
define como parte imaginaria de z: b = Im(z).

Dos niimeros complejos son iguales si y s6lo si lo son simultdneamente sus partes reales y sus
partes imaginarias.

Im

e'? =cos g +ising

sin @

Figure 1.2: Nimero complejo

Para un nimero complejo (a, b):
* El conjugado es z = a — bi

e El médulo es |z| = Va2 + b?

' b |z| = Va? + b? a=|z|cosg
* El argumento de z es ¢ siendo tan ¢ = —, por lo tanto b =
a tangp = — b = |z|seng
a

De entre todos los argumentos de un nimero complejo z # 0 hay un dnico argumento que se
encuentra en el intervalo (-, 7]. A dicho argumento se le llama argumento principal de z y se
representa por arg(z):

arctan(b/a), sia > 0;

arctan(b/a) + 7, sia <0, b > 0;
¢ = qarctan(b/a) —m, sia<0,b<0;
/2, sia=0,b > 0;
—r/2, sia=0,b < 0.




1 Conjuntos de niimeros

Ejemplo

Definir los médulos, argumentos y conjugados de los siguientes nimeros complejos:

a) z=2+2i b) z = -2+ 2V3i
|z| = V22 + 22 = 22, |z| = V4 +12 =4,
2V3
arg(z) = arctan(1) = /4, arg(z) = arctan (__2) +m=2n/3,

Z=2-2i z=-2-2V3i

Propiedades del médulo:

2l = wl < |z +w| < z] + |w], *lz—wl = |wl -z,

*lz—wl = |z = |wl, o lzwl? = [2*w]”.

Formas de representacion:
1. Algebraica: z = a + bi,

i es unidad imaginaria, i = -1 .
) . Binémica: z = (a, b)
ﬂ Z Trigonométrica: z = |z|(cos ¢ + iseng)

Polar: z = ||,
Ejemplo

Be rational.

CIENC NN

Exponencial: z = |z|e'?

Escribir los siguientes nimeros complejos en sus distintas formas de representacion:

T v i
a) z=1+1V3 = 2(cos 3+ iseng) = 243 = 267
. T T
b) z = V2emil4 = \/E(cos 1 + isenz) =1+1i

T . .
¢) z=3,/; = 3(cos > + lseng) = 3i.



Definicion: Formula de Euler
ip _ .
e'? = cos ¢ + isengp

Operaciones con niimeros complejos

* Suma:
Z1+ 29 = (a1 + az) + (bl + bz)l

* Producto:
z1 - z2 = (a1az — biby) + (a1bz + azby)i
En forma exponencial: z; - z, = |z1] - |z, |91+ 2)
* Cociente: . _
2 (a1 + byi)(az — bai)
Z2 a% + bg

) Z 1Z1] (o -
En forma exponencial: — = —— ¢'(#17¢2)
22 22|

Ejemplo

Calcular las siguientes operaciones:

a) zl+zzyzl-zz,sizl:\/E—\/gi,zz=\/5+\/5_’i

1 Conjuntos de niimeros

Zi+z;=2V2+0i=2V2,  zi-z,=(2+3)+ (Vo - Voi) = 5;

b) 21—22y21/22,8i21:\/_—21',22:\/5—1',
z1—2z3= (V5= V5) + (=2 + 1)i = —i,
_(W5-2(Vs+i) _ (5+2)+(V5-2V5)i 7 V5

21/ 2o =—-—-—1I

5+1 6 6 6

Teorema de Moivre:

SineN:
z" = |z|"(cos(ng) + isen(ng))

5 = 7 s[5

n n
donde k =0,1,...,n— 1.



1 Conjuntos de niimeros

Aplicando la férmula de De Moivre se puede obtener las raices n-€simas de un nimero complejo.
Las raices n-ésimas de la unidad son aquellos nimeros complejos z que verifiquen que z" = 1.
En la forma trigonométrica de z = |z|(cos ¢ + iseng) y teniendo en cuenta que el médulo de 1 es
1 y su argumento principal es 0, se obtiene:

z" = |z|"(cos(ng) + isen(ng)) = 1(cos 0 + isen0) = 1,

de donde |z|" y ng = 0.
Se podria pensar que de aqui se puede obtener tinicamente que ¢ = 0, pero eso seria si consid-

erdramos solamente argumentos principales. Realmente cualquier multiplo entero de 27 es un

2
argumento de 1 y entonces ng = 2k, k € Z. Luego ¢ = L, k =0,...,n— 1. Obviamente hay
n

mads nimeros enteros pero no es dificil ver que cualquier otro entero nos da un dngulo que difiere
en un multiplo entero de 27 de los que hemos obtenido y produce, por tanto, el mismo argumento.

Concluyendo, las raices n-ésimas de 1 son n nimeros complejos distintos, z, z1, . . . , Z,—1 todos
. . 2
con moédulo 1 y el argumento (no necesariamente el principal) oy = —, k=0,...,n— 1.
n
Ejemplo

Las raices cubicas de la unidad son zy = 1o, z1 = 135/3, 22 = l4z/3.

Definiciéon: Conjugado de un niimero complejo

ado el complejo z = a + bi, se llama conjugado de z al complejo

z=a-— bi.

Propiedades del conjugado

1. z-z2=z|

2. z21*x20=21 £ 2,

. Z Z
4. Siz, # 0, entonces [— | = —
z2 z2
. Z1 212
5. Cociente: — = —s, 22#0
22 |z2]



1 Conjuntos de niimeros

1.3 Ejercicios propuestos

1.1: Resolver las inecuaciones:

) —2 5 2 d) |x—1] < 2lx - 3|;
1-|x|] 5
) 3x+12>1
3x—a € ;
b) < 2b,b > 0; x+2

|x — 1] = |2x + 3|
>0

2 .
c) |x%+13| > 22; f) PY— >

1.2: Mostrar que para todos z € C tales que |z| = 2 se verifique

1 _|Z#+1| 5
- < < -
4 Z2+38 4
1.3: Calcular las siguientes operaciones en C:
a) (2+1)% d) log(1 +i); y Lri 1-0,
34 3 1-1 1+
- - = . 1+ivV3 i -
®) (1+i)(1 - 2i)° e) ﬁ h) (0.5e""/1%)73;

. eT3(1 4+ 3i)
c) \4/8\/_— 8V2i; ) 7 + % 410 4 20, i) —

1.4: Representar graficamente todos los puntos tales que:

a) |z—1]=|z+1i]; d) [z+2i-1] <2;
b) 1< |z+2i] <2; e) |z—2]*+ |z +2|* = 26;
o) |lz—i| <|z+il; f) |z|? + 3z + 3z = 0.

1.5: Resolver las ecuaciones

a) z° +3Jz| = 0; b) 2% +2z| = 1; ¢) 22 +z)* = 0;

1.6: Resolver los sistemas de ecuaciones:

a) |z+1-i|=|3+2i—z|=|z+il; b lz+1—i] = V2,
lz| =3

1.7: Expresar los nimeros complejos en forma bindmica y polar:



1.8:
1.9:

1.10:

1.11:

1.12:

1.13:
1.14:
1.15:

1.16:

1.17:

1.18:

1.19:
1.20:

1 Conjuntos de niimeros

a) —V3+1; (1+10)°

? (1-i7
b 1-1i 12
)1 E o) (i12-3/2)
c) (2-3i)7Y ) —COS% +isen%.

Hallar V1 + i. Mostrar que tan% =V2-1.

Aplicando la férmula de Moivre, mostrar que

2

cos(2x) = cos? x — sen’x, sen(2x) = 2 cos xsenx.

Hallar (¢’ + ¢7%%)® para mostrar que

1 1
cos’ 9 = 1(3 cos @ + cos 30); sen’d = Z(?asen@ — sen30).

Siz =a+ bi, w = ¢ + di, mostrar que

a) Z+w=z+w; b) z+zZ €eR; C) ZW=2Z-w.
Hallar todas las raices:
a) 22 +1=0; b) 2% + 4 = Vasi; ¢) zt=-1-3i.

Resolver la ecuacién (1 + 2i)(z — i) + (4i —3)(1 —iz) + 1+ 7i = 0.
Dado el nimero complejo z = e!”/*_ hallar el médulo del complejo e’

Hallar los valores de n para que se cumpla

(1+iV3)" = (1-iV3)" = 0.

Hallar una ecuacién de segundo grado cuyas raices sean V3¢ y V33000.

Calcular el médulo y el argumento de la expresion Z = (1 + 1) + (1 +i)* + ... + (1 + )%
1 _ eiﬂ/4

Expresa en forma binémica z = ———.
1+ ein2

Resolver la ecuacién z + 3z = 5 — 6i.

El nimero complejo z = 2 + 4i es la raiz de la ecuacién x* + bx + ¢ = 0. Hallar b y c,

escribir la ecuacién y hallar la segunda raiz.



2 Funciones reales de una variable real

2 Funciones reales de una variable real

2.1 Clasificacion de las funciones

Polinémicas: f(x)=3x"-x* +2x-1
ax+3
Algebraicas Racionales: fix) = 3; .
X

Irracionales: fx)=vx2+9

Funciones <

Exponenciales: f(x) =3*
Transcendentes ¢ Logaritmicas: f(x) = log; x

Trigonomeétricas: f(x) = sen 2x
A trozos f(x)= |x|

Definicion: Conceptos basicos

* Dominio Dom f: Conjunto de valores x donde la funcién f(x) esta definida.
* Rango o imagen Im f: Conjunto de valores y que toma la funcion.
+ Funcién inversa: f™' : Im f — R, tal que (f o f ))(x) = (f ' o f)(x) = x.
* Monotonia:
— Funcién creciente: Vxi, x, € Domf, x; < x; se cumple que f(x1) < f(x2)
— Funcidn decreciente: Vxi, x; € Domf, x; < x; se cumple que f(x1) > f(x3)
* Funciones simétricas:
— Par: Vx € Domf f(—x) = f(x)
— Impar: Vx € Domf f(-x) = —f(x)
* Funciones periddicas: Vx € Domf f(x +T) = f(x), T - periodo.

10



2 Funciones reales de una variable real

Funcién Dominio
Polinémica f(x) = ag + a;x + ... + apx" R
Racional: f(x) = @ q(x) #0
q(x)
Irracional: f(x) = W n es par plx) >0
Irracional: f(x) = %, n es impar R
Logaritmica f(x) = log,(p(x)), b > 0 plx) >0
Exponencial f(x) = a* R
f(x) =senxy f(x) =cosx R

El dominio de una funcién puede describirse de manera explicita, o bien de manera implicita
mediante la ecuacién empleada para definir la funcién. El dominio implicito es el conjunto de
todos los nimeros reales para los que esta definida la ecuacién, mientras que un dominio definido
explicitamente es el que se da junto con la funcién.

X fx Domilh
|

r
L
r\

Rango

N\

-

Figure 2.1: Dominio y rango de una funcién

Ejemplo

La funcién f(x) = Vx — 1 estd definida para todos x > 1, es decir, su dominio es el intervalo
[1, ). Su rango (o recorrido) es el intervalo [0, co):

v

=

N fo=vx-1

E

E o1

g

= - f f x
| 1 2 3 4

Dominio: x 2 1

Una recta vertical puede cortar la grafica de una funcién de x como maximo una vez. Esta
observacion proporciona un criterio visual adecuado, llamado criterio de la recta vertical, para
funciones de x. Es decir, una grafica en el plano de coordenadas es la grafica de una funcién x si
y s6lo si ninguna recta vertical hace interseccion con ella en mas de un punto.

11



2 Funciones reales de una variable real

Transformaciones de funciones

Grifica original y = f(x)
Traslacion horizontal de ¢ unidades a la derecha, ¢ >0  y = f(x —¢c)
Traslacion horizontal de ¢ unidades a laizquierda, ¢ >0 y = f(x +¢)
Traslacion vertical de ¢ unidades hacia abajo, ¢ > 0 y=f(x)—-c
Traslacién vertical de ¢ unidades hacia arriba, ¢ > 0 y=f(x)+c
Reflexion (respecto al eje x) y=—f(x)
Reflexion (respecto al eje y) y = f(—x)
Reflexion (respecto al origen) y=—f(-x)
Ejemplo
Algunas transformaciones de la funcién y = x*:
¥ ¥
._1__
y=x2+2 3+
14 g2 1 |
== y=(x+2)? Y=
Lo - x S —x
-2 -l 1 2 -3 2 - 1
a) Traslacion vertical (hacia arriba) b) Traslacion horizontal (a la izquierda)
¥ ¥
24 4T
3 —+
1 . y=1-(x+3) o1
y=x- - y=x2
L
—f—x
12 f f 1 -
vy S/ 3 N |12
¢) Reflexion d) Traslacion a la izquierda, reflexion y

traslacion hacia arriba

Representacion grafica de varias funciones:

Reavkitul Dane Moves

R B

sin() Cos()  tan(x) cot (=)

I | 2yt

f § FI%

12



2 Funciones reales de una variable real
Composicion de funciones
Definicion: Funcién compuesta

Sean f y g dos funciones. La funcién dada por (f o g)(x) = f(g(x)) se llama funcién
compuesta de f con g. El dominio de f o g es el conjunto de todas las x del dominio de g
tales que g(x) esté en el dominio de f.

Ejemplo

Concepto de la composicion de las funciones:

f(x)

flex)  gx)
W
_ ¥
Dadas f(x) = x* + 1, g(x) = 3x — 2, las funciones compuestas son:

(fog)x) = f(g(x) = f(3x —2) = Bx = 2)° + 1= 9x* — 12x +5,
(go x) =9(f(x)) = g(x2 +1) = 3(x2 +1)—-2= 3x% + 1,

2.2 Limites

Definicion: Limite

Se dice que la funcion f : R — R tiene limite ¢ € R en un punto x = a ( lim f(x) =¢,)
xX—a

si se cumple que Ve > 0 35 > 0tal quesi 0 < [x —a| <5 = |f(x) -] <e.

Limites laterales:

* ala derecha: lim+ flx) = }llirr%) fla+h),h>0

* alaizquierda: lim f(x) = ’llm}) fa-—h),h>0

lin e) =€ &>l )= lim i) =¢

13



2 Funciones reales de una variable real

Ejemplo

Utilizar la definicién de limite para demonstrar que lirn2 (3x —2) = 4.
xX—>

En otras palabras, debemos probar que para todo ¢ > 0, existe un § > 0 tal que |(3x—2)—4| <
e siempre que 0 < |x — 2| < §. Puesto que la eleccién de § depende de ¢, es necesario
establecer una relacion entre los valores absolutos |(3x — 2) — 4| y |x — 2| :

I(3x — 2) — 4] = |3x — 6] = 3]x — 2|.

Sid =¢/3,entonces 0 < |x —2| < = ¢/3 implicaque |(3x —2) —4| =3|x—2| <35 =«¢.

Propiedades de los limites:

Sean f,g: R — R tales que )11151 fx)="¢4y ilg}l g(x) = {,, entonces
1. ;il)na(bf(x)) =bly,b eR;
2. lim (f(x) £ g(x) = 61 % 6
3. lim (f(x) - g(x)) = b 6

14
4. lim Lx) = =L si el cociente f/g esta definido en un entorno de a 'y £, # 0;
x—a g(x) b

5. lim (F(0)" = €7
6. lim f(g(x)) = f (lim g(x)) = f(&2), s lim f() = f(&).

Teorema del encaje

Si h(x) < f(x) < g(x) para todos los x en un intervalo abierto que contiene aay lim h(x) =
xXxX—a

lim g(x) = ¢, entonces lim f(x) = €.
xX—a X—a

. . O oo 0 0 0
Indeterminaciones 0 00 —00, 000, 0°, c0”, 07, 1
(0o

o0

Tabla de equivalencias x — 0

senx ~ x e —1~x
tanx ~ x a—-1~xlna
arcsenx ~ x ln(l + x) ~ X
~ x
arctanx ~ x , mNI_'_E
x
1—cosx~? (1+x%) ~1+2x

14



2 Funciones reales de una variable real

Ejemplo
. 1-—cos2x 0 1—<:osx~"72 o (2x)?)2 o 2x?
a) lim —— = |- = lim ——— = lim — = oo}
x—0 x3 0 x>0  x3 x—0 x3

o Vx+4-2 0} . (Wx+4-2)(Vx+4+2)(1+V2x +1)
b) lim ————— = (-] = lim
x=0 1 —\2x +1 x=0 (1 —V2x + 1)(1+ V2x + )(Vx + 4 + 2)

0
(x+4—4)(1+\/2x+1)=lim X1+vV2x+1)  1+1 1

= lim

x>0(1—2x - D(Vx +4+2) 0 —2¢(Vx+4+2) -22+2) 4
x2 -9 0 (e—3)(x+3)  3+3 1

¢) lim —————— =|[-| = lim - ==
)x—>3x3—2x2—3x 0f x-3x(x—3)(x+1) 33+1) 2

’

1 n=1 senn
d) lim xsen— nlx lim =0.
x—0 X

n—oo n

2.3 Continuidad

En matematicas, el término continuo tiene el mismo significado que en su uso cotidiano. Decir,
de manera informal, que una funcién f es continua en x = a significa que no hay interrupcién de
la gréafica de f en a. Es decir, la gréfica no tiene saltos o huecos en el punto a.

Definicion 2.10

Una funcién f : R — R se dice continua en
un punto x = a si

lim f(x) = f(a).

Tipos de discontinuidad:
1. Evitable: f(a) # lim f(x) =€ € R
xX—a
: 3 3 5 2. Discontinua de primera especie: existen
3 | los dos limites laterales pero son distin-
| ; S
1 ; ; L tos.
| 3. Discontinua de segunda especie: al
A menos uno de los limites laterales no
existe.
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2 Funciones reales de una variable real

Ejemplo

a) f(x) = 1/x esta definida para todos los nimeros reales distintos de cero. En x = 0,
tiene una discontinuidad inevitable: no hay modo de definir f(0) para hacer que la
nueva funcién sea continua en x = 0.

b) f(x) = tan(x) es discontinua (de 2 especie) en los puntos x = % +kr, k € Z.

sen(1/x), x #0,
©) f(x)=
f {O, x=0,
es continua en todos los valores reales distintos de cero. En x = 0 no existe el Iimite.
xsen(1/x), x #0,
d) f(x)=
0, x =0.

Por el teorema de encaje, limO xsen(1/x) = 0 (—|x| < xsen(1/x) < |x]|),
xX—

entonces lim0 f(x) = £(0). La funcidn es continua en toda la recta real.
X—

Propiedades

Si f(x) es continua en [a, b],
1. [Teorema de Darboux]: Si f(a) < k < f(b)
entonces Jc € (a, b) tal que f(c) = k.
2. [Teorema de Bolzano]: Si f(a) - f(b) < 0
entonces Jc € (a, b) tal que f(c) = 0.
3. [Teorema de Weierstrass]: la funcion al-
canza maximo y minimo sobre dicho intervalo.

2.4 Derivadas y aplicaciones

Definicion: Derivada

La derivada de una funcién f(x) en punto a viene dada por

fla+ Ax) - f(a)
Ax

7 .
a) = lim
f(@)= lim
siempre que exista ese limite y sea finito.

d d
Notaciones para la derivada: f'(x), d_z’ Y, a[ f(x)]
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2 Funciones reales de una variable real

Ejemplo

Calcular la derivada de f(x) = 5x* mediante el proceso de limite.

f(x+ Ax) — f(x) _ 5(x + Ax)? — 5x2

’ — 1. 1.
fe= T T A
5x% + 10xAx + (Ax)? — 5x2 AKX (10x + A
= lim X xAx + (4x) X~ lim u = lim (10x + Ax) = 10x.
Ax—0 Ax Ax—0 yed Ax—0
Definicion 2.14

Derivabilidad en un punto x = a:

1. f(x)escontinuaenx =ay

2. fi(a") = f'(a") = f'(a)

Ejemplo: Funcién f(x) = |x| es continua en x = 0, pero no es derivable en ese punto f'(07) #
£7(0%) y la derivada £’(0) no existe.

Reglas de derivacion:

1. Multiplo constante
(C-v) =Cv’, C=const, C' =0;
2. Derivada de la suma (o de la diferencia)
w+v) =u +v

Ijg—
3. Derivada del producto *
b

(u-v) =u'v+uv /“‘?-4- e

4. Derivada del cociente > {??_ . i /

(u)’ u'v—uv’

- R

v 2 : e ;
5. Derivacién logaritmica \ /‘

y=u" — Iny=vlnu)
@®) =u® (lnu v+ 2. u')
u

6. Regla de la cadena:

(fgt))) = f(g(x)) - g'(x)

17



2 Funciones reales de una variable real

Ejemplo

Cf(x + Ax) — Cf(x) —C lim flx +Ax) = f(x) = CF'(x)
" ;

Ax Ax—0 A

2 (f() + () = Jim flx + Ax) + g(x Z Ax) = f(x) = g(x)
xX— X
o S M) - fx) glx +Ax) - g(x)

= 1i
Ax—0 Ax Ax

L (Cf) = lim

= f'(x) +g'(x);

Tabla de derivadas

f(x) f'(x) fx) f(x)
x" nx" 1 a® a-lna
Inx x! log,x | x' Ina
senx cos x cos x —senx

1
tan x cos % x arctan x 3
1 +1x
1
arcsenx arccosx | —
V1 —x2 V1 —x?

Ejemplo

senx )’ cos? x + sen®x 5 )

1. (tanx) = ( = cos™“x = sec” x;

cosx cos? x
d
2. = [ -2x+ D) -] =GP -2x+1) - (P -D+(x*-2x+1)- (x - 1) =
x
(2x = 2)(x® = 1) +3x°(x* = 2x + 1) = 5x* = 8x° + 3x* — 2x + 2;

3. (cos(4x® —3))" = —sen(4x® — 3) - (4x* — 3)’ = —8xsen(4x? — 3);

d 1 2x X
4. — |V 2| = —— . 2,: =
dx[ 1+x] 2V1 + x2 (1 N1+x2 Vi+x?

Derivada de la funcién implicita:
1. Derivar ambos lados de la ecuacién respecto de x;

2. Agrupar todos los términos en que aparezca y” en el lado izquierdo de la ecuacién y pasar
todos los demds a la derecha;

3. Despejar y'.
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2 Funciones reales de una variable real

Ejemplo

d
Encontrar d_y dado que ¢ + y* — 5y — x* = —4.
x

1. Derivar ambos lados de la ecuacién respecto de x: 3y’y’ + 2yy’ — 5y’ — 2x = 0

2. Agrupar todos los términos en que aparezca y’: y’ (3y2 +2y—5) =2x
2x

3. Despejar y’l y/ = m

2.5 Aplicacidon de la derivada

Pendiente de la recta tangente = ["(c)

* Recta tangente:

Recta tangente

y-fa) = f'(a)x-a)

* Recta normal (perpendicular a la
recta tangente):

Recta secante

(b, f(b))

y— f(a) — _f%(x _ a) A Em._)‘:(m) ;

a c b

Ejemplo

Hallar la recta tangente a y = x* + 4x + 1 cuya pendiente sea igual a 2.
Pendiente de la recta tangente en el punto xo es f”(x):
y'(x9) = 2x9 + 4 = 2, de donde x = —1.

Luego, la ecuacion de recta tangente es: y + 2 = 2(x + 1).

* Recta tangente vertical: f'(c) = ooy f es continua en c;

* Recta tangente horizontal: f’(c) = 0;

* Recta tangente es paralela a larectay = ax + b: f'(c) = a.
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2 Funciones reales de una variable real

Extremos y monotonia

Definicion: Punto critico

Sea f definida en c, ¢ es un punto critico de f, si f’(c) = 0 o no existe f’(c) (no es derivable
es ese punto).

¥ y

f'(¢) no existe

J©=0 Tangente

/ T horizontal

¢ es un punto critico de f

A= —————

Definicion: Extremos relativos

1. Si hay un intervalo abierto que contiene a c en el cual f(c) es un maximo, entonces
f(c) recibe el nombre de maximo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene un
maximo relativo en (c, f(c)).

2. Si hay un intervalo abierto que contiene a c en el cual f(c) es un minimo, entonces
f(c) recibe el nombre de minimo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene un
minimo relativo en (c, f(c)).

Un méximo relativo y un minimo relativo algunas veces son llamados maximo local y
minimo local, respectivamente.

Estrategias para la determinacion de extremos en un intervalo cerrado

Para determinar los extremos de una funcién continua f en un intervalo cerrado [a, b] (Teorema
de Weierstrass), se siguen estos pasos:

1. Se encuentran los puntos criticos de f en (a, b);
2. Se evalia f en cada punto critico en (a, b);
3. Seevalia f en cada punto extremo de [a, b];

4. El més pequeiio de estos valores es el minimo. El mds grande es el maximo.
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2 Funciones reales de una variable real

Ejemplo

Determinar los extremos de f(x) = 3x* — 4x> en el intervalo [—1, 2].

1. Puntos criticos: 16 + (2. 16)
f'(x) = 12x* — 12x* = 0, de donde x = S
0, 1. -
2. Se evalia f en cada punto critico:
fO) =0, f(1)=-1.
3. Se evalda f en cada punto extremo de
la,b]: f(=1) =7, f(2) = 16;
4. Minimo: (1, —1); Médximo: (2, 16). -1
jLos nidmeros criticos de una funcién no nece-
sitan producir extremos relativos! fix) = 3x% — 423

(1.-1) ?
—4 Minimo

Definicion: Funciones crecientes y decrecientes

* Una funcién f es creciente sobre un in-
tervalo si para cualesquiera dos nimeros
X1y x2 en el intervalo, x; < x, implica
fx) < flx).

* Una funcién f es decreciente sobre
un intervalo si para cualesquiera dos
nimeros x; y x; en el intervalo, x; < x,

implica f(x1) > f(x2).

<0 S x>0

Sea f una funcién que es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo
abierto (a, b).

1. Si f’(x) > 0 para todo x en (a, b), entonces f es creciente en [a, b].
2. Si f’(x) < 0 para todo x en (a, b), entonces f es decreciente en [a, b].

3. Si f’(x) = 0 para todo x en (a, b), entonces f es constante en [a, b].
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2 Funciones reales de una variable real

Criterio de la 1" derivada: Sea c un punto critico de f.

e Sif'(x)>0paraa<x<cy f'(x) <Oparac < x <b = f(c)— un maximo relativo

* Sif'(x)<Oparaa<x<cy f'(x)>0parac <x <b = f(c)— un minimo relativo

+) . =)
1 I
1 I
-) (+)! !

I I I I
I I I I

<o o >0 P >0 <0
[é lé

I
I
i
: b

b a

Minimo relativo Maximo relativo

fx)y=0 f(x)<0

~ F=-===
~F=-==--=

d

Ni minimo relativo ni maximo relativo

Ejemplo

Encontrar los extremos relativos de f(x) = (x* — 4)%/3,

Empezamos observando que f es continua en toda la recta real.

, 4x
f (x) = W

La tabla resume los valores prueba de cuatro intervalos determinados por estos puntos
criticos.

Los puntos criticos: x = 0, x = *2.

Intervalo —w<x< -2 —2<x<0 0<x<?2 2 <x < o0
Valor de prueba xX=-3 x= -1 xr=1 x=3
Signo de f'(x) f(=3) <0 (=1 >0 (1) <o f3) >0
Conclusion Decreciente Creciente Decreciente Creciente

Aplicando el criterio de la primera derivada, se puede concluir que f tiene un minimo

relativo en el punto (-2, 0), un maximo relativo en el punto (0, V16), y otro minimo relativo
en el punto (2, 0).
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2 Funciones reales de una variable real

Aplicacion de la derivada a los limites

Teorema : Regla de I’Hopital

Sean f y g funciones que son derivables en un intervalo abierto (a, b) conteniendo c, excepto
posiblemente el propio ¢. Asumir que g’(x) # 0 Vx € (a, b), excepto posiblemente el propio

c. Si el limite de lim ——= f)

0
— |, entonces
x—c g(x) [ 0 ]

A CO BN ic)
e gx) e g'x)

suponiendo que el limite en la derecha existe (o es infinito). Este resultado también aplica a
o -0 (o] —00

cualquiera de las formas indeterminadas —, —, —, —
OO

(00) —OO —OO
Ejemplo

senx 0f r COoS X 1

a) lim — = [— LA lim =-=1;
x—0 X 0 x—0 1 1
Inx 0ol I/ 1/x 0

b) hm—:[—]L: limL:—:O;
x—o00 X (o' x—o00 1 1

¢) lim e*vx = [0 co] = nmﬁz[f] H im 1/(62;/_) lim 2\/1_
xX—> X—00 ex

X—00 x—oo eX ')

X—00

d) y= lim (1 + l) =[1%].
x

Tomando logaritmos en esa ecuacién se obtiene

Inyzln(lim (1+1) )= lim (xln(1+l)) = [c0- 0]
xX—00 X X—00 b

o In(1+(1/x)) [O] U'H . 1
=lim ————— = =|—-| = lim =
x—00 1/x 0

x—o0 1+ 1/x

Ahora, Iny = 1, entonces y = e:
1 pe

lim (1 + —) =e.

X—00 X

o lim (;_ 1 )z[m_m]_hmwz[Q]

x—-1*\Inx x-1 x—1* (x —1)Inx 0

L'H .. x—1 0| e . 1 1

= lim ———— === lim ==
x—1* x — 1+ xlnx 0 =1t 1+ x(1/x)+1Inx 2
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2 Funciones reales de una variable real

Polinomio de Taylor

Definicion: Polinomio de Taylor

Sea f(x) una funcién derivable n veces en el punto x = a. Se define el polinomio de Taylor
de grado n correspondiente a la funcién f en x = a como

w w(x —a)’+.
2! 3!

St w(x—a)".
n!

Pu(f,a) = f(a)+ f'(a)(x —a) + (x —a)®* +

Si a = 0 el polinomio se llama Polinomio de Maclaurin.

Cuando el grado n aumenta, la gréfica de P, se convierte en una mejor aproximacion de la gréifica
de f(x) =Inx cercade x = 1.

Ejemplo

a) Hallar el polinomio de Taylor de grado 4 para f(x) = Inx centradoen a = 1.

fMx) = (D" 'alx™ n > 1, f(@) = 0; f'(a) = 1; (@) = -(1)% = -1,
(@ =2=2, f{(a) = -3! =6.

1 1 1
El polinomio de Taylor: P4(f,1) =0+ 1(x — 1) — E(x - 1%+ g(x -1)° - Z(x -1

Series de Maclaurin notables
. ¥ 3 XX
ce =l+x+—+—+—+—+...
20 3! 4! 5!

X2 3 4 5

x> x* x
eInl+x)=x——+——-——+—..;
2 3 4 5
o — =14+ x+x+x3+xr 40+
1-x
x> x X
ssen(x)=x——+——-——+—+...;
3 51 71t 9
x2 xt x® X8
ccos(x)=1—-—+———+—+

20 41 6! 8
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2 Funciones reales de una variable real

2.6 Ejercicios propuestos

2.1: Determina el dominio de las funciones:

1—x, six <1,

— oy x—=1
a) f(X)—{m, el ¢) f(x)—w/xz_\/;,

d) f(x) = log(|logx);

b) flx) = —— . &) F(x) = +[log —

X2 —3x+2 |senx|

2.2: Encuentra el dominio y el imagen de las funciones:

x| +1, x<1,

1
a) fx) = senx — 1/2; d) f(x)= {
b) f(t) = sec %t;

—x+1, x>1

x+4, x<5
9 Y ) ,
¢) flx)= m§ ©) flx) = {(x—S)Z, x>5

2.3: Dadala funcién f : R — R, tal que f(x) = x* + 1. Hallar f~'(26).

2.4: Representa, de forma aproximada, la grafica de la funciones siguientes:

a) y=|x+3|—-|x-2|+x; b) y=|x"—2x|; ¢) y=In(2x —1).

2.5: Estudia algunas caracteristicas basicas: dominio, imagen y simetrias, de las funciones

siguientes:
a) f(x) = cos(x?); c) f(x)= cos®(x?);
b) f(x) = cos?(x); d) f(x) = Vx3;

2.6: Dadas f(x) = ¢**, g(x) = log Vx, x > 0, halla (f o g)(x) y (g o f)(x).
2.7: Si f(x) = (a — x™"", muestra que f(f(x)) = x.

2.8: Calcula el valor de los limites siguientes:

tan’x . (1-cosx)® | Vax? + 5x + 8

a) lim ———; ¢) lim ; im — T .
) x—0 x3 + x* ) x—0 2sen*x — sen’x ©) xl_lffloo ix+5
4_ 3
. (¥ = 1)sen’x ) xt—x3+5 ) In (x* — x* +5)
b) lim ————; d lim ————; lim R
x—0 tan3 x x—00 3x% + x2 — 4x x—o0 In (3x* + x2 — 4x)
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2 Funciones reales de una variable real

X2+X

41 -1 xix
g) lim X ; h) lim al ( x*-3 )’”

x—-1 x+1 x—>1\/3x+1_\/5x_1’ 1) lim m

X—00

2.9: Sin aplicar la regla de L’Hopital, halla los limites (si existen):

log(1 + x* . sen|x|
a) lim #; ¢) lim ;
x—0 sen’x x—0 X
\/1_x2_\/1+x2 . eX — gsenx
b) lim : d) lim —.
x50 2x2 x—0 2(x — senx)

2.10: Halla (si existe) el valor a para que la funcién f(x) sea continua en el punto xo:

1+x <0
== x#-1 . L) = CoSs X, x <0,
a) f(x)= ;"'x v 1 ) f&) a(x—-1), x>0;
X0 = -1 Xo =03
5 ax® — 1+ cosx >0
b fa =" L x#0, d) flx) = sen?x ’
-X, x £ 0; sen(x) + 1, x < 0;
X0 = 0; Xo=0
2.11: Estudia la continuidad de las funciones:
e/t d) f0) = o
= . 2 _
D f0)= 5 x
1 1 x—6
e R e ©) f) = 355
V1 + 2x
) flx) = ——: f) fx) = ——.

2.12:

2.13:

2.14:

x+Vx+1 senx

Hallar k para que la funcién

1—cosx

b ¢ 0,
fo =4 % 7
k, x =
sea continua.
1
Estudia la continuidad de la funcién f(x) = o ([x] es la parte entera de x).
x—[x

Un sabado a las 8:00 de la mafiana, un hombre comienza a subir corriendo la ladera de una
montafia hacia su campamento de fin de semana. El domingo a las 8:00 de la mafiana baja
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2.15:

2.16:

2.17:

2.18: S

2.19:

2.20:

2.21:

2.22:

2 Funciones reales de una variable real

corriendo la montafia. Tarda 20 minutos en subir y s6lo 10 en bajar. En cierto punto del
camino de bajada, el hombre se da cuenta de que pasé por el mismo lugar a la misma hora
el sdbado. Demostrar que el hombre esta en lo cierto.

Utiliza el teorema del valor intermedio para demostrar que entre todas las esferas cuyos
radios pertenecen al intervalo [5, 8] hay una con un volumen de 1 500 centimetros ctbicos.

Halla a y b para que la funcién f(x) sea derivable en todos los puntos de su dominio.
ax®* —b, |x| <1,

-1/Ixl,  Ix[ = 1;

xz, x < ¢,

ax+b, x>c.

a) f(X)={ b) f(X)={

Analiza la continuidad y derivabilidad de la funcién y representa su grafica:
flx) = |x* 4| = |x + 2| + 1.

iy= X muestra que xy" = y(y — 1).
x+4

Aplica logaritmos para derivar las funciones

a) y — xsenx; b) y — xh’lx; C) y — v:)_c

Deriva con la regla de la cadena

:\S/ﬁ’ 2x2
a)y X d)yzh’l(m), g)y:"x_'_ /x_'_\/)_c;

b) y =554 e) y = In(sen’x); hy y = 1 )
In(+/x + 2x)’
£ y=d 1+ sen(2x)
¢) y = In(x? + 7x); y= 1-sen(2x)’ i) y = cos(3x?) + tan(7x).
dy
Halla —:
alla -~
X —-X
Y= d) y =" g y=x"log,x;
eX—e
by y = Inx e) y=e senx +x”cosx;  h) y=(2+cosx)";
cosx’
¢) y=x°+6"; f) y = Vsec?x +cosec?x; 1) y=x%, x> 0.

Deriva las funciones implicitas:
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2.23:

2.24:
2.25:

2.26:

2.27:
2.28:
2.29:
2.30:

2.31:
2.32:

2.33:

2.34:

2.35:

2.36:

2.37:

2 Funciones reales de una variable real

a) 3* +3Y =Y, b) y = +/senx + y;

Se considera la curva definida por la ecuacién yx® + y*> = 1 que define a y como funcién
implicita respeto de x en un entorno del punto (0, 1). Halla y’(0), y”'(0).

¢En qué puntos la tangente a y = x> — 4x tiene pendiente igual a 8?

Halla un punto de la curva y = V36 — 4x?2, en el cual la recta tangente sea paralela a la
bisectriz del segundo cuadrante.

Halla el punto P donde se cortan las funciones f(x) = 2/x y g(x) = Vx? — 3. Halla las
ecuaciones de las rectas tangentes en P a cada una de las curvas y el dngulo entre ellas.

Halla la recta tangente a la grafica de la funcién y = x** en x = 1.
Halla las rectas tangentes a la circunferencia x* + y> = 1 en x = 1/2.
Halla la recta normal a la elipse x* + 2y* = 18 en el punto P(4, 1).

Calcular los dngulos que forman al cortarse las curvas definidas por

x2+y2—4x:1, x2+y2+2y:9.

Estudiar el crecimiento de la funcién f(x) = (x(x — 3))°.

En una semicircunferencia de didmetro AB = 2r se traza una cuerda CD paralela a AB.
(Cudl debe ser la longitud de esa cuerda para que el area del trapecio ABDC sea maxima?

Determina el punto de la grifica de la funcién f(x) = —x> + 6x* — 7x + 5 en el que la
pendiente de la recta tangente es maxima. ;Cudl es la ecuacion de la recta tangente en ese
punto?

Dos postes con longitudes de 6 y 8 metros se colocan verticalmente sobre el piso con sus
bases separadas una distancia de 10 metros. Calcula la longitud minima de un cable que
pueda ir desde la punta de uno de los postes hasta un punto en el suelo entre los postes y
luego hasta la punta del otro poste.

Los barriles que se utilizan para almacenar petréleo tienen forma cilindrica y una capacidad
de 160 litros. Halla las dimensiones del cilindro para que la chapa empleada en su
construccion sea minima.

El 4rea de la superficie de una celda de un panal es

3, (\/§—cos9)

S =6hs + —-s
2 senf

donde h y s son constantes positivas y 6 es el dngulo al cual las caras superiores alcanzan
la altura de la celda. Encontrar el dngulo 6 (/6 < 0 < 7/2) que minimiza el drea S.

Hallar los limites
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2 Funciones reales de una variable real

a) lim xsen(1/x); i 8 x|
o &) o \x2—4 x-2)
x+1
b) lim ——; 3 2
PG b lim, (m e 1);
2
x
X )
c) xl_lffloo o . sen (;‘2—:3)
b lim =
d) lim x/*; 7% In (1 + ,Z:z(j)

X—00

. . 2 —-x.
e) 11%(1 +x)x; D lim (2x% = 1)e™;
X—

B lim (nx) o lim 2xInx —3x+3
x—o1+ ’ x—1*  (x—1)lnx

2.38: Halla los primeros 4 términos del polinomio de Maclaurin para las siguientes funciones

a) f(x) = senx; d) f(x)=1n(1+ x);
b) f(x) = cosx; e) f(x) =In(1-x);
¢) f(x) = e*; B fx) = i

2.39: Utilizando las formulas del ejercicio anterior, halla el polinomio de Maclaurin de las
siguientes funciones

2x+3

O 0= lnlt ) 0 flx)= T2

b) f(x) = sen(2x) + 2 cos(x); N
©) f(x)=In[(3-x)(2 - x)]; ) f(x) = (x +5)e*;
D fox) =™ ¢) f(x)=1n

3+x
2—x

2.40: Halla un valor aproximado de In 0.9 con un polinomio de Taylor de segundo grado.
2.41: Halla un valor aproximado de Ve con un polinomio de Taylor de tercer grado.
2.42: Con los polinomios de Maclaurin de grado 4 de las funciones In(1 + x) y senx halla

In(1 + x%) — sen’x
x* ’

a) lim
x—0

In(1 + 2x*
b) el valor de a que cumpla que )ICILI}) —r;(en(ax);)) =
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3 Series

3.1 Sucesiones

Definicion: Sucesion

Una sucesion se define como una funcién a : N — R cuyo dominio es el conjunto de
los ndmeros naturales. Aunque una sucesion es una funcién, es comun representar las
sucesiones empleando subindices en lugar de la notacién habitual de la funcién:

1, 2, 3, 4, C e n,
A
a,, A, Ay Ay ..., A,

El nimero a, es el término n-ésimo (o término general) de la sucesion, y la sucesién
completa se denota por {a,}.

Ejemplo

1. Sucesiones dadas por su imagen:

111
1,23 .. 5= = =l
{ }{249 }

2. Sucesiones dadas por su término general:

b 1
an =n,by = ——;
" T (n+1)?
3. Sucesiones dadas por recurrencia:
a1 =1, ap =1, ay = aps1 + anz, n < 3 Fibonacci

(susecion de Fibonacci).

El interés principal en el estudio de sucesiones consiste en establecer su comportamiento a
medida que avanzamos en los términos de la misma. M4s concretamente, estaremos interesados
en averiguar si los valores de la sucesion se acercan a un valor concreto. Este serd el limite:
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Definicion: Limite de una sucesion

Sea L un nimero real. Sea f una funcién de una variable real tal que lim f(x) = L. Si {a,}
X—00

es una sucesion tal que f(n) = a, Vn € N, entonces

lim a, = L.

n—oo

Si el limite L de una sucesidn existe, entonces la sucesion converge a L. Si el limite de una
sucesion no existe, entonces la sucesion diverge.

Ejemplo

Determinar la convergencia o divergencia de la sucesién dada por el término n-ésimo:

n!
an=n—n.
. . ., 1-2 1-2-3
Los primeros términos de la sucesion son: a; = 1, a; = 25 as = 33
.. . 3 1-2-3-...-n 1(2-3 -n
n-ésimo termino estd dado por a, = =— .
n-n-n-...-n n\n-n -n
Como2-3-...-.n<n-n-...-n,
1
0<a, <-—.
n

.1 ... n L
Sabemos que lim — = 0, entonces, por el Teorema de encaje, lim — = 0y la sucesion es
n—oo n

n—oo n

convergente.
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3.2 Series y convergencia

Una aplicacién importante de las sucesiones infinitas es la representacién de “sumas infinitas”.
Informalmente, si {a,} es una sucesion infinita, entonces

o0
Zan:a1+a2+...+an+...

n=1

es una serie infinita. Los nimeros a,, son los términos de la serie.

Definicion 3.5

[ee]
Dada una serie infinita Z an, la n-ésima suma parcial estd dada por
n=1
n
Sn=Zak=a1+ag+...+an.
k=1
[e6]
Si la sucesion de sumas parciales {S, } converge a S, entonces la serie Z a, es convergente.
. n=1
El limite S se llama suma de la serie:
[ee)
S = Z a,.
n=1
Si {S,} diverge, entonces la serie es divergente.
Ejemplo
ad n_ n_
La serie Z — tiene las sumas parciales S, = . Como lim = 1, la serie es
n—oo
n=1

convergente y su sumaes 1.

o ez .

Teorema : Condicion necesaria de convergencia

(o8]
Si Z an es convergente, entonces lim a, = 0.

n—oo
n=1
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Algunos tipos de series:

o —
1. Serie geométrica de razén r € R: Z ar" DSED SR TR R
n=0 D
. > a
Converge si |[r| < 1ysusuma$ = Z ar’ =<
n=0 -r
[se]
2. Serie armoénica de exponente p € R: Z —-
. n=1 n
Converge si p > 1.
[ee]
3. Serie telescopica: Z ascona, =b, —byik. N 4
, n=1 , : =l n/
Converge si lo hace la sucesion {b, }, su suma es oo w0 et Gy fnecane | B2
S = bl — lim bn+1.
n—oo
Ejemplo
o 1
1. La serie Z on es geométrica de razén r = 1/2 < 1, entonces es convergente y su
n=1
> 11 1
suma vale S = ———=—-1=2-1=1
2n 20 1-1/2
n=0
o 1 1
2. La serie armoénica Z — es divergente (p = 0), aunque lim — = 0.
n n—oo n
n=1
, (11 1 11
3. La serie telescopica: Z - - =(1-=]+|=-—-=|+...esconvergente y
n n+1 2 2 3
n=1
susumaes S =1— lim =1-0=1.
n—oo n +
Definicion: Series de términos positivos
[ee]
Se dice que Z an es una serie de términos positivos (s.t.p.) si a, > 0, Vn € N.
n=1
o0
Si una serie Z an es de términos negativos, recibe el mismo tratamiento que las s.t.p., sin mas
n=1
que considerar Z(—an).
n=1

33
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Las series que contienen sélo un nimero finito de términos negativos también pueden considerarse
como s.t.p.

Las series de términos positivos poseen la ventaja de la existencia de diversos criterios que
permiten analizar su convergencia. El siguiente resultado resume los mis comunes.

Teorema : Criterios de convergencia para s.t.p.

1. Criterio de comparacion:

Si Z any Z b, son dos s.t.p. y existe ¢ € R* tal que a, < cb, Vn € N (salvo a lo
mas en un numero finito de términos), entonces:

* si Z b, es convergente, entonces Z an es convergente;
e si Z an es divergente, entonces Z b, es divergente.

2. Comparacion por paso al limite:

n—oo

Si Z any Z b, son dos s.t.p. y lim Z—" = L, entonces:
n
* si L € (0, 00), entonces ambas series tienen el mismo caracter;
*siL=0y Z b, converge, entonces Z a, converge;
*sil=0y Z an diverge, entonces Z b, diverge;
*SiL=o0y Z an, converge, entonces Z b, converge;

*silL=c0y Z b, diverge, entonces Z an diverge.

3. Criterio del cociente (D’Alambert):

An+1

Si la s.t.p. Z an verifica lim

n—eo @,

= L, entonces

* si L > 1 la serie es divergente;
* si L < 1 la serie es convergente;
* si L =1 el criterio no decide.
4. Criterio de la raiz (Cauchy):
Sila s.t.p. Z a, verifica lim {/a, = L, entonces

n—oo

* si L > 1 la serie es divergente;
* si L < 1 la serie es convergente;

e si L = 1 el criterio no decide.
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3.3 Series alternadas

Definicion: Series alternadas

Una serie Z an es alternada, si sus términos alternan en signo: Z(—l)”bn, b, > 0.

Teorema Criterio de Leibniz

(s8] (o8]
Sea a,, > 0. Las series alternadas E -D"any Z(—l)”“an convergen si se satisfaces las
L o n=1 n=1
siguientes condiciones:
1. lim a, =0, o

n—ooo
2. apy1 < ap Vn.

Definicion: Convergencia absoluta

Una serie Z an se dice que converge absolutamente si la s.t.p. Z |a,| es convergente.

Si E a, converge absolutamente, entonces es convergente.

Si Z a, converge, pero Z |a,| diverge, entonces Z a, converge condicionalmente.

En el caso de convergencia, |S — S, | < an+1, donde S es su sumay S, el n-ésimo término de
la sucesién de sumas parciales.

Ejemplo

: -t . -
La serie Z —) converge por el criterio de Leibniz:
n

n=1
_ 1 ME:‘Z:%'ISDIVERGENT
1. lim a, = lim — = 0; ;
n—oo n—oo n
1 1
2. apy1=——<-=a, Vn>1.
n+1 n
ME TO ME: MAKE IT ALTERNATING
s & ( 1)n 1 & 1 ( )n 1
Como la serie Z la,| = Z Z — es divergente, entonces Z con-
n
= n= n=1 n=1

verge condicionalmente.
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3.4 Series de potencias

Definicion: Series de potencias

o0

* Una expresion de la forma Z an(x —c)" se llama la serie de potencias centrada en
n=0
el punto a, donde a es una constante. Una serie de potencias puede ser interpretada
como una funcién de x:

(o)

fG) = anx =0

n=0

(o9

 El radio de convergencia de la seriez an(x — ¢)" viene dado por:
n=0

an

R = lim
n—o0

an+1

(o)

* El dominio de la funcién f(x) = Z an(x — ¢)" es el conjunto de valores de x
n=0
donde la serie converge, este intervalo (¢ — R, ¢ + R) se llama intervalo (campo) de

convergencia.

Teorema de Abel

(o8]

Para la serie Z an(x —¢)" se cumple una y solo una de las afirmaciones siguientes:
n=0

* La serie converge solo en el punto ¢ (R = 0).

» La serie converge en un intervalo finito (c — R,¢ + R), R > 0, y no converge en
|lx —c| > R.

* La serie converge para todo x € R (R = 00).

Radio: 0 Radio: oo
¢ X : X
c P
Radio: R
R R R R
— " " —
c c c c
(c—R, ¢c+R) (c—R, ¢c+R] [c—R, ¢c+R) [c—R, ¢c+R]
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Conviene observar que el teorema no dice nada sobre la convergencia en los extremos de dicho
intervalo. Para determinar la convergencia en los extremos se deberd analizar la convergencia de
la serie numérica que resulte.

Ejemplo

. N S
Halla el intervalo de convergencia de Z —.
n

n=1

n+1 .
= 1. La serie

. a .
En este caso a = 0, a, = 1/n, entonces R = lim " _ = lim
n—oa,+1 n-ox n

converge en (—1, 1).
[} (_ n
En el punto x = —1: Z

n=1

- converge (por el criterio de Leibniz).

LI o
En el punto x = 1: Z — - serie armoénica divergente.
n

n=1

Por tanto, el intervalo de convergencia es [—1, 1).

Teorema : Operaciones con series de potencias

Si f(x) = Z anx" converge en (—R, R), entonces:
n=0
s f(kx) = Z ank"x"™ converge en (—R/|k|, R/|k]|);
n=0
. f(x*) = Z anx™ converge en (- VR, YR), k > 0;

n=0
Ejemplo

(3x)"
—.

Halla el intervalo de convergencia de Z

n=1

n . . 3n(n + 1)
Eneste casoa = 0, a, = 3" /n, entonces R = lim = lim ————= = 1/3 (compara

n—oo g, + 1 n—oo 3n+1n
con el resultado del teorema anterior). La serie converge en (—1/3,1/3).
(=" - .

- converge (por el criterio de Leibniz).
n

En el punto x = —1/3: Z

n=1
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1 . o
En el punto x = 1/3: Z — - serie armoénica divergente.
n

n=1

Por tanto, el intervalo de convergencia es [—1/3,1/3).

Teorema : Derivacion e integracion de series de potencias

[s+]
Si f(x) = Z an(x — ¢)" converge en (c — R, ¢ + R), entonces:
n=0
* f(x) es derivable en el intervalo de convergencia;
[se]
° f'(x) = Z nan(x — ¢)"!, con el radio de convergencia R;
n=0
* f(x) es integrable en el intervalo de convergencia;

o0

. / f(x)dx = Z %(x —¢)™! 4+ C, con el radio de convergencia R;

n=0
Ejemplo

Sea f(x) = Z %, demonstrar que f'(x) = f(x).

n=1
e - sl n-1 . n X n
f/x) = Z ;;‘_D!:;’;—!=;’;—!=f(x>.

Definicion: Serie de Taylor

3 Series

Si la funcién f(x) es infinitamente derivable en un intervalo abierto centrado en a, entonces

- £(n)
fe=3 D ay,
n=0 :

(n)
la serie Z (a )(x a)” se llama Serie de Taylor de la funcion f(x) centrada en x = a.
n!

n=0

En el caso particular en que a = 0, la serie de denomina Serie de Maclaurin de la funcién

fx).
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3.5 Ejercicios propuestos

3.1: Escribe el término n-ésimo de las siguientes sucesiones:

a) 5, 10, 20, 40, .. .; 012324 . )3 > 2 3
b 2’ 4’ 8’ b b 2 b b 2
1 11 1 1 1
b 1a Ty T T e ey — — N 17 ) 3’ ) 57 )
) 357 d1,-1,1,-1,...; f) >3
3.2: Escribe los primeros 5 términos de la sucesion:
3n—2 2+ (-1)" (2 + senZ) cos(nr)
= — = " ’ - 2
a) an n2 + 1 bl d) an - nz > g) an = n! ,
n
— . _1)n-1 -1 n(n+1)/2
b) an = = &) an=nD""; h a,= T
: n
(-1)"n 1 . ) 1 1
= : an = -———————» = _— —_—
c) ap T ) an G+ (1)) 1) a, =5 - + P
3.3: Escribe los primeros 5 términos de la sucesion definida por recurrencia:
a) ar =3, ary = 2(ax — 1); ) ar =32, agy1 = ar/2;
k+1
b) a; =4, agq = ag; d) a1 =6, a4 = ai/3;
3.4: Halla el limite (si existe) de la sucesion:
5n° d) ap =1+ (-1 "
= —_— ’ an = —,
8) ap = ——— g an="2
— . e) ap = ——;
b) an—S—;, " n h) a, = Vn? +n—n;
) 1 0 an =1 (=)
c) ap = sen—; anp = (— ; i =
n n n n+1 1) an {'/ﬁ
. ) . 1
3.5: Dadalas.t.p. Z a, convergente. Estudia el cardcter de la serie —.
an
3.6: Halla la suma de la serie:
o0 © ® gn+l
a) » 2" c) ; e) ),
2
= o 1+ 3" o1
b —3)n"lg7n, d ; _—
>;( ) )ZO - ﬂ;nmn

39



3 Series

3.7: Estudia la convergencia de la serie

n=1 n=1
3 2 o (n—1)" 1 1
c —+—; : i -
)Z(S” n) f)Z:(n+l) ) (n+1 n+2)
n= n=1 n=1
3.8: Aplica el criterio de comparacion para determinar el caracter de la serie
- 2 o 3" 2"+ 1
)Zn2+1; d)zzn—l’ g)ZS”+1’
=1 n=1 n=1
- 1 % n cos’n
b e b
)Zloon—l )Zn2+1 )Zn(n+1)
=1 n=1 n=1
© - yn s 1 = b1
c) ; f) ; i)

a)izn“, d)i:—i; g)i%;

3" n=1 n=1
& 3n sl n3
) h -
)Z(n+1)' e);n' )nZ:; n
- 3n—1 > 3n! & n
c) ; f) ; ) —.
; (V2)" ; n" ; n!

3.10: Aplica el criterio de Cauchy para determinar el caracter de la serie:
> (3)" o s (3n+2\"
= d ° ;
2 23 2 (o)

Son a2y

© oo
b) Z—(Inn)”; ;(

n=2
3n-1 o 1 (1+n\"
) 2 f);_"( )
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3.11: Discutir la convergencia de las siguientes series

= (2n)! ‘ o (n+1)! .
) ; nl(n+1)!13%n° 9 ; 7(n? + 4)3’
> +2\" 1\ 1

b) 37" (n ) ; e) ( ) —;
; n nZ:; n 3

6n +1\"? (5\%"3 & (n+d
o 2 (m5) (@) 0 ym()

3.12: Determinar el caracter de las siguientes series y estudiar también su convergencia absoluta:

3.13:

3.14:

3.15:

3.16:

= = n+3 (-1
a -2/3)"; d -1)" ;
>;< /3) >;< [ — >antan(1/n)
N 1 (D" (D"
b -1" e SRR, h ;
);( )Zn—l )nzzznzlnn );3,12_,_1
(o8] 4 [ee) (o)
n cos(nm) . T
c -1)" ; ; i —1)" cos —.
);( )n4+1 Dnzz;r12+3 );( ) n
Determinar la convergencia de las siguientes series:
o 3" + (—2)" - 1 senn
a) Zé—n, d) Zln(1+5_n) arctanT,
n=1 n=1
= n(n-1) no\n — COS T
b -1)" 2 ( ) ; e .
) Z( R ) Z >
- In*n
¢) ()" —;
n=1 n
s (_1)n+1
Estima el error de la aproximacion de S = Z 7 por la suma n-ésima S49. (Cudntos
n

n=1
términos es necesario sumar para garantizar que la suma parcial n-ésima de esta serie

aproxima el valor real de S con un error menor que 10~ 7.
bl (_1)n+1
(Cudntos términos de la serie Z
n
n=1

hay que tomar para calcular su suma con
exactitud hasta 0.01, 0.001?

(_1)n+1
57(2n + 1)
exactitud hasta 0.01, 0.001 y 0. 0001?

(Cuantos términos de la serie Z hay que tomar para calcular su suma con
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3.17: Halla el campo de convergencia delas siguientes series de potencias:

U2y (-3 (1= 1
)ZW d>Z T Z il
S (_1)nx2n+1. R x3n+1 . . ) .

V2 e ) 2 G EDYEUESE
> (2 IR o e
C) nzz;)(ZX) > nzz;) n+1’ ) nzz;) .

3.18: Calcula los intervalos de convergencia de f(x), f'(x), f"(x)y / f(x)dx:

a) f(x) _ i (g)n; b) f(x) _ i (_1)n+:l(jfl_
n=0

n=0

1)n+1

n 2n+1 n 2n
3.19: Sean f(x) = Z ((2) L g(x) = Z ( (12)n)' .
a) Halla los 1ntervalos de convergencia de ¢) Muestra que g'(x) = —f(x);
fyg
b) Muestra que f’(x) = g(x); d) Identifica las funciones f' y g.

3.20: Demuestra que la funcién y(x) satisface la ecuacion dada:

( l)n 2n+1 , L x2n
a , +y=0; b) y= ,y —xy —y=0.
)y = Z(z+1)v y +y )y ;znn!y y -y
3.21: Demuestra que si la serie Z anx" tiene un radio de convergencia R, entonces el radio de
n=0
convergencia de la serie Z anx®" es VR.
n=0

3.22: Desarrolla en serie de potencias de x centrado en O las siguientes funciones, indicando el
campo de convergencia:

D f)= - —— B f@) =
2x+3 X
b)f(x)zm, e)f(x)=x2_1,
2+ 1
9 fO)= e D10 = a5
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3.23: Utilizando las propiedades de derivacién e integracién de las series de potencias, desarrolla

en serie de potencias de x las funciones siguientes y estudia el campo de convergencia:

a) f(x) = arctan (\/gx); b) f(x) = log(1 +x%); ©) f(x)=(1+x)7"2

3.24: Encontrar las serie de Maclaurin para la funcién:

a) f(x)= <12, ¢) f(x) = cos®x; e) f(x) = xsen(x);

eX — g%
b) f(x)= cos(x%/?); d) fx)= N ) f(x)=e*.
3.25: Usar la representacion en series de la funcion f para hallar Iirr%) f(x) (si existe)
1— x _ senx
B fx) =~ by fo= &L, O flr) =

o .
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4 Integracion

4 Integracion

4.1 Integracion indefinida

Definicion: Primitiva (antiderivada)

Se dice que F(x) es una funcion primitiva de otra _
funcion f(x) si y sélo si se verifica F'(x) = f(x) d’
Vx € D(f) siendo D(f) el dominio de la funcién —
f(x). C? X

Si F(x) es una antiderivada de f(x) en un intervalo

I, entonces G(x) es una antiderivada de f(x) en el f @ C}X: 5/(};:‘"-5
intervalo I si y s6lo si G(x) = F(x) + C para todo x W o
en I, donde C es una constante de integracion:

Variable de Constante de
integracion integracion

l '

y = J{{x) dx = F(x) + C.

T

Integrando | | Una antiderivada de f(x)

Los operadores / (integracion) y o (diferenciacién), son inversos, si bien cuando se
x

aplican en el orden / debe afiadirse una constante arbitraria.

4.2 Métodos de integracién

Todos los métodos de integracidn estan inspirados en la misma idea: reducir la integral
planteada a una integral inmediata.
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Definicion: Reglas basicas de integracion

/af(x)dx=a/f(x)dx

[z genax= [ soars [ g

/adx=ax+C /seczxdx=tanx+C
(x+a)n+1
/(x+a)"a'x R +Con# -1 /coseczxdx =—cotx+C
1
/ dx=In|x+a|+C / dx 1 x
x+a —:—arctan(—)+C
x2+a®> a a
X ax
‘/adx—m,a>0,a¢1 dx 1 x—a
X ln’ e
x2—a? 2a Ix+a
/exdx =e*+C
/ dx = arcsen (x) +C
1 Nl
/senaxdx =——cosax+C ar—x a4
a
dx
1 —:ln|x+ x2 +a?[+C
/cos axdx = —senax + C / Vx2 + a2
a
/t d 11 | |+C / dx —ln’x+ x?-a*+C
anaxdx = ——In| cos ax — = -
a Vx2 — a2
Ejemplo
Integral original —> Reescribir —> Integrar —> Simplificar
3/2
X 2
/\/J_cdx: /xl/zdx: —+C= X3y e
3/2 3

1 -1/2 -2
/—dx /x_3/2dx: X +C = —+C
VX —1/2 \/3_5

2 1
/ 2 cos® xdx = /(cos(Zx) + 1)dx = M +x+C= Esen(2x) +x+C
7/8+1 15
/\/x\/x\/;dx = /x7/8dx = X +C = ZxVx7 +C
7/8+1 8

/(x2 +1)%dx

X X 1 2
/(x4+2x2+1)dx= - t25 +x+C= gx5+§x3+x+C
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4.2.1 Integracion por sustitucion
Teorema : Integracion por sustitucion

El cambio de variable en una integral indefinida se puede efectuar en dos formas:

1. Cambiando parte del integrando por una nueva variable g(x) = ¢:
gx)=t | _
g (x)dx = dt} - / fdt

2. Cambiando la variable x por una funcién x = ¢g(t), donde g(t) es una funcién
monotona continuamente derivable de una nueva variable ¢:

[ reax=| S0 = [ sawngwar

/ Flg(0)g (x)dx =

Ejemplo

Identificar el patrén f(g(x))g’(x) y utilizar el resultado para calcular la integral:

x =1,
] /sentdt——cost+C—

2 _ 2 =
a) /2xsen(x )dx = /sen(x) 2x dx = oxdx = dit

N—_——
Flgx)) 9'x)

—cos(x?) + C;

)/ ! / 1d=11nx_t’:/ 1dt=
xm m ;dx:dt Vi-+12

" rewm ! 3
t
arcsen <I) + C = arcsen(Inx) + C;
cos x 1 senx =t 1
———— cosx dx = = ——=dt=
2 /1+sen2 /1+sen2xw-/ cosxdx:dt] /1+t2
y g'(x)
f(g(x))

arctant + C = arctan(senx) + C;

2x x 2
—e* et —1 =t, “ -1
d)/ /— e¥ dx= xe =/—dt=
14 e2x 14+ e2x — _— erdx = dt 1+ t2

M g'(x)
f(g(x)

1+12-2 2
/—dt =/ dt =t — 2arctant + C = ¥ — 2 arctan(e”) + C;
1+1t2 1+ ¢?
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4 Integracion

Estrategia para realizar un cambio de variable:

1. Elegir una sustitucion ¢ = g(x). Usualmente, es mejor elegir la parte interna de una funcién
compuesta, tal como una cantidad elevada a una potencia.

. Calcular dt = g'(x)dx.

. Reescribir la integral en términos de la variable .

2

3

4. Encontrar la integral resultante en términos de ¢.

5. Reemplazar t por g(x) para obtener una primitiva en términos de x.
6

. Verificar la respuesta por derivacion.

Ejemplo

Calcular las integrales por el cambio de variable.

t=2x-1, x=(t+1)/2

1 1
a)/VZx—ldx: 1 :/ Vo= dtz—/tl/zdtz
dx = Edt ~—— 2 2
SF(g(®)
g'(t)
3/2
L e tprios Loe— e
2 3/2 3 3
t = sen(3x), dt 1
b %3 3x)dx = dt :/t2—=—/t2dt=
) /sen (3x) cos(3x)dx ldt = 3 cos(3x)dx, 3= cos(3x)dx} 3 3

£ 1
— +C = =sen’(3x) + C;
9 9

4.2.2 Integracion por partes
Teorema : Integracion por partes

Si u y v son funciones de x y tienen derivadas continuas, entonces

Judv=uv- |vd 5
FT T T B

un dia vi una vaca vestida de uniforme
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4 Integracion

Estrategia para integrar por partes

1. Intentar tomar como dv la porcién mds complicada del integrando que se ajuste a una regla
basica de integracién y como u el factor restante del integrando.

2. Intentar tomar como u la porcién del integrando cuya derivada es una funcién mds simple
que u, y como dv el factor restante del integrando.

Observe que dv siempre incluye dx del integrando original.

Ejemplo
u=x du = dx
x e¥dx = X .| = xe* — e dx =xe*-e*+C
—— —— d’U =e€ dx v=e N——" ——— ——
u do uv v du

4.2.3 Integracion de funciones racionales

P
Integrales de la forma %dx, con P(x) y Q(x) polinomios.
x
Distinguiremos dos casos:
1. Grado de P(x) < Grado de Q(x):
Estas integrales se resuelven por descomposicion en fracciones simples.

Para ello se descompone Q(x) en factores irreducibles,
O(x) = (x —x7)™(x — x2)™ - ... - (x — x1) ™ (a1x* + byx + i) e (ajx2 +bjx + cj),

donde los tltimos factores tienen raices complejas.

La descomposicion en fracciones simples es la siguiente:

P(x) Aq A, Aml Cix + D, ij + Dj
= + +oo+ e ————
O(x) x—x1 (x—x1)? (x — xq)™ a1x® + bix + ¢ ajx? +bjx + ¢

Las integrales que resultan son todas de los tipos siguientes:

A
a)/ dx =Aln|x —a|l +C,
x—a

A A
b) / T T ey T

Mx + N M N - Mp/2 2
c) Zde = —1In(x* + px +q) + b/ arctan — tp/ +C
x“+px +q 2 /q_p2/4 q—p?/4
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4 Integracion

2. Grado de P(x) > Grado de Q(x): En este caso se divide P(x) entre Q(x), obteniéndose

P, ",
0™ = / S T

Q(( ))dx es una integral racional en la que el grado del

numerador es inferior al del denominador (caso anterior).

donde ¢(x) es un polinomio y

Ejemplo

x
Calcular / G D+ 20— 3)abc

Descomponemos la fraccién:

X A] Az A3
= + +
x+D)(x+2)(x-3) x+1 x+2 x-3

de donde x = A;(x + 2)(x — 3) + Ax(x + 1)(x — 3) + As(x + 1)(x + 2).
Hallamos A;, A; y As dando a x los valores —1, —2, 3:
e x=-1:-1=-4A; = A; =1/4;
x=-2:-2=5A, = A, =-2/5;
e x=3:3=204; = A; =3/20.

Asi, tenemos que

1/4 2/5 3/20 1 2
/ al dx=/ /42 + / dx=-In|x+1]—-=In|x+2|+
(x + D)(x + 2)(x —3) x+1 x+2 x-3 4 5

3
—In|x-3|+C
20

4.2.4 Integrales trigonométricas
Las més sencillas de la forma / senx cos” xdx, m,n € N:

* Simonesimpar, m = 2k + 1: /sen2k+1x cos" xdx = /senx(l — cos® x)¥ cos™ xdx

(cambio de variable: t = cos x);

* Simy nson pares, mediante el d4ngulo doble:

1 1
cos’x = 5(1 +cos2x), sen’x = 5(1 — €oS 2x)
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4 Integracion

Las integrales de la forma | R(senx, cosx)dx donde R es una funcidn racional, se resuelven

mediante un cambio de variable:
* Si R(—senx, cos x) = —R(senx, cos x), el cambio es t = cos x;
* Si R(senx, — cos x) = —R(senx, cos x), el cambio es t = senx;
¢ Si R(-senx, — cos x) = R(senx, cos x), el cambio es ¢t = tan x;

* Si R(senx, cos x) no tiene ninguna de las paridades anteriores, entonces el cambio es
t = tan(x/2),
1- ¢ 2dt
x = ,dx = .
1+1¢2 1+1¢2

en este caso: senx = T
1+¢

Ejemplo

a) [ sen’xcosxdx = b= senx,
dt = cos xdx

& /Sen3de = /(1—cos2 x)senxdx = [ t=cosx,
1

3 t* L
= °’dt = —+C = —-sen"x + C.
4 4

3
= /(tz—l)dtz %—t+C:

dt = —senxdx

—cos®x —cosx +C.

dx
3senx +4cosx + 5

c¢) Calcular la integral /

El integrando no tiene ninguna paridad, entonces el cambio de variable es: t =
tan x/2.

2t 1-¢2 2dt
senx = —— =——,dx = .
1+ + t? 1+1¢2

/ dx _/ 2dt _/ 2dt
3senx + 4cosx+5 J 6t+4(1—12)+5(1+¢t2) J t2+6t+9

-2 2
2/(t+3)‘2dt:—+c=_—+
t+3 tan(x/2) + 3

C.

50



4 Integracion

4.3 Integral definida

El concepto de integral definida estd intimamente relacionado con el concepto de drea bajo una
funcién en un determinado intervalo. Un método para llegar a esta definicion consiste en realizar
aproximaciones del drea mediante familias de rectdngulos.

Definicion: Suma inferior y suma superior

* Dado unintervalo [q, b], se dice que un conjunto P = {xg =a < x; < x3 < ... < x, = b}
es una particion de [q, b].

* Dada P - una particion del intervalo [a, b] y una funcién f : [a, b] — R acotada, se
definen los nimeros:

L(f,P) = Z m;(x; — x;_1), donde m; = inf { f(x) : x € [x;_1, x;]};

i=1
U(f,P) = Y Mi(xi = xi-1), donde M; = sup {f(x) : x € [x;-1, x:]};
i=1

denominados suma inferior y suma superior, respectivamente, de f respecto de P.

T TN\ AT TN

ATITR

(a) Suma inferior (b) Suma superior

Definicion: Suma de Riemann

Dada una funcién acotada en un intervalo [a, b] y una particion P, se denomina suma de
Riemann de f en [aq, b] a una expresién del tipo

n
Zf(ci)Axi, Ax; = x; — xi—1, ¢ € [xi-1,xi].
i=1

El ancho del subintervalo mds grande de la particién Ax es la norma de la particién y se

denota por medio de ||Ax||. Si todos los intervalos tienen la misma anchura, la particion es
—a

regular y la norma es ||Ax|| =
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4 Integracion

Notese que las sumas superiores e inferiores son un caso particular de sumas de Riemann.

Definicion: Integral definida

Si f se define en el intervalo cerrado [a, b] y el limite ’0

n
de 1 mas de Riemann li Ax; ex-
e las su ||A;I|r|1—>oz;f(61) X

iste, entonces f es integrable en [a, b] y el limite se
denota por

b n
/ fdx = lim > f(e)Ax;.
a i=1

[1Ax]||—0
a

El limite recibe el nombre de integral definida de

f de a ab. El nimero a es el limite inferior de ARROZ , NTEGRAL

integracion, b - limite superior de integracion.

Una integral definida es un ndmero, en tanto que una integral indefinida es una familia de
funciones.

Teorema : Criterio de integrabilidad

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces es integrable en [a, b].

Ejemplo

1 n
Hallar la integral definida / 2xdx, utilizando la férmula Zi

-2 i=1

n(n+1)
2

La funcién f(x) = 2x es integrable en el intervalo [—2, 1] porque es continua en este inter-

valo. Por conveniencia computacional, definir Ax;, subdividiendo [—2, 1] en n subintervalos
. b—a 3
de la misma anchura: Ax; = =-.
n n

Eligiendo ¢; como el punto terminal derecho de cada subintervalo, se obtiene
. 3.
ci =a+i(Ax)=-2+ —i.
n

De este modo, la integral definida est4 dada por

1 n .
/ 2xdx = lim 2 (—2 + E) (E) = lim 9 (—Zn + E (n(n2+ 1))) = lim(-12+9 +
_ n

2 n—oo = n n n—oo n n—oo

9/n) = -3
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4 Integracion

Propiedades de la integral definida

. /aaf(x)dx=0 /abcdx:c(b—a);
o[ff@Mx=—Aff@wm
. / ’ fx)dx = / C flx)dx + / b fx)dx;

b b b
. / (af(x)+ pg(x))dx = a/ f(x)dx + ﬂ/ g(x)dx;

/: f(x)dx

b
* Sim < f(x) < M Vx € [a, b], entonces m(b — a) < / f(x)dx < M(b — a);

b
< / | f(x)ldx;

b b
* Si f(x) < g(x) Vx € [a, b], entonces/ f(x)dx < / g(x)dx.
a a
Teorema Fundamental del calculo integral

Sea f una funcién integrable en [a, b] y definamos la
funcién

F(x) = / f(t)dt.

Entonces F(x) es derivable y F'(x) = f(x).
En el caso general,

d b(x)

dx

" f(t)dt] = f(b(x)) - b'(x) - fla(x)) - a'(x).

Teorema : Regla de Barrow

Sea f(x) una funcidén continua en el intervalo [a, b] y sea F(x) una primitiva de f, entonces

b
/'f&wx=ﬂw—Fw>
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4 Integracion

Ejemplo
Dada una funcién que satisface:
* 1 1
/ f(t)dt = -3 + x% + xsen(2x) + > cos(2x)
0

calcular f(z/4)y f'(n/4).

Aplicando el Teorema Fundamental del Célculo integral, el cual nos permite derivar ambos
miembros de la ecuacion, se tiene

f(x) = 2x + 2x cos(2x), por lo tanto f(r/4) = /2y

f'(x) = 2+ 2 cos(2x) — 4xsen(2x), entonces f'(r/4) = —2.

4.4 Aplicaciones de integracién

Definicion: Area de una region entre dos curvas

Si f'y g son continuas en [a, b] y g(x) < f(x) para todo x en [a, b], entonces el drea de la
region acotada por las graficas de f y g y las rectas verticales x =ay x = b es

b
A= / (F(x) - g(x))dx.

g

:
o

a b ' a b a b

Area de la region Area de la region - Area de la region
entre [y g bajo f bajo g

b b b
f [f(x) = glx)]dx B f f(x) dx - f g(x) dx
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Ejemplo

Encontrar el 4rea de la regién acotada por las grificasde y = x* + 2,y = —x, x = 0, x = 1.

3 2 1

X’ x
—+—+2x
3 2

1 1 17
=—+-+2=—.
3 2 6

b
A= ‘/a (f(x)—g(x))dx = '/01 [(x2 +2)— (—x)] dx =

0

4.4.1 Volumen de revolucion

Si una regién en el plano gira alrededor de una recta, el sélido resultante es un sélido de
revolucion, y la recta se llama eje de revolucion.

Definicion: Método de discos

Para encontrar el volumen de un sélido de revolucion con el método de los discos, usar una
de las férmulas siguientes:

b
* Eje de revolucién horizontal: V = / [R(x)]%dx;
a

d
* Eje de revolucién vertical: V = / [R(y)]*dy,
[

siendo R el radio de revolucion.

v=n [P R@Pdx e
i~ var [“IRo)P dy

‘:A,\:\s —_—

Ay
Rix) |
|
|
|
c |
-
a b R(y)
Eje de revolucion horizontal Eje de revolucion vertical
Ejemplo

Encontrar el volumen del sélido formado al girar la regién acotada por la grifica de
f(x) = Vsenx y el eje x (0 < x < ) alrededor del eje x.

V= 7'[/ (Vsenx)?dx = 71/ senxdx = 7 [—cosx]f =n(1+1) =27x
0 0
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4 Integracion

Ejemplo

Eje de revolucion alrededor de una recta que no es un eje de coordenadas

Encontrar el volumen del sélido formado al girar la regién acotada por f(x) = 2 — x? y

g(x) = 1 alrededor de larectay = 1.

Jx)=2 =5
. Regidn plana 2
El radio es R(x) = f(x) — g(x) = 1 — x°. oy g =1
1 1 —
vo-xf RFds = / - xdx = }R(.\)
1
2., 1, 16 ~ =
X3 +gx} =" iEje de Ax 4 fx) .
-1 irevolucion | o
1 1
| : x
1

Definicion: Método de capas

Para encontrar el volumen de un sélido de revolucién con el método de las capas, usar
alguna de las férmulas siguientes

d
* Eje de revolucion horizontal: V = 2z / p(y)h(y)dy;
c

b
* Eje de revolucién vertical: V = 27 / plx)h(x)dx,
a

h(y)
f ! ——'\A.\ ________ .
I
I
I
i
Ay - h(x)
py)
& —T ¢
a 1 b
1
_
plx)
Eje de revolucion horizontal Eje de revolucion vertical
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Ejemplo
Encontrar el volumen del sélido de revolucién formado al girar la regién acotada por

y=x-x>yelejex (0 < x < 1) alrededor del eje y.

l\.‘

y=x-x>

hx)=x—x3

plx) =x (1,0)

Eje de
revolucion

Porque el eje de revolucién es vertical, usar un rectingulo representativo vertical, como se
muestra en la figura. La anchura Ax indica que x es la variable de integracion. La distancia
del centro del rectangulo al eje de revolucién es p(x) = x, y la altura del rectdngulo es

h(x) = x — x°.

Porque x varia de 0 a 1, el volumen del sélido es

1 1 3 511
4
V=27r/ x(x—x3)dx:27r/(xz—x4)dx:27t[%—x—} = —r.
0 0

50, 15

Los métodos de los discos y de las capas pueden distinguirse porque para usar el método de
los discos, el rectdngulo representativo siempre es perpendicular al eje de revolucioén, y para el
método de las capas, el rectdngulo representativo siempre es paralelo al eje de revolucion.

A veces, despejar x es muy dificil (o incluso imposible). En tales casos se debe usar un rectdngulo
vertical (de anchura Ax), haciendo asf la variable de integracién a x. La posicién (horizontal o
vertical) del eje de revolucion determina el método a utilizar.
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4.5 Ejercicios propuestos

4.1: Calcula las siguientes integrales "inmediatas":

o [ o [ ;_;)x )/%W+f_

b)/ 7x +6x—V2 dx; d) /” f) /c052§dx.

4.2: Identifica el patrén f(g(x))g’(x) y utiliza el resultado para calcular la integral:

) / dx ) / 3 i & / senxdx
a ; c sen’x cos xdx; :
cosZxV1 +tanx 2+ cos? x

dx el/x / x’
b EE—— —dx; ——dx
) / (1 +x)Vx 9 x2 dx; b VI x16
4.3: Calcula las integrales por el cambio de variable:
dx dx
a) /(3x —5)%dx; d) / _ 2) / T
x2V1 + x? 1+vx

xdx 1+x
b) ; e) / ; h) / ;
Vox —1 (1- x2)2 1+x
o 7 k=
2+ VR SEEavS
4.4: Calcula las siguientes integrales utilizando la férmula de integracion por partes:
a) / xsenxdx; c) / arctan xdx; e) / x? In xdx;
b) /xzexdx; d) /xe_xdx; f) /xarctan xdx.
4.5: Calcula las integrales racionales:
x—5x+9 N )/ 2x+1 3x —5x+1 -
D | T 16 1162 ©) ok
2x =3 x4+ x+ 2 5x — 3
d X3
)/Sx(x2+1) )/ x+3 f),/x -x

4.6: Calcula las integrales:
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dx
D [ g
x“+4x + 13

dx
b) /2x2—4x+10’

4.7: Calcula las integrales trigonométricas:

a) / sen*xdx;
b) / sen’xdx;
c) / cos* xdx;

4.8: Calcula las integrales:

2) / 5x+2

4x% +9 dx;
2
b) /ln X+ ldx
x

o / sen(2x)
2+ cos(2x)
d) / sen(ln x)dx;

& /' arctan(x/ 2)

S 4+x?

d) / sen(3x) cos(5x)dx;

dx
e | ——;
1+ senx + cosx

) dx
sen?x cos* x’

dx
D /x2 —x-2
g) /e?dx;
x> —x?
By / ln(2x)
xln(4x)
1) /(x2 + 1)eXdx;

k) / log xdx;

6 6
4.9: Dadas / f(x)dx =10y / g(x)dx = -2, halla:
2 2

6
) / (f(x) + glx))dx;

4
4.10: Calcula
0

de Barrow:

0
a) / x?dx
-4

6
b) / 2g(x)dx;
2

4 Integracion

dx
) -
x“+4x + 16

Ccos X
g ,/1+senx
CcoS X
)/l+cosx
i) /—x
1+2cosx

) /eaxcos(bx)dx;
m) / x2—8x+7
(x2 —3x — 10)2
) / 2x -3
3x(x2+1)
0) /logzxdx;
log x+3
P) /6 dx
x

6
0 / (3f(x) - 4g(x))dx.

x%dx. Usa el resultado para calcular las integrales siguientes sin usar la regla

4 4
b) / —x2dx; c) / x%dx
0 -4

0
d) / 3x%dx.
-4

4.11: Emplea la simetria de las graficas de las funciones como ayuda para el cdlculo de las

siguientes integrales:
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4.12:

4.13:

4.14:

4.15:

4.16:
4.17:

4.18:

4.19:

4.20:

4.21:

4.22:

4.23:

4 Integracion

2 /2 2
a) / x*(x% + 1)dx; b) sen’x cos xdx; c) / x(x? + 1)%dx;
-2 —-m/2 -2

X
-1
Dada una funcién f integrable en R que satisface / f(t)dt = - + x* + xsen(2x) +
0

% cos(2x), calcula f (%) f (f)

4
Estudia los intervalos de monotonia de las funciones:
2x X dt x*(@2x=3) g4
2 f(x)_lnx e Int’ b) f(x)zjov 1+ 4

dt o
1+2sen’t  44/3

Halla una funcién f(x) que verifique: f’(x) = (x — 1)e* y f(x) tiene un extremo en el eje
OX.

X
Resolver la ecuacion /
0

Halla el 4rea del recinto entre la pardbola y = 6x — x* — 7 y larecta y = x — 3.

Se considera la regién del plano limitada por la curvay = V2x2, 1a circunferencia x” +yt =1
y el eje OX con x > 0. representa la region y calcula su 4rea.
2 2

Halla el 4rea encerrada por la elipse — J
a

2+ﬁ=1.

Representa y halla el area de la figura limitada por las funciones f(x) = 2senx y g(x) =

sen(2x) en el intervalo [0, 2].

Dibujar la regién comprendida entre el eje OX y las graficas de las funciones f(x) = x*
y g(x) = Vx , x € [0,1], y calcular el 4rea y el volumen del sé6lido que se genera al hacer
girar en torno al eje OX dicha region.

Dadas las parabolas x = y° y 4 — x = (y — 2)%, se pide:
a) area comprendida entre ambas pardbolas;

b) volumen del cuerpo de revolucién generado al rotar el 4rea anterior alrededor del eje
y=0.

Encuentra el volumen del sélido formado al girar la region acotada por la grafica de
f(x) = Vsenx y el eje OX con 0 < x < 7 alrededor del eje x.

Encuentra el volumen del sélido formado al rotar la regién limitada por larectay = x y

pardbola y = x*:

a) alrededor de larectay = 2; b) alrededor de la recta x = —1.
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5 Funciones de dos o mas variables

5 Funciones de dos o mas variables

Definicion 5.1

Una funcién real de dos variables es una correspon-
dencia que asigna a cada pareja (x, y) de nimeros

reales otro nimero real tnico f(x, y). i ng{\‘ﬂgtt:l? ool
Se define el dominio D de la funcién z = f(x,y)
como el conjunto de pares reales en los que la funcién
estd definida. Multivariable
El rango (imagen) es el conjunto de niimeros reales Calculus
dado por

Imf = {zeR: (x,y) € D}. %?\?lsls?:

Para una funcién de dos variables z = f(x,y), la
curva de nivel de valor k es un conjunto de todos los
pares (x,y) € D tales que su imagen es el valor k.

La idea de curva de nivel se emplea en el ambito de la topografia con referencia a la linea que se
forma por aquellos puntos del terreno que se sitdan a la misma altura:

I A\ 0 - = 3
=T B
Carreteras
Necional Autondmca ¥ orden

P S L

" Prad y » Autonémica 2°orden. 3* orden y locale
Frondosas pastizales Marismas

61



5 Funciones de dos o mas variables
Ejemplo

Halla el dominio, rango y la representacion grafica de la funcién f(x,y) = 116 — 4x2 — y2.
Representa su curva de nivel para k = 2.

Dominio: ) , Superficie : z=+/ 16— dx? = y?
X
16-4x—y* 20 — = +=<lesel
. . ) z Traza en el
drea comprendida dentro de la elipse de centro J— ‘L‘ plano z =2
C(0,0) y semiejesa =2y b = 4. 47
Rango: 1
Imf = [0, 4].

Curvas de nivel:

Vib—4x2 -y =k = 4x’+y* = 16—Kk%,

k € Imf. i
Para k = 2: 4x” + y* = 12 - es una elipse de 3 ]
. I —
centro C(0, 0) y semiejes a = V3, b = 2V3. x 4

Recorrnido
0 rango

Dominio

5.1 Limites y continuidad

El estudio del limite de una funcién de dos variables inicia definiendo el andlogo bidimensional
de un intervalo en la recta real.

Definicion: Entorno

El entorno se define como el disco con radio § > 0 centrado
en (xo, Yo):

) Ve =x0 + (g =y < 6} P

Cuando esta férmula contiene el signo < al disco se le llama N
abierto, y cuando contiene el signo <, al disco se le llama
cerrado. .
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5 Funciones de dos o mas variables

Definicion: Limite de una funcion de dos variables

Sea f una funcién ed dos variables definida en un disco abierto centrado en (xo, yo), y sea L
un nimero real. Entonces,

lim x,y)=1L
(x,y)ﬂ(XO,yo)f( y)

si para cada ¢ > 0 existe un § > 0 tal que

|f(x,y) — L| < ¢ siempre que 0 < v/(x — x0)? + (y — yo)? < 6.

La definicién del limite de una funcién en dos variables es similar a la definicidn del limite de
una funcién en una sola variable, pero existe una diferencia importante: en el caso de una funcién
de dos variables, la expresion (x, y) — (xo, yo) significa que el punto puede aproximarse al punto
por cualquier direccion.

Calculo de limites:

e Limites iterados:

Si los limites iterados lim ( lim f(x, y)) y lim ( lim f(x, y)) existen y son distintos,
y—)yo X—Xy

X—Xo \Y—Yo

entonces, el limite ~ lim  f(x, y) no existe.
(2, y)—(x0, o)

* Limites direccionales:
Si el valor de lim  f(x,y) no es lo mismo para todas las trayectorias, entonces no

(x,y)—(x0.Y0)
existe el limite. Si las trayectorias que utilizamos son las rectas que pasan por (xg, Yo), al

limite correspondiente le llamamos direccional.
* Limites por coordenadas polares:
Utilizar las coordenadas polares (x = r cos ¢, y = rseng):
El limite lim  f(x,y) existe si el limite correspondiente rll_)n’rlo f(r cos g, rseng) no

(x,y)—(x0,Y0)

depende de ¢.
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5 Funciones de dos o mas variables

Ejemplo

X% — g
Halla el limite  lim -3
(x,y)—(0,0) X“ + Yy

1. Por limites iterados:

2 _ .2 xZ_O
x—0 \y—0 x° +y x—=0\x*+0

2 .2 0 — 12
lim lim% = lim y =-1
y—0 \x—0 x2 +y y—0\ 0+ y?

Como limites iterados existen y son distintos, entonces, el limite lim fx,y)
(,y)—(x0,Yo)

no existe.

2. Por limites direccionales:

x?2 —(mx)? 1-m?

-yt B
x—0 x2 + (mx)2 1+ m?

lim —— =
(x,y)—(0,0) X“ + Yy
Como el limite depende de la trayectoria, dicho limite no existe.

3. Por coordinadas polares:

X =rcoso,
2 _ .2 2
. X -y = rsen¢ . —r“cos(2¢)
N im — = ?2/+ 2_ 2 = hin ———— = —cos(2¢).
,y)—)(0,0) xX¢ + y X Yy r, r—0 r

x? - y* = —r? cos(2¢)

2 2

. . X .
Como el limite depende de ¢, entonces,  lim z—yz no existe.
(x,y)—(0,0) X* + vy

Definicion: Continuidad

Una funcién z = f(x, y) es continua en un punto (xo, 7o) si

lim  f(x,y) = f(x0, Yo)-

(x,y)—(x0,Y0)

Si k es un nimero real y f'y g son dos funciones continuas en (xy, yo), entonces las funciones
siguientes son continuas en (xo, Yo ):

1. Multiplo escalar: kf; 3. Producto: fg;
2. Suma y diferencia: f +g; 4. Cociente; f /g, si g(xo, yo) # 0.
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5 Funciones de dos o mas variables
Ejemplo

-2
1. fx,y) = ::ZT;Z es discontinua en (0, 0);

2
y—x

2. flx,y) = es discontinua en los puntos (a?, ).

2

5.2 Derivacion parcial

Definicion: Derivadas Parciales

Siz = f(x,y), las primeras derivadas parciales de f con respeto a x e y son las funciones
fx y fy definidas por

flx+Ax,y) - f(x,y)
0

fle,y+Ay) - fx,y)
Ax ’

Ay

ﬁmw=£§ , @mw=£g

siempre y cuando el limite existe.

La notacién que se utiliza es

) = FlGe9) = S (e )

Esta definicién indica que si z = f(x, y) entonces para hallar f, se considera y constante y se
deriva con respecto a x. De manera similar, para calcular f, se considera x constante y se deriva
con respecto a y.

Ejemplo

Halla las primeras derivadas parciales de la funcién f(x,y) = xe*y,

Si se considera y como constante y se deriva con respecto a x se obtiene
frlx,y) = eV 4+ xe*Y (2xy) = X'y (1+ 2x%y)

Si se considera x constante y se deriva con respecto a y obtenemos

fylx,y) = xe*V - (x?) = xPe*Y

Informalmente, los valores fx y f; en (xo, yo, f(x0, Yo)) denotan las pendientes de la superficie en
las direcciones de x y y, respectivamente.
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5 Funciones de dos o mas variables

Definicion: Derivadas parciales de orden superior

Las derivadas de orden superior se denotan por el orden al que se hace la derivacién. Por
ejemplo, la funcidn tiene las siguientes derivadas parciales de segundo orden:

1. Derivar dos veces con respecto a x:

d (0f\ _ 0*f _ f

ox \ox|  ox*
2. Derivar dos veces con respecto a y:

d (of\ 9°f f

ay\ay) — ay* %

3. Derivar primero con respecto a x y luego con respecto a y:

o (%) 21

oy \ 0x - 0xdy = fry

4. Derivar primero con respecto a y y luego con respecto a x:

d (0f\ _ 9*f _
dx (6_y) © dyox Fux

Los casos tercero y cuarto se llaman derivadas parciales mixtas (cruzadas).

Teorema de Schwarz

Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables. Si existen las primeras y segundas derivadas
parciales, y ademds f,, es continua en una regién abierta D entonces se cumple que en
dicha region se da la igualdad de las derivadas cruzadas de segundo orden:

fxy(x’ y) = fyx(x, y) V(x, y) € D.

El teorema de Schwarz también se aplica a una funcién de tres o més variables siempre y cuando
las derivadas parciales de segundo orden sean continuas.

En funciones de dos variables f(x, y), ni de la continuidad de esa funcién en un punto se deduce
la existencia de las derivadas parciales, ni de la existencia de las derivadas parciales se deduce la
continuidad en el punto.
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5 Funciones de dos o mas variables

Definicion: Diferenciabilidad

Sea z = f(x,y) una funcién definida y acotada en un dominio D al cua pertenece el punto
(x0, o) y que tiene derivadas parciales en dicho punto. Se dice que f es diferenciable en
(%0, Yo) si el incremento total

Af = f(xo + Ax, yo + Ay) — f(x0, Yo)

correspondiente a los incrementos arbitrarios de Ax y Ay se puede expresar como

Af = fx(xo’ yO)Ax + fy(xo, yO)Ay + E(Axa Ay) (Ax)z + (Ay)z
liend li Ax, Ay) = 0.
cumpliendo que (Ax,A;l;r)z(o,o) e(Ax, Ay)

A la parte lineal en Ax y Ay se le llama diferencial de f(x,y) en el punto (xg, 7o) y se
denota:

df = fxdx + fydy.

Ejemplo
Halla la diferencial total de la funcién f(x,y) = 2xsen(y) — 3x*y*.

df = fydx + fydy = (2seny — 6xy*)dx + (2x cos y — 6x°y)dy.

Teorema Condiciones de diferenciabilidad

» Condicion necesaria: Sl la funcién f(x, y) es diferenciable en (xo, yo), entonces es
continua en el punto (xy, o).

* Condicion suficiente: Si la funcién f(x,y) y las dos derivadas parciales primeras
son continuas en un entorno del punto (xy, 7o) entonces la funcién f es diferenciable
en dicho punto.

Ejemplo

Estudia la continuidad y la diferenciabilidad en el origen de la siguiente funcién y, en su
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5 Funciones de dos o mas variables

caso, halla su diferencial en ese punto

xy
P — (X, y) * (O’ O),
flxy) = VX2 +y°
0, (x,y) = (0,0).

1. Continuidad:

X=rcosg| .. r? cos pseng
r—0

=0 = f(0,0), entonces la
y = rseng 1.0

. Xy
lim —_— =
(x,4)—(0,0) /2 + y2

funcién f(x,y) es continua en el punto (0, 0).

2. Diferenciabilidad (por la condicién suficiente):

f ~ y x2 + y2 _ xzy(xz + yZ)—l/z ~ xzy + yg _ xzy _ y3
x - x2 + 12 - (x2 + y2)3/2 - (x2 + y2)3/2
3 3can3
. _ Yy _|x=rcose| _ rsen’p g
(x,yl)lir}(o,o) (24232 [y =rsenp | r50 3 Sene-

El limite depende de la direccion, entonces no existe. La funcion fi(x,y) no es
continua en el punto (0, 0), entonces f(x, y) no es diferenciable en dicho punto.

5.3 Derivadas de funciones compuestas e implicitas

Teorema : Regla de la cadena

Sea w = f(x,y) donde f es una funcién diferenciable de x e y.

1. Six =g(t), y = h(t), donde g y h son funciones derivables de t, entonces

dw ﬁwd_x 6w@

ar T Gxdr By dr

2. Six =g(s,t), y = h(s, t), donde g y h son funciones diferenciables, entonces

ow _dwix dwdy  dw _owdx  owdy

D5 oxds Oy ds ot ox ot oy o

[ w )

dw oA dw

ox / N8y
a e My
a /N os a | N\ os
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5 Funciones de dos o mas variables

Ejemplo

Sea z = 2xy, con x = s> + t* e y = s/t. Halla z;, z,.
S 2 9 1 s?
Zs = Zx t Xs + 2y Ys = 2; - (2s) +2(s“+1t%)- " =6?+2t.

N—— N——
Xs zZy=2x
Zx=2y Ys

_ _ 55 2, 42 S _ as”
Zt = Zx Xt 2y Yp = 2; - (2t) +2(s +t)-(—t—2)—23— R

N——" N——
Xt zy=2x
Zx=2Y - Yr

d
Sea F(x,y) = 0 con y definida implicitamente en funcién de x. Halla d—y
X

Se considera la funcioén z = F(x, y(x)), se puede aplicar la regla de la cadena:

dz _F dx+F dy
dx  Ydx T Ydx’

Como z = F(x,y) = 0, se sabe que dz/dx = 0y se tiene

d
Si Fy # 0, se puede concluir que d—y =—-—.
x

Teorema : Derivacion implicita

* Silaecuacion F(x, y) define a y implicitamente como funcién derivable de x, entonces

@ _ _Fx(x9 y)
dx Fy(x,y)’

Fy(x,y) # 0.

* Silaecuacién F(x, y, z) define a z implicitamente como funcién diferenciable de x e
y, entonces

0z F(x,y,z) 0z Fy(x,y,2)

= - , ==X E(xy,2) #0.
Ox F.(x,y,2) oy F.(x,y,2) 2(%,4,2)
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5 Funciones de dos o mds variables
Ejemplo
Halla las primeras derivadas parciales de z por derivacién implicita de la ecuacién x* + y* +
=1
Definimos F(x, y, z) = x* + y* + z* — 1 = 0. Las derivadas parciales se escriben

Fy = 2x, Fy = 2y, F, = 2z, entonces

9z  Felxyz)  2x  x 0z  Fyxyz 2y oy

B

dx  F(xyz2) 22 2z 9y Fxyz) 2  z

5.4 Derivadas direccionales y gradiente

Definicion: Derivada direccional

Si f(x,y) es una funcién diferenciable en (xo, yo) entonces la derivada direccional de f
en la direccion del vector unitario @ = (cos ¢, seng) es

Dy f(x0,Y0) = fx(x0, Yo) cos ¢ + f,(xo, yo)seng

Observa que la derivada direccional se puede interpretar como la pendiente de la superficie en el
punto (xo, Yo, f(x0, o)) en la direccién del vector unitario .

Ejemplo

Halla la derivada direccional de f(x,y) = x*sen(2y) en (1, 7/2) en la direccién © = (3, —4).
Como fy y fy son continuas, f es diferenciable.
Calculamos un vector unitario en la direccién o:
0 (3 4)
a=—=|=,—=|
ol \5" 5

Usando este vector unitario, se tiene

Do f(x,y) = (2xsen(2y))(cosg) + (2x cos(2y))(senp)

D, f(1, g) = (2senr) (g) + (2cos ) (—%) =0 (g) -2 (_g) = 2

70



5 Funciones de dos o mas variables

Definicion: Gradiente

Sea f(x,y) una funcién de dos variables, se define
el gradiente de f en el punto (xo, yo) como el vector | Maximo
(en el plano xy): \ incremento

(x. y, flx, )
fx(x05 yo)) . .
V f (xo, = = X0, Yo )1 + X0, .
f(x0, o) (fy(xo,yo) fx(x0, yo)i + fy(x0, Yo)j ’
V£ se lee como "nabla f". Otra notacién para el VK P il",‘ .
gradiente es grad f(x, y). P U,,ﬁ/\f;l \r\L B

Observa que la derivada direccional de f(x,y) en la / 1
direccién del vector unitario # se puede escribir como

Dyf(x,y) = Vf(x,y) - .

Teorema Propiedades del gradiente

Sea f una funcién diferenciable en el punto (xo, yo).
Se cumplen las siguientes propiedades:

* Si el gradiente de f en (xo, ), es el vector
nulo entonces la derivada direccional de f en
cualquier direccién es cero.

* La direcciéon de méaximo crecimiento de f
viene dada por V f(x, y). El valor maximo de
la derivada direccional es ||V f(x,y)||. (Una
vez que se abandona ese punto, la direccidn de
mdaximo incremento puede cambiar).

* Ladireccion de minimo crecimiento de f viene
dada por -V f(x,y). El valor maximo de la
derivada direccional es —||V f(x, y)||.

* El vector gradiente es normal a las curvas de

g
g,
‘\ Po (Xo, Yo, Zo)

nivel.

Ejemplo

Dada la superficie F(x, y) = 4x* — y. Halla V f(x, y) en el punto P(2, 10).
Fy(x,y) = 8x, Fy(x,y) = —1. El gradiente de f en el punto P es Vf(2,10) = (16, -1).
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5 Funciones de dos o mas variables

5.5 Aplicaciones de las derivadas parciales

Definicion: Plano tangente y recta normal

Sea F diferenciable en un punto P(x, yo, z9) de la superficie S dada por F(x,y, z) = 0 tal
que VF(xo, Yo, z0) # 0.

1. Al plano que pasa por Py es normal a VF(xy, yo, 29) se le llama plano tangente a S
en P:

Fy(x0, Yo, 20)(x = X0) + Fy(x0, Yo, 20)(y — Yo) + Fz(x0, Yo, 20)(z — 2) = 0.
2. A la recta que pasa por Py tiene la direccién de VF(xy, yo, zo) se le llama recta
normal a S en P:

X — Xo _ Yy—1 _ Z—2
Fy(x0,Y0,20)  Fy(x0,y0,20)  Fz(x0, Yo, z0)

Ejemplo

Halla una ecuacién del plano tangente y de la recta
normal al hiperboloide

22 —2x* -2yt =12

_ Superficie:
en el.punto P(1,-1,4). ) ) ) . 2_22-27 1220
Considerando F(x, y, z) = z°—2x“ —2y“ — 12, se tiene
Fi(x,y,2) = —4x
Fy(x,y,2) = -4y, 6k
F,(x,y,2) = 2z. ¢

S 5
En el punto P(1,-1,4) I:/
r

VF(1,-1,4) = (4,4, 8) /
Por tanto, una ecuacién del plano tangente en P es F1-1,4 7 B
—4x-1)+4y+1)+8(z—4)=0

x—-y—-2z+6=0 = .
La recta normal viene dada por

x—-1 y+1 z-4
-4 4 8
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5 Funciones de dos o mas variables

Definicion: Extremos absolutos

Considérese la funcion continua f(x, y) de dos variables, definida en una regién acotada
cerrada (que contiene todos sus puntos frontera) R. Los valores f(a,b) y f(c, d) tales que

f(a,b) < flx.y) < flc.d)

para todo (x, y) en R se conocen como el minimo y maximo de f en la regién R.

Teorema de valor extremo

Sea f una funcién continua de dos variables x e y definida en una regién acotada cerrada R
en el plano xy.

1. Existe por lo menos un punto en R, en el que f toma un valor minimo.

2. Existe por lo menos un punto en R, en el que f toma un valor maximo.

A un minimo también se le llama un minimo absoluto y a un mdximo también se le llama un
maximo absoluto. Como en el cdlculo de una variable, se hace una distincion entre extremos
absolutos y extremos relativos.

Definicion: Extremos relativos

Sea f una funcién definida en una region R que contiene (xg, 1o)-

1. La funcién tiene un minimo relativo en
(XO, yo) si

f(x0.10) < flx, 1)

para todo (x, y) en un disco abierto que
contiene (xy, yo).

2. La funcién tiene un maximo relativo
en (xg, yo) si

f(xo.90) = fx,y)

para todo (x, y) en un disco abierto que
contiene (xy, o).

Maximos relativos

Maximo absoluto

Para localizar los extremos relativos de f, se pueden investigar los puntos en los que el gradiente
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5 Funciones de dos o mas variables

de f es 0 o los puntos en los cuales una de las derivadas parciales no existan. Tales puntos se
llaman puntos criticos de f.

Teorema : Calculo de extremos relativos

Sea f(x, y) una funcién. Para buscar los extremos relativos de f:

1. Calcular de los puntos criticos como solucién del sistema

{ fe(x,y) =0,
fb(x’y): 0.

2. En cada punto critico (a, b) hallar el hessiano

fxx(a,b) f;y(a’b)

IH| = fyx(a,b)  fyy(a,b)

3. Estudiar el determinante de la matriz hessiana |H|:
* Si|H| > 0y fxx(a,b) > 0, entonces (a, b) es punto de minimo relativo;
* Si|H| > 0y fxx(a,b) < 0, entonces (a, b) es punto de maximo relativo;
* Si |[H| < 0, entonces (a, b) es punto silla;

* Si |H| = 0, el criterio no lleva a ninguna conclusion.

Punto silla

Pringles es un ejemplo de paraboloide hiperbélico

Con el criterio de las segundas derivadas parciales pueden no hallarse los extremos relativos por
dos razones:

1. Si alguna de las primeras derivadas parciales no existe, no se puede aplicar el criterio.
2. Si el determinante de la matriz hessiana |H| = 0 el criterio no es concluyente.

En tales casos, se pueden tratar de hallar los extremos mediante la grafica o mediante algtn otro
método.
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Ejemplo

Identifica los extremos relativos de f(x,y) = —x> + 4xy2y* + 1.

1. Puntos criticos: Las primeras derivadas parciales existen para todo (x, y), entonces
los puntos criticos son aquellos en los que ambas derivadas parciales de primer orden
son O:

fro=-3x*+4y =0,
fy=4x—-4y=0.
Los puntos criticos son P;(0,0) y P»(4/3, 4/3).

2. Hessiano:
—6Xx

4
H| = = 25x — 16.
|H| ’4 _4‘ 5x — 16

En el punto P;(0,0) |H| = 0 — 16— < 0, entonces P; es un punto silla.

En el punto P,(4/3,4/3) |H| = —8(—4)—16 = 16 > 0,y como f,(4/3,4/3) = -8 <0,
se concluye que f tiene un maximo relativo en el punto P,.

Ejemplo

Identifica los extremos relativos de f(x,y) = x*y°.

1. Puntos criticos: Las primeras derivadas parciales existen para todo (x, y), entonces
los puntos criticos son aquellos en los que ambas derivadas parciales de primer orden

son O:
fx = —2xy2 =0,
fy = 2x%y = 0.

Se sabe que ambas derivadas parciales son igual a 0 si x = 0 o y = 0. Es decir, todo
punto del eje x o del eje y es un punto critico.

2. Hessiano:

2y*  dxy 2.2 22 22
H| = =4 - 16 =-12 .
H| sy 2| T XY 1%y Xy
En los puntos criticos |[H| = 0. Por tanto, el criterio de las segundas derivadas

parciales no es concluyente, no funciona. Sin embargo, como f(x,y) = 0 para todo
punto en los ejes x 0y, y f(x,y) > 0 en todos los otros puntos, se puede concluir que
cada uno de estos puntos criticos son un minimo absoluto.
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5.6 Ejercicios propuestos

5.1: Representa graficamente el dominio de las funciones siguientes:

2) fley)=V1-x-y% B fery) = Vi—xZ+1-y2

b) f(x,y) =In(x* + Yx? + y?); g) f(x,y) = arcsen (g) + \/XU;
X
c) flx,y) = arcsen— S hy f(xy) = zi;g_yl;

d) flx,y)=1++-(x-y)% | »
e) f(x,y) = x + arccosy; D flxy) = \fm

5.2: Representa las curvas de nivel de las funciones

a) f(x,y) = Vxy d) f(x,y) =In(1 - x* - %)
b) f(x,y):x2+4y2+1;

/ 2y
c) f(xvy)zﬁyz; e) flx.y) = m

5.3: La temperatura T (en grados Celsius) en cualquier punto (x, y) de una placa circular de
acero de 10 metros de radio es

T = 600 — 0.75x* — 0.751%,
donde x e y se miden en metros. Dibujar algunas de las curvas isotermas.

5.4: El potencial eléctrico V en cualquier punto (x, y) es

5
V25 + x? +y2.

Dibujar las curvas equipotenciales de V =1/2,V =1/3yV = 1/4.

Vix,y) =

5.5: Halla f(x,y), si
a) fix+y,x—y) =ylx+y); b) f(xy,y/x) = x* —1°.

5.6: Halla los limites siguientes:

. 252 2 _ .2)\2
a) lim z—yz; b) lim i ;
(x,9)—(0,0) X% + y (x.9)—(0.0) \ x? + 12
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. x+y . 2, .2\,
1 : e) lim cos(x®+ y°);
(g o(0.0) X2 + y (x.4)—(0,0)

senyxZ + y? In (1 + /X% + yz)
d lm —; f)  lim ;
(x.y)=00.0)  /x2 + 12 (x,y)—(0,0) Vx? +y?

c)

5.7: Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

cos(x? + y?) )

a) f(x,y)=e"; _
d) f(x7y)_l_ x2+y2

- 2 1 42

b flry)=lnvx® +y5% &) f(x.y) = cos Yy~ 1
1 _ sen(x? + y?)
c) f(x,y)—m, f)f(x’y)_xz—-i-yz
5.8: Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
1 sen(x? — y?)
a) f(x,y,2)=—; —_—— 2 2,
V¥ +y? 2 o fry={ -y 7Y
senz 1, xt =y
b b b = —;
) feys) =
5.9: Analiza la continuidad de la funcién compuesta f o g, si
a) f(t) =1* g(x,y) = 2x - 3y;
1
b f)= . 9(xy) = x4yt
5.10: Halla las derivadas parciales del primer orden:

— X . — 2 .

2) flxy)= e tany; O fley =+ 5
Yy
b) f(x,y) = arctan ot e) f(x,y) =x+y*+In(x +y%);
x

) flx,y) = xvx? +y?; B f(x,y) = Intan v

5.11: Halla fy y f; enel punto P(2,1),si f =[xy + X
Yy

5.12: Halla f, f; y f; dela funcién f(x,y, z) = In(xy + z) en el punto P(1, 2,0).

0 0
5.13: Muestra que Z y—z =2,si z = In(x* + xy + y%).
ox 0y
ou Ou 0 -
5.14: Muestraque—u + s + 2 1,siu=x+ X y'
ox 0y 0z y—z
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5.15:

5.16:

5.17:

5.18:

5.19:

5.20:

5.21:

5.22:

5 Funciones de dos o mas variables

Muestra que fy, = fzx Y fxzz = fexz = fzzx para la funcion dada por f(x,y,z) =
ye* +xInz.

9%z x+y

Halla ——, si z = arctan

0xdy 1-xy

Estudia la continuidad y la diferenciabilidad en el origen de las siguientes funciones, y, en
su caso, halla su diferencial en ese punto:

Xy x3_x3
S o (xay)i(oyo)’ —y y * 0,0
W fley) = ¥y b fooy =] wrg o CYTO0
0, (x,y) = (0,0); 0, (x,y) = (0,0).
du
Halla —, si
a adt si
a) u =x2+y2,x=2t,y= 3t; d) u :arctanf,szcost,y:Rsent;
)
y ) z Rcost, y = Rsent
—1nd _ . e) u = ———, x = Rcost, y = Rsent,
b)u—lnx,x—cost,y—sent, W
z=H;
¢) u=y",x =cost,y = sent; ) u=xY,x=ty= ).

Halla f, y f, para una funcién f(u,v), si

a) u=xy,v=x/y; b) u=x*-1y?v=e".

0z 0z
Halla — y —, si
aaasyat si
a) z=x*+y*conx=s+tey=s—t;
b) z=x*—y*conx=e‘ey=e;

x
C) z = arctan —, con x = ssent € y = $cost.

ow Oow
Halla — y —, si
s Y o™

a) w=axyzconx =s+ty=s—tyz=st:
b) w=ze¥Yconx=s—t,y=s+tyz=st

z,y:tzyz:t;

c) w=ze¥Yconx=s
d) w=x%% cos(3z) con x = cost,y =In(t +2),z = s.

Sea z = f(x,y) y tomamos u y v como nuevas variablesconx =uyy =uv
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5.23:

5.24:

5.25:

5.26:

5.27:

5.28:

5.29:
5.30:
5.31:

5 Funciones de dos o mas variables

0z 0
a) Halla las derivadas parciales il y —Z;
ou” Ov
b) Utiliza el apartado (a) para hallar la expresion de la ecuacién

en las variables u y v.

0
Sea u = x*y + y’z° + p(x/y) donde x = 1 + rse’, y = rs’e”", z = r’ssent. Calcula a_u
s

cuando r = 2, s = 1, t = 0 sabiendo que ¢’(3/2) = —1.

0z 0
Calcula a—z y 6_2 en las superficies definidas de forma implicita:

X Y
a) xy* +2° + sen(xyz) = 0; ¢) 3x%z — x%y? + 2% = 0;
b) xy—x+2z+e** -2=0; d) e +xy=0.

Halla la derivada direccional de la funcién f(x, y) en el punto P en la direccion u:
a) f(x,y) = 3x* — 2y%, P(-3/4,0), @ = (3/4,1);
b) f(x,y) = xy, P(0,-2), & = (~1,0);
c) flx,y) = 2x% — 3y2, P(1,0), @ - direccién que forma con el eje Ox un dngulo de 120°;
d) f(x,y)=In \/m , P(1,1), @ - direccion de la bisectriz del primer cuadrante.

Halla el gradiente de la funcién f en el punto P:

a) f(x,y) = 4x* -y, P(2,10); d) f(x,y,2) = xyz, P(1,2,3);
b) f(x,y) = Vx* — 4% P(5,3); e) f(x,y,z) = arctan(xy/z%), P(0, 1, 2);
¢) f(x,y)=yx", P(2,1); ) flx,y,2) = In(x? + y2 +2%), P(1,2,1);

Halla el gradiente y la derivada direccional de la funcién f(x, y) = x arctan Xenel punto
(1; 1) con la direccién (1;1). Y
Resuelve la ecuacion Vf = 0, si
a) f=22+x*+2y° + xy +3x — 2y — 62 + 1;
b) f=x+1y°+2° - 3xyz.
Halla el plano tangente al paraboloide z = 10 — x* — 2y* en el punto P(1, 2, 1).
Halla la recta normal a la superficie dada por xyz = 12 en el punto P(2, 2, 3).

Halla los puntos de la superficie donde el plano tangente es horizontal:
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5.32:

5.33:

5.34:

5.35:

5.36:

5.37:

5.38:

5 Funciones de dos o mas variables
a) z=3-x*—y* +6y; b) z = 5xy.

Sea f(x,y) = x* — 2xy + y*. Halla el plano tangente a la superficie z* — f(x,y) =
8 con (x,y) = (1, 1).

La superficie S de ecuacion e** + xy — yz — 1 = 0 define a z como funcién implicita de x e
y. Dado el punto P(0, 1, 0). Se pide:

a) El gradiente de z en el punto P;
b) La derivada direccional de z en P en la direccién o = 7 /3;
c¢) El plano tangente a z en P.

Una funcién z = f(x,y) diferenciable tiene en el punto P(1, 2, —2) el plano tangente de
ecuaciéon 2x + 3y + 4z = 0. A partir de estos datos, calcula la derivada direccional de
z = f(x,y) en la direccién del vector % (1, 1).

Sea la funcién z = f(x,y) = 2xy + x°. Halla el punto P(xo, yo, zo) de la superficie z cuyo
plano tangente es paralelo al plano z = x + y.

Sea la superficie z = f(x, y) definida implicitamente por x* + y* — e* + 1 = 0.
a) Halla los planos tangentes a la superficie en el punto P de corte con larectax = y = 2;
b) Halla Vf y la diferencial dz en el punto P;
c) Comprueba que la funcién z = f(x, y) tiene un minimo en (0, 0).

Halla y clasifica todos los puntos criticos de las funciones:

a) f(x,y)=x>—6xy+3y* - 1; e) f(x,y)=x*+2xy +y* + 2x;
(2.2
b) fx,y) = —xye X2 f) fx.y) =x*+1° - 3x — 12y + 20;
1 1
c) f(x,y)=xy+;+§; g) f(x,y) = x>+ 3xy? — 39x — 36y + 26;
d) f(x,y) = x* - 2xy + y%; h) f(x,y) = x* +y* = 2(x — y)*

Determina los extremos relativos de z = f(x, y) en funcién del valor del parametro k:

a) z= fx,y) = x* — 2kx? — 4 +3; c) z= f(x,y) = x* + 4xy + ky’.
b) z:f(x’y):x2+kxy+y2;

80



6 Soluciones

6 Soluciones

Conjunto de numeros

1.1:  a) (-1,1); d) (=00,7/3) U (5, »);
b) (“‘38”,“+38b ); &) (~o0,~5) U (=7/2,~2) U (-2, c0)
¢) (—00,=3] U [3, ); f) (—co,—4] U [-2/3,4/3).

1.2: |22 +1] < ||+ [1]=4+1=5,
|22+ 8| >8—|z*| =8—4=4,
|22 +1] > |24 - 1] =4-1=3,
|22 +8| <8+ |z} =8+4=12,

1.3: a) (2+3)°=8+3-2%+3-2i* +i° =2+ 114
3+ 340 8+6i

= = = 0.8 + 0.6i;
(1+i)(1-2i) 3-i 9+1

c) Y 8V2 — 8V2i = (/16 (cos (—%) + isen (—%)) =

b)

k k .
2 lcos = Z + 25 ) 4 isen (-2 + ZE)|, k=o0,...3., 0 bien 2¢7i7/16 (VP);
16 2 16 2

d) log(1 + i) = log(V2e™/*) = log V2 + ir /4 (VP);
e) 1+iV3 =273 1—i=+2e""/% luego
(1+iV3)¢ 207!
(1-1i)* (\/5)46—1'”
D i+(-1)+(-i)+1=0;

= —16;

g) i+ (i) =05
h) 8e '7/* = 42 — 4V2i;
) 97 3im/2 _ _o7;

1.4:
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1.5:

1.6:

1.7:

1.8:

1.9:

1.10:

1.11:

1.12:

a) rectay = —x;

b) anillo con el centro en (0, —2) entre ra-
dios 1y 2;

¢) semiplano y > 0;

d) circulo con el radio R = 2 y el centro

a) z=0,z = +3i;
b) z:—1+\/§,z=l—\/§,z:ii;
c) z=bi, beR;

a) z=7/6+5/6i;
a) (—\/5,1)2257:/6;
1—-1i
b) —— =—i=(0,-1) = 1_,5;
) 1+ i=( ) /2

2 3 .
0 (2-3i)'= (E E) =13 /2

arctan 3/2°

6 Soluciones

enz=1-2i;

e) circunferencia con el centro en el ori-
gen y el radio 3;

f) circunferencia con el centro en (3,0) y
el radio 3.

b) no tiene soluciones.

-7/2 .
-r/4’

d) =(1/16,1/16) = 2

8+8i
e) (190) = 10’

f) (-V3/2,1/2) = L5y /6.

Por un lado, V1 +i = 2141718 Por otro lado, V1+i =A+Bi, A==+

V2-1

2

B 2—-1
Entonces, tan (z) =—= V2 =V2-1.
8/ A V2 +1

cos(2x) + isen(2x) = (cos x + isenx)? = cos x — sen’x + 2i cos xsenx

Igualando partes reales y partes imaginarias entre si obtenemos que

2 x —sen’x y sen(2x) = 2 cos xsenx.

cos(2x) = cos
Por un lado: (e + e77%)® = (2 cos 0)® = 8 cos’ 6.
Por otro lado: (e'? + e719)% = €39 4 3¢9 4+ 36719 4 ¢7310 = 2¢05360 + 6 cos 6.
a) z+w=(@+c)—-(b+d)i=z+w;
b) z+z=(a+a)+(b-D)i=2a€cR,;
¢) zw = (ac — bd) + (ad + bc)i = (ac — bd) — (ad + be)i = Z - w.

a) zxp = ' CkHVTS =0, 4
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2.4:

6 Soluciones

b) zi = 2¢O = 0,1, 2;
C) Zk = %ei(3k+2)ﬂ/6’ k — O, o 3
113: z=-1-1i.
1.14: z = ? + gl’, eiz = e—§+§i’ |ei2| = e_g‘
1.15: (1+iV3)" - (1-iV3)" = 2"*lisen(nrr/3) = 0, si sen(nrr/3) = 0. Luego n = 3k, k € Z.
1.16: x> —V3x+3 =0.
1.17: 15 — 15i.
V2o, N2
2+‘/§(7+71) 34
L18: z = 1 =T =1+
—i 3
1.19: z =5/4 + 3i.
1.20: x* — 4x + 20 = 0.

Funciones reales de una variable real

2.1: a) R; o {x eR"x#1}; e) R—{nr, neZ}.
b) (=00, 1) U (2, +o0); d) (0,1) U (1, »);
2.2: a) dominio: R — {x/6 + 27k,57/6 + 27k}, k € Z, imagen: (—oo0, —2/3] U [2, 0);

b) dominio
¢) dominio
d) dominio

e) dominio

: R —{2+ 4k}, k € Z, imagen: (—co, —1] U [1, o0);
: R — {+2}, imagen: (0, 00);
: R, imagen: (—o0,0) U [1, co];

: [-4, 00), imagen: [0, co);

2.3: f71(26) = {-5,5}.

2.5:

Figure 6.1: (a)

a) dominio

s 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

Figure 6.2: (b) Figure 6.3: (c)

: R, imagen: [—1;1]; sim: cos((—x)?) = cos(x?);
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b) dominio: R, imagen: [0;1]; sim: cos®(—x) = cos?(x);
¢) dominio: R, imagen: [0;1]; sim: cos?((—=x)?) = cos?(x?);
d) dominio: [0; o0), imagen: [0; o0); no hay simetrias por el dominio.

2.6: f(g9(x)) = e2log VX = glogx — 4 g(f(x)) = log\/eE =loge* = x.

2.7: f(f(x) = [a - ((a - x")l/")"] g at =

2.8: a) por equivalencias: 1; d) 1/3; g 3
b) por equivalencias: 1; €) —%; h) —-4;
c) por equivalencias: 1/8; f) 1; i) el

log(1 + x?) i log(1+x%) 3
—_— = lIm .

2.9: a) lim =1-1=1;
) x—0  sendx x—0 x3 sen3x
1-x2-1-x? -1 1
b) lim = lim =——

x—0 2X2 (\/l—x2+\/1+x2) x—0 \/1—X2+\/1 +x2 2

V4x? +5x + 8 o V4t2 -5t + 8 . V4 —5¢71 4872
— = lim ————— = lim =

¢) lim im =1l
x——c0 4x + 5 t500  —4t +5 t500  —4 + 5471
sen|x )
d) lim %] no existe;
x—0 X
X — esenx eX—senx _ 1 esenx 1 1
e) lim — = ( ). =1-2=_,
x—0 2(x —senx) x—0 2(x — senx) 2 2 2
2.10: a) a=1/3; c) a=-1;
b) no existe, €; d) a=3/2

2.11: a) continuaen R;
b) continua en R;

¢) continua en [—1/2, co];

d) discontinuidad no evitable en x = 1, discontinuidad evitable en x = 0;

6 Soluciones

1

2

’

e) discontinuidad no evitable en x = —6, discontinuidad evitable en x = 6;

f) discontinua en x = 7wk, k € Z.
1 —
2.12: lim — % _ im ™ _ & de donde k = 1/2.

x—0 x2 x—0 X

2.13: Es discontinua en cada punto entero.

2.14: Por el teorema de Darboux.
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2.15

2.16:

2.17

2.18:

2.19:

2.20:

6 Soluciones

4
: V(r) = gﬂ'l"g - continua en [a, b]. V(5) = 523.6, V(8) = 2144.7 Por el teorema de Darboux,
si V(5) < 1500 < V(8)), entonces dc € (5, 8) : V(c) = 1500.

a) Parala continuidad: f(-1%) = f(-1)y f(17) = f(1), es decir,a — b = —1.

Para la derivabilidad: f'(-1") = f'(-1)y f’(17) = f’(1): 2a = 1, de donde a = 1/2,
b=3/2.

b) Para la continuidad: f(c) = f(c*): ¢* = ac + b.
Para la derivabilidad: f’(c) = f’(c"): 2c = a, de donde a = 2¢, b = —c*.

: f(x) es continua en todo R y es derivable Vx € R — {-2, 2}.

4 4
=——,1-y=——. Luego, xy’ = al =y(1-y).
(x + 4)2 x+4 (x + 4)?

’

senx : senx
a) Iny =senxInx, y’'/y = cosxInx + — y’ = x* (cosxlnx + T)

1
b) Iny = (Inx) - (Inx), y’ = x»* (Zﬂ);
X

¢) ny=x"'Inx,y = Vx (~xInx +x"'x-1) = x"/*4(1 = Inx).

S ;

1
a) y' = -(3x%) 7 - (6x) =
5 5vV81x3

1
b) Iny = (3x — 4)In5, luego ~y’ = 3In5,y’ =3In5-5*7%;
Y

) 2x +7
c =—
Y= X
, X =1 4x(x®—1)-3x%-2x° 2402 =T)(x*+2) -(x*+2)
d)y_ 22 : 3_1)2 - 3 ¢ - (3_1)9
X (x 26x(x3 = 1) x(x
&)y’ 2senxcosx  sen(2x) 2cosx 5 cot
y sen?x sen’x senx
1 4 1+ 2
f) (derivacion logaritmica): Iny = 3 (In(1 + sen2x) — In(1 — sen2x)),y" = 3 cos(2x) ,SZ = 2222223;
)y’ ! (1 + (1 + ! ))
gy = : ;
24/x + Vx +x 2yx + Vx 2Vx
1/2x7 12 4 2
h) y' = -1In(vVx + 2x) » ——;
)y (Vax + 2x) i
i) y' =—6 3x%) + .
i)y xsen(3x”) cos2(7x)
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6 Soluciones

—4
2.21: ———
a) (ex _ e—x)Z ’
b) cosx +xIn XSEnx

x cos? x

) 6x° +6°In6;

d) e;

e) e*(senx + cosx) + x”~(p cos x — xsenx);

f) —4cosec(2x) cot 2x = sec” x — cosec’x;

x6
g) — (6lnx +1);
Ina

h) (2 + cosx)* (ln(2 + cosx) — %);
) x*2°(Inx1In2 + 1/x)
X+y _ ax cosx
222w i > efij; b ot
,_ T2y o _ 2y =4y -6y,
223: y' = x2+3y2,y(0)=0;y = 43 , Yy’ (0) = -2/3.

2.24: ¢ = 3x% — 4 = 8, de donde x = +2, entonces, los puntos son (-2, 0) y (2, 0).

—8x 35

2.25: ¢ = , de donde x = —.
2V36 — 4x2 = -1 5
2.26: P(2,1). Rectas tangentes: a f(x): y —1 = —1/2(x — 2); a g(x): y — 1 = 2(x — 2), son
perpendiculares.

2.27: (derivacion logaritmica) y — 1 = 3(x — 1).

2.28: y-V3/2=—V3/3(x - 1/2), y + V3/2 = V3/3(x - 1/2).
229: y—-1= %(x —4).

2.30: Puntos de corte: Pi(1,2)y P2(3,-2).

En P; las rectas tangentes son: y — 2 = 1/2(x - 1) yy — 2 = —1/3(x — 1). Luego
m;—my 1/2+ 1/3

1+ momy 1—1/6

T
tana = =1,de donde o = 1

En P, las rectas tangentes son: y +2 = 1/2(x —=3) y y + 2 = 3(x — 3). Luego tana =
my—m; _3-1/2
1+mem; 1+3/2

2.31: Creceen (0, 3/2) U (3, ).

T
=1, de donde a = T
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2.32:

2.33:

2.34:

2.35:

2.36:

2.37:

2.38:

2.39:

6 Soluciones

, r?—2x? —rx L.

Alx)=(r+x)Vr2 —x2, A'(x) = — = 0, de donde x = r/2 (médximo).
r2—x

Pendiente de la RT: f'(x) = —=3x% + 12x — 7 — max. f”(x) = —6x + 12, de donde x = 2

(médximo). RT en x = 2: y = 5x — 3.

L(x) = V82 + x2 + /62 + (10 — x)2. Puntos criticos: x = 40 (no es valido) y x = 40/7.
Linax = 17.2047.

|4 2V 2V |4
h=—,A(r) = 27r? + 2hr(r + h) = 271 + —. A’ = 4nr — — =0enr= \3/—, luego
r r r an

3[4
h=y .
T

6 = arccos V3.
a) cambio de variable t = 1/x, 1; g) —3/2;
b) oo h) [1/0] = oo;
¢) L’H (2 veces): 0;
o i) (Infinitésimos equivalentes): 1/2;
d) (logaritmo) e” = 1;
e) (logaritmo) e! = e; ) LHO;
f) (logaritmo) ¢’ = 1; k) [-1/0] = —co.
x x> X 2 ¥
a)sen(x)zx—§+§—%, d)ln(1+x):x_?+?_z,
x  x* x® x2 3 xt
b)cos(x):1_§+z_aa e)ln(l—x):—x—?—?—z;
2,3
C) X =1+x+—+=—; f) =1+x+x°+x.
2! 3! 1-x
4 6 8
a) ln(1+x2):x2—x—+x——x—+...;
2 3 4

2x)%  (2x)° x?  xt
b) sen(2x)+2cos(x)=(2x—(3') +(5‘) +"')+2(1_5+Z+”' =2+42x—

SR
2! 3! 4! 5!
¢) n[3-x)(2-x)] = In[6(1-5/6x+x*/6)] = In6 + In(1+(-5x/6 +x°/6)) =
In6 —5x/6 — 13x%/72 — 35x° /648 + . . .;

2 xt x®

d) e =1-x>+=——-"—+..;
2 6
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6 Soluciones

2x+3

1
:—(2x+3)-1—:—(2x+3)(1+x+x2+x3+...) = -3 —5x — 5x% -
- X

€)
5x3 — . .
(x|, (@0

TR =5+ 11x + 12x% + 26x°/3 +

f) (x +5)e?* = (x+5)(1+2x+
4xt/3+2x° + ..

3+x 3 1+x/3
g2) In =Iln|--

2—-x 2 1-x/2
5x%/72 + 35x° /648 + . . ..

) =1In(3/2)+In(1+x/3)—In(1 —x/2) = In(3/2) + 5x/6 +

0.01
2.40: 1009 =In(1-0.1) ¥ =0.1 - —= = ~0.105.

241: Ve=eP~1+1/3+1/18 +1/162 = 113/81 ~ 1.3951.

In(1 + x?) — sen’x i x?—x*2 - x? +x*/3

242: a) ,IC‘E}, o = lim i = -1/6;
In(1 + 2x° 2x3 2
b) lim¥: im — = — =5, de donde a = 2/5.
x—0 sen(ax3)  x-0ax® a
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6 Soluciones

Series
3.1: = 5.2 = (=)™'-3
a) n C) an on-1’ C) a, = —zn—l ;
1 n+
b) a, = o 1; d) a, = (-1)""! f) a, =n™ "
3.2:  a) 1/2, 4/5, 7/10, 10/17, 1/2; f) 1/2, 1/16, 1/8, 1/256, 1/32;
b) 3, 9/2, 9/2, 27/8, 81/40;
) 3, 9/2,9/2, 27/8, 81/40; g) -3, 1, —1/6, 1/12, —1/40;
c) —1/2, 1/2, —3/8, 1/4, —5/32;
h) -1, -1/4, 1/9, 1/16, —1/25;
d) 1, 3/4, 1/9, 3/16, 1/25; ) /4 1/9, 1/ /
e) 1,1/2, 3, 1/4, 5; i) 5, 19/4, 43/9, 77/16, 121/25.
3.3:  a) 3,46, 10, 18; c) 32, 16, 8, 4, 2;
b) 4, 4, 6, 12, 30; d) 6, 12, 48, 768, 196608.
34: a) 5; e) T. de encaje: 0 < g2) e =0;
1+(-1" 2
b) 5-0=5; — <
n n h) 1/2;
¢) sen0 = 0;
d) no existe; f) ’}i_f}go(—l)n no existe; i) e’ =1.
. . 1
3.5: Si Zan es convergente, entonces lim a, = 0. Por lo tanto, lim — = oo, y por la
n—oo n—oo an
condicién necesaria es divergente.
3.6: a) 6; d) una de las series es divergente, co;
b) 1/7; e) 25/4;
O
©) V2-1 f) serie telescopica: 1 —0 = 1.
3.7: a) convergente (geom. conr =7/9 < 1); e) divergente (cond. necesaria);
b) divergente (cond. necesaria); f) divergente (cond. necesaria);
) ) g) divergente (cond. necesaria);
c) divergente (Z 2/n es divergente);
h) divergente (cond. necesaria);
T
d) convergente (geom. r = sen <1); i) convergente (telescépica).
3.8:

89



3.9:

3.10:

3.11:

3.12:

3.13:

1
a) converge (comparar con b, = —);
n
. 1
b) divergen (comparar con b, = —);
n

n
c¢) converge (comparar con b, = (E) );

3 n
d) diverge (comparar con b, = (5) );

. On+1
a) converge: lim =—;
n—oo  qp 3

. an+1
b) converge: lim = 0;

n—co  q,

1
¢) converge: lim = —;
) g n—o aq, VE

. 1
d) converge: lim =—;
n—oo @, e

a) converge: lim </a, = 0;

n—oo

b) converge: lim {/a, = 0;

n—oo
. 1
c) converge: lim <fa, = —e";
n—oo VE
. On+1 4
a) converge: lim = —;
n—oo  qp 9

2
b) diverge: lim {/a, = %;
n—oo

5\1/6
¢) converge: lim </a, = (E) :
n—oo

a) converge abs.;
b) converge cond.;

c) diverge;
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d) diverge;
e) converge abs.;

f) converge abs.;

6 Soluciones

|
S |-
=

e) diverge (comparar con b, =

f) diverge (comparar con b, = —);
n

g) converge (comparar con b, =

|
—_—
gl N
~————
S

g

1
h) converge (comparar con b, = —2);
n
. 1
i) converge (comparar con b, = 3—/2);
n
. Qp+1
e) converge: lim —— = 0;
n—o  q,
. . An+1 3
f) diverge: lim L
n—oo an e
. . An+1
g) diverge: lim —— = 4;
n—ec  q,
. Qps1 1
h) converge: lim —— = —;
n—oo  qp 3
. . . Q4ns1
i) diverge: lim —— =e
n—oo an
. 3
d) converge: lim <fa, = —;
n—oo 4

3
e) diverge: lim {fa, = —;
n—oo e

f) converge: lim </a, = e .

n—-oo
d) diverge: lim ns1 _ co;
n—e  q,
e) converge: lim {/a, = g;
n—oo
f) diverge: )  (In(n+1) ~ Inn) = In(n+
1) = oo.

g) converge abs.;
h) converge cond.;

i) diverge.



3.14

6 Soluciones

a) converge (geom.); d) converge abs. (comparacion);
b) converge abs. (Cauchy); e) converge abs. (comparacion);

c) converge (Leibniz);

o (D! . o
: Z ( 7 ©s convergente (por el criterio de Leibniz), entonces |S — Sgo| < aq1 = e x
n
1
.54 -1077. Para garantizar que el error sea menor que 10~ '° tenemos que elegir n tal que
(n+1)"* <1071, de donde n > 10'/* — 1 ~ 315. Es decir, para n > 316 el error de la

aproximacién serd menor que 10*°.

n=

3.15: 99; 999.
3.16: 2;3;5.
317: a) [1,3]; d) (0,6); g) (0,2];
b) R; e) R h) (0,2);
c) (-1/2, 1/2); f) (-1/3,1/3]; i R.
3.18: a) (_2’ 2); (_27 2); (_2’ 2); [_29 2); b) (09 2]; (O’ 2); (07 2); [0’ 2];
3.19: a) R; ¢) Demostracion;
b) Demostracién; d) f(x) = senx; g(x) = cosx.
3.20: Demostracion.
3.21: Demostracion.
322: a) f(x)=- Z (32:; + (—1)"x2”) , converge en (-1, 1);
b) f(x) = Z (Sx" - 7;: ) , converge en (—1, 1);
c) f(x)= Z(—l)”(n + 2)x", converge en (-1, 1);
d) f(x)= Z 2(—1)" (g)Zn , converge en (-2, 2);
e) f(x)=— Z x?"*1 converge en (-1, 1);
) f(x)=- Z (x" - ;::1 ) , converge en (-1, 1).
3.23: _yp Y V2/2,V2/2];
23 a) f(x) = ZW, converge en [-V2/2,V2/2];
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6 Soluciones

x2n+2

n+1

c) f(x)= Z(—l)"(n + 1)x", converge en (-1, 1);

b) f(x)= > (-1)"

, converge en [—1, 1];

) x2n ' 1 n(zx)Zn ‘ " x2n+2 '
3.24: a) Z P c) E (1 + Z(—l) W), e) Z(—l) (2n n 1)' 5
, x3n ‘ x2n+1 ' (—Zx)"
b) Z(_l) (2n)! 9 Z @2n+ 1) ) Z al
3.25: a) 1/2; b) 1; c) 1.
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6 Soluciones

Integracion
4.1: 2Vx + C; 2
a) 2vx d) \/;arcsenx+c;
7
b) 3X6+3X2—\/§x+C; o) D 1910 L 2 16/15 -
57 32 ’
1 3 3 x 1
—— -2y 24 Z + —senx + C.
2 2x2  x  4xt D g Tt
2 1
42: a) §(1+tanx)3/2+C; c) ‘—lsen4x+C; e) —ﬁarctan cosx +C;
V2
1
b) 2arctan(vx) + C; d) e/* + ¢ f) garcsen(x8)+C.
4.3: a) 1(3 51+ C e) L ¢
Do — X — 5 - ;
33 2(1 — x2?)
1 2vx —3x* +6x1/0 6 In |1+ x|+ C;
b) =V2x —1(x+1)+C; D 2V | |
3 2) 2(1+ V%) - 2In(1 + Vx) + G
_ . 2
¢) 2Vx —4Inf2 + Vx| + C; h) §x3/2—x+4\/§—4ln(1+\/§+1)+c;
d) —,/i+1+c- i)illn|x3/4—1|+C
X2 ’ 3 .
44: a) —xcosx +senx + C; d) —e*(x+1)+C;
X 1
b) (x* —2x + 2)e* + C; e)g IHX—g + G
1 241 1
¢) xarctanx — Eln(l +x3) +C; f) al arctan x — 5x+C.
-3 53
4.5: a)x+3lnx_2 +C; d)%—§x2+10x—281n|x+3|+c;
b) —1 1l 241 2 t G, 3
)—nx+5 n(x” + )+§arcanx+ ; e) 5x2+7x+291n|x—4|+C;
Loy 1), 2 o
) eln|x"+ o] Fgarctan(d) + Gy 3y fInjx— 1| —4lnfx + 1] + C.
1 2 1 -1 1 + 2
4.6: a) —arctanx +C; b) —arctanx +C; c) —arctanx +C
3 4 243 23
4.7 )3 ! (2)+1 (4x)+ C )3+1 (2)+1 (4x)+ C
J7:  a) —x — —sen(2x) + —sen(4x ; ¢) —x + —sen(2x) + —sen(4x ;
8 4 32 8 4 32
2 4, 1 1 1
b) —cosx + gcos x—gcos x+C; d) T cos(8x)+zcos(2x)+C;
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4.8:

4.9:

x
e) ln’tang + 1‘ +C;

f) 2tanx —

1
+=tan’x + C;
tanx 3

g) In(senx + 1) + C;
5 1 2
a) = In(4x? + 9) + — arctan g C;
8 3 3
b) %In3x+1nx+C;
1
c) - In(cos(2x) + 2) + C;
d) g (sen(lnx) — cos(lnx)) + C;

1 x72
e) — [arctan—] +C;
4 2

1 x—2
—In|——|+C;
D 3 n x+1
g) 5¢°5 + C;
1 6 1 3
h) A In(1 + x°) — 3 arctan(x”) + C;
a) 8; b) —4;
4
4.10: / x%dx = 64/3, luego
0
a) 64/3; b) —64/3;

4.11:

4.12:

4.13:

4.14:
4.15:
4.16:

4.17:

f(x) = 2x(1 + cos(2x)), f (%) =

a) (par) 272/15; b) (par) 2/3;

”-
2’

a) Ten (e, +00); Len (0,1) U (1,€%);
x =m/6. 4.18: mab.
f(x)=(x—2)* +e.
4.19: 8.
4,5.
iy 420: A=Lv =2
24 3 10
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6 Soluciones
h) x —tan g +C;

\/§+tan§

\/§—tan§

V3

i) In|x| —In(2)In|In |4x]|| + C;
1

) ZeZX(sz -2x+3)+C;

k) x(Inx —1) + C;

ax

D £ (acos(bx) + bsen(bx)) + C;

b2 + a?

30 x—=5 27 1 8§ 1
m) —In -— +— +

343 x+2| 49x+2 49x-5

G

1 2
n) —In|x|+ 2 In(x*+1) + 3 arctan x + C;

0) In’x - 2xlnx + 2x + C;

63+1n x

+ C.

P) Iné6

c) 38.

c) 128/3; d) 64.

¢) (impar) 0;

f'(x) = 2+ 2cos(2x) — 4xsen(2x), f” (%) =2-7.

b) Ten (—o0,0)U(1,+00); | en (0, 1).
4.21: a) 2(1{2); b) ?;T.
4.22: 27

8
4.23: 2) —7:b) 2.
15 2



6 Soluciones

Funciones de dos o mas variables

5.1:

5.2:

a) circulo con centro (0, 0) y de radio r = 1;

b) R* - {(0,0)};

. Yy > —2x, . y < —-2x,
c) Siy> —x, , Sy < —x, ;
y=0 y<o0

d) rectay = x;
e) xeR,ye[-1,1];

f) cuadrado [-1, 1] x [-1, 1];

0<
g) la unién de dos conjuntos: {

2
h) xiig,yER;

>0 <0
1) unién de dos conjuntos: {yz ) , {yz 5
X4y > 1 x“+y" <1
2
a) Sik =0 - un punto: (0,0); si k > 0 - hipérbolay = —
x
2 2
al + Y =1
k-1 (k-1)/4

b) Sik = 1esun punto (0,0), si k > 1 - elipse

¢) Sik > 0 es una circunferencia con centro en el origen y de radio r = kY2,
d) Si k < 0 es una circunferencia con centro en el origen y de radior = 1 — ek,

e) Sik =0,y =0, x # £1, si k > 0: circunferencia con centro en (0, k_z) y de radio
r = V1 + k4, excluyendo los puntos (—1,0) y (1, 0).

5.3: Circunferencia con centro en el origen y de radio r = /800 — 4/3k, k < 600.

5.4: Circunferencias con centro en el origen y de radio 5Vk? — 1, donde k = 2, 3, 4.

5.5:

5.6:

5.7:

W) flry) =x—2 b) fx.y) = x/y - xy.
a) 0; d L
b) no existe; e) 1;
C) no existe; f) 1.
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5.8:

5.9:

5.10:

5.11:
5.12:
5.13:
5.14:
5.15:

5.16:

5.17:

5.18:

6 Soluciones

a) continua en R?; d) discontinua en (0, 0);

b) discontinua en (0, 0); e) continua en R?;

¢) discontinua en («, @), a € R; f) discontinuidad evitable en (0, 0).
a) discontinua en (0, 0, 0); ¢) continua en R?.

b) continua en R?;

a) continua en R?;

b) discontinua el los puntos de circunferencia x* + y* = 1.

a) fx=e*tany, f, = e* cos’y

__Y __x .
b) fx - x2+y2’fy - x2+y2’
2x? + y? xy
¢) fx = Sy = ;
* 2+ 42 y 2+ 2
2 _ 2
B 2 Yy —x _ —2xy )
d) fir =2xe* + —(x2 FEITY fy= —(x2 I
1 2y
=1+——, f =2y + ——;
©) fx X+ y? fy=2y x+y?
b fo = 1+tan®(x/y) .  —x(1+tan’(x/y))
7 ytan(x/y) 7Y yPtan(x/y)
fx(P) =1/2, fy(P) = 0.
fx(P) =1, fy(P) =1/2, fz(P) =1/2.
Demostracién.
Demostracion.
Demostracion.
0’z “o
Axdy
a) no es continua (ni diferenciable) en el b) continua y diferenciable en el origen.
origen;
a) u’ = 26t;
1
b = ——;
cos tsent
2
t
c) u’ = (sent)® ! | —sent In(sent) + €08 ;
sent
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6 Soluciones

d) wg = —3cosztsen(3s)(t + 2)2, w; = —sen(2t) cos(3s)(t + 2)? + 2 cos® t cos(3s)(t + 2).

_ 2xy +xzcos(xyz)

3z% + xy cos(xyz)’

) -2; d) V2/2.

d) v =-1;
e) u' =0;
t

f) u =W @ +¢'(t)Int].
519:  a) fx = fuy+ foly, fy = fux + fo(=x/y’);

b) fe=fu-2x+ fo-ye™, fy = fu- (=2y) + fo - xe™.
5.20: a) z, =4s,z; = 4t;

b) zs = 2%, z; = —2¢*;

) zg=0,z; = 1.
521:  a) w, =322 —t, w, = 25t — 4st;

b) wg = esz_tz(Zszt + 1), wy = esz_tz(s — 2st?);

c) wg = 23t3eszt2, wy = e52t2(232t2 +1);
5.22:  a) zy = fx +vfy, zo = ufy;

b) uz, =0.
5.23: u, = 758.

2
+
524: a) z,=-— y2 yz cos(xyz) 2y =
322 + xy cos(xyz)
1-y -x
b) 2 = e W Ty e
2x(y? — 32) 2x%y
C) Zx = 5 Zx = T3 0
3(x2 + z2) 3(x2 + z2)
+ —XzZ
d) z, = _Erye ,Zy =—e ¢
x

5.25: a) -27/10; b) 2;
5.26: a) (16, —1);

5.27

b) (5/4, =3/4);
o) (1, 2(1 +1n2))

: VF(P) = (x/4+1/2, =1/2); Du(f) = %

5.28:
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d) (e, 3, 2);
e) (1/4, 0, 0);
f) (1/3, 2/3, 1/3).



6 Soluciones

a) (—2, 1’ _1)’ (_2’ 1, 1)9 b) (a, a, (X), a € R.

5.29: 2x + 8y + z = 19.
x-2 y-2 z-3
3 3 2
5.31: a) P(0, 3, 12), PT: z = 12; b) P(0, 0, 0), PT: z = 0.

5.30:

5.32: z = +2V2.

5.33: a) (1, 0); b) 1/2; c) z=x.

534: D,(f) = 5
5.35: P(1/2, 1/8, 1/4).
536: a) P(2,2,1n9),PT: 4(x-2)+4(y —2) —9(z —1n9) = 0;
b) Vf(P) =(4/9, 4/9), dz(P) = 4/9dx + 4/9dy;
c) P(0,0) es un punto critico (Vf = 0). [H| =4 > 0, fxx =2 > 0.
5.37: a) (0,0)-PS., (2, 2) - min;
b) (0, 0)-PS.; (-1, -1)y (1, 1) - min; (-1, 1) y (1, —1) - Méx;
¢) (1, 1) - min;
d) (a, @), a € R, - min;
e) no hay puntos criticos;
f) (-1, -2) - Maéx; (-1, 2) y (1, —=2) - P.S., (1, 2) - min;
g2) (-3, —2) - Max; (-2, =3) y (2, 3) - P.S., (3, 2) - min;
h) (0, 0) - PS., (-V2,V2) y (V2, =V2) - min.
5.38: a) Sik > 0: (0, 0) - Mdx, (Vk,0) - PS.;
sik <0:(0,0)-PS.;
b) Sik =-2: (a, a), a € R, - min,
sik =2:(a, —a), xa € R, - min,
sik € (=2, 2): (0, 0) - min,
sik € (—o0,—2) U (2,00): (0, 0) - P.S.;
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6 Soluciones

c) Sik<4:(0,0)-PS,,
sik =4: (-2a,a), a € R, - min,

sik > 4:(0,0) - min.
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