ECUACIONES DIFERENCIALES!?.
Una introduccion.

M? Eugenia Pérez Martinez

v




ECUACIONES DIFERENCIALES!?.
- Una introduccidn.

M* Eugenia Pérez Martinez.

- Departamento de Matemética Aplicada
y Ciencias de La Computacién.

vE.T.S.I. Caminos, Canales y Puertos

Universidad de Cantabrisa,



Titalo:
Autor:
Portada:

LSB.N.:
Depésito Legal:

Imprime:

Ecuaciones Diferendcias 17.
Umna introducciéon

Maria Eugenia Pérez Martinez
Antonio José Gonzdlez

84-89627-28-2
SA-655-1996

Servicio de Publicaciones

E.T.S. Ingenieros de Camines, Canales y Puertos
Universidad de Cantabria

Avda. de los Castros, s/n

39005 Santander.Espaiia



Proélogo

. Podria decirme qué camino debo tomar?
. Eso depende en gran medida de adénde quieras llegar.!

La frase con que el Gato de Cheschire contesta a la pregunta de Ali-
cia me parece una de las mas adecuadas al empezar a escribir cualquier
tratado de matematicas. Dado que es dificil escribir sobre ecuaciones
diferenciales para un amplio piblico, lo primero a tener en cuenta es a
quién va dirigido lo que se escribe y qué se pretende con ello.

A la vista de la larga historia de las ecuaciones diferenciales, y de
la extensa literatura escrita sobre el tema, lo que se puede aportar de
nuevo en un libro de texto de nivel elemental, es la orientacién personal
del autor sobre la materia. Aunque las palabras son mitad del que las
dice y mitad del que las escucha, personalmente me siento obligada a
confesar que al escribir este documento estoy pensando, fundamental-
mente, en los alumnos de segundo curso de las Escuelas de Ingenieria
de Caminos e Industrial de la Universidad de Cantabria, y mi principal
pretension es la de facilitarles la tarea en la introduccion y comprension
de dicha materia. Esto no quita que el libro pueda ser 1til para otros
alumnos. Practicamente la totalidad del texto tiene su origen en los
apuntes dictados a lo largo de uno de los cursos Calculo III o Ecuacio-
nes Diferenciales en dichas Escuelas.

Dicho esto, se explica en cierto modo el nivel tan elemental y es-
quematico con el que se abordan los temas: por un lado, los conoci-
mientos previos de matematicas con que dichos alumnos llegan a esta
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asignatura se limitan a nociones elementales de Célculo diferencial e in-
tegral en una y varias variables, y de Algebra lineal. Asi pues, estos son
los conocimientos previos que se requieren para introducirse en el estu-
dio de las ecuaciones diferenciales abordadas en el texto. Por otro lado,
la materia relativa a la asignatura debe impartirse en un cuatrimestre
y esto limita considerablemente la extensién de cada tema.

Desde sus origenes, las ecuaciones diferenciales, estan ligadas a pro-
blemas de la Ciencia que intentan, de alguna manera, explicar el com-
portamiento de la Naturaleza. Asi, por ejemplo, los problemas de calcu-
lo de la forma de un cuerpo elastico que se deforma bajo la accién de
unas fuerzas (en especial de una viga) fueron tratados empiricamen-
te por los constructores de las grandes catedrales medievales. Sin em-
bargo, la aproximacién matematica del problema, es decir, el modelo
matemdtico, no se tiene hasta varios siglos después. El concepto de ecua-
cion diferencial es tan antiguo como el de derivada, y éste se remonta al
siglo XVII; en la ultima década de este siglo se habla ya explicitamente
de ecuacion diferencial (cf. Actorum Eruditorum, 1693).

Aunque en la historia de las ecuaciones diferenciales, las ecuacio-
nes en derivadas parciales han dado lugar al desarrollo de teorias para
ecuaciones diferenciales ordinarias, por razones obvias de simplicidad
la exposicién que se hace aqui toma un sentido contrario. Este proce-
so de paso de lo mas sencillo a lo méds complicado pretende ser tonica
general en la exposicion de cada tema. Ademads, se intenta dar una am-
plia variedad de métodos mateméticos y referencias, considerando la
importancia de las Ecuaciones Diferenciales (y de las Matemadticas en
general) en una carrera de Ingenierfa, no sélo desde un punto de vista
formativo sino también informativo.

Por otro lado, es en esta rama de la Ciencia, la Ingenieria, en la
que quizas mas se trabaja con aproximaciones, y los datos de los mo-
delos matematicos planteados suelen obtenerse haciendo medidas, lo
cual ya involucra un error; es importante saber, en todo momento, en
qué medida lo que se resuelve se aproxima a lo que realmente habia
que resolver. De aqui la importancia en Ingenieria del concepto de pro-
blemas de ecuaciones diferenciales bien propuestos y de los métodos
de aproximacion de soluciones. Teniendo en cuenta todas estas obser-
vaciones, a continuacion se explica brevemente lo que se hace en este

libro.



El libro esta dividido en 7 capitulos, los cinco primeros dedicados
a las ecuaciones diferenciales ordinarias y el sexto a las ecuaciones en
derivadas parciales. Cada uno de los temas o capitulos se dividen en
secciones y éstas, a su vez, pueden dividirse en subsecciones.

En todos los temas se intenta seguir la técnica de introducir concep-
tos y enunciados de teoremas a través de ejemplos, de manera que sea
mas sencilla, para el alumno, la comprension del significado de estos
resultados. En general, los teoremas no se demuestran a no ser que su
demostracion sea constructiva y aporte algo més que la prueba en si de
dicho resultado; en ocasiones, se da una idea intuitiva de la demostra-
cién y, desde luego, si se dan referencias para que el alumno interesado
pueda ver dichas demostraciones, indicando cuando los conocimientos
matematicos que precisa superan el nivel del curso. Son interesantes las
observaciones hechas a lo largo de los diferentes capitulos para precisar
o explicar algunos resultados, para la ampliacion de la materia presen-
tada o para la utilizacién de técnicas introducidas en otros capitulos.

En cada capitulo hay ejercicios planteados, relacionados con el tema
tratado, que pueden servir al alumno para comprobar si ha asimilado
los conocimientos adquiridos. Algunos de ellos sélo tienen sentido si
se hacen inmediatamente a continuaciéon de algin teorema o resultado
tedrico que los precede, dado que sirven para mejorar su comprension o
dar idea de una demostracién omitida en el texto. Determinados ejerci-
cios propuestos pueden resultar de resolucién complicada para el nivel
del curso. Estos se incluyen en el texto para dar idea al alumno de otras
posibilidades abiertas para profundizar en la materia.

El capitulo 7 sélo consta de ejercicios planteados, relativos a los
diferentes temas, todos ellos de facil resolucién. En cuanto a la biblio-
grafia, al final de cada capitulo se encuentran referencias recomendadas
sobre el tema. Se citan algunos libros de nivel adecuado para los cursos
mencionados; no obstante, es evidente que el alumno, a lo largo de la
carrera, se encontrara con problemas mucho mas complicados de los
que se tratan en el texto, motivo por el cual se aporta una amplia lista
de referencias bibliograficas a las que poder dirigirse en determinados
casos no tratados en el libro.
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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales de
primer orden.

1.1. Introduccion.

Dada una funcién regular f(z) se puede conocer su derivada;
el proceso contrario consiste en encontrar una funcién y(x) tal que su
derivada sea f(z). Esto es resolver la ecuacién diferencial ¢y = f(z). La
ecuaciéon planteada es evidentemente la ecuacion diferencial ordinaria
de primer orden mas sencilla con que nos vamos a encontrar, y como
es sabido no siempre se conoce la primitiva de la funcién f.

El objetivo de este capitulo es la familiarizacion con las ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden introduciendo conceptos basi-
cos que se utilizaran a lo largo del curso, asi como ejemplos de aplicacién
de las ecuaciones de primer orden a problemas de la Fisica y la Técnica.
En general, dada la dificultad de resolucién de las ecuaciones se inten-
tard dar una aproximacién numérica de la solucién asi como dar ideas
sobre el comportamiento cualitativo de las soluciones, esto es, sobre su
comportamiento sin conocerlas explicitamente. Se daran métodos de
resolucion para algunas ecuaciones ”sencillas” que han jugado un papel
decisivo a lo largo de la historia de las ecuaciones diferenciales y que
en ocasiones aparecen en la practica en la resolucién de importantes
problemas.
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1.2. Primeras definiciones y ejemplos.

Una ecuacion diferencial de primer orden es una expresion ma-
tematica en la que se relaciona una funciéon con su derivada. Es decir
una expresion del tipo:

F(z,y,y) =0 (1.1)
donde F' es una funcion dependiente de tres variables definida en un
dominio D C R3, y = y(z) es la funcidn incdgnita, y'(z) su derivada y
x es la variable independiente.

Una funcién y = p(z) se dice que es una solucion de la ecuacion
(1.1) en un intervalo (o, ) cuando ¢ es continua y derivable en (a, /),

y
(z,0(z),¢'(x) € Dy F(z,p(z),¢ (z)) =0 Ve (a,B).

Ejemplo 1 La ecuacién y' = y? tiene una solucién y(z) = 3%1 en
(—00,3) U (3,+00) (ver figura 1). Otra solucién es y = 0 definida en
(—o0, +00). Evidentemente, éstas dos no son todas las soluciones de
la ecuacién diferencial. Dividiendo la ecuacién por y? e integrando ob-

tenemos una familia de soluciones de la ecuacién dependientes de un

parametro:
! 1
/y(xldx:/lda:é/Qdy:/lda: + ¢
y(z) y

Por tanto, y(z) = i es la familia uniparamétrica de soluciones: para
cada valor de la constante ¢ una solucién. Observamos que la solucién
y = 0 no aparece en esta familia, esto es debido a que al dividir por 32 en
la ecuacién estamos eliminando la posibilidad de que y = 0 sea solucién.
También observamos que, aunque la ecuacion diferencial esté definida
en todo R?, la solucién no tiene porque estar definida en todo R. O

Ejemplo 2 La funcién ¢(z) = % es continua y derivable en (—o0, 00)
y satisface ¢'(z) = \/¢(z) para = € (0,00). Es decir, es una solucién
de la ecuacién y' = /y en (0,00). Es facil demostrar que la funcién

y(x) =0 cuando x < 0, y(x) = % cuando > 0 y la funcién y(x) =0

son soluciones de la ecuacién en (—oo, 00) (ver figura 2). Por otro lado,
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Figura 1 Curvas integrales de la ecuacion iy = y?

la ecuacién diferencial dada estd definida en {(x,y,y’),y > 0}, mientras

que y' = /|y| estd definida en R3. La familia de curvas solucién de

xT+c

ésta tltima ecuacion estd dada por /y 5S¢ para ¥ > —c 'y por

V—y = —< para x < —c (ver figura 2). O

YA

Figura 2 Curvas integrales de la ecuacion y' = /|y|.

Los ejemplos 1 y 2 son ejemplos de ecuaciones diferenciales escritas en
forma normal es decir de la forma y' = f(x,y). No todas las ecua-
ciones se saben escribir de esta forma, como por ejemplo, la ecuacién
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y' = zy+exp(y’). Estos ejemplos nos permiten observar que en general,
al integrar una ecuacion diferencial de primer orden se obtiene una fa-
milia uniparamétrica de curvas solucion y = y(z, ¢), ¢ es un parametro.
Sin embargo esta afirmacion no siempre es cierta. Por ejemplo, la ecua-
cién |y + |y| + |x| = 0 no tiene solucién real, la ecuacién y? + y* = 0
s6lo admite la solucion trivial y = 0. Tampoco la familia uniparamétri-
ca de soluciones nos proporciona todas las soluciones de la ecuacion
diferencial (y = 0 en los ejemplos 1 y 2 no estd incluida en la fa-
milia). A la familia uniparamétrica de soluciones se la llama solucion
general mientras que a cada solucion para un valor fijo del parametro
y = y(x, cy) se la denomina solucion particular. Observamos que al in-
tegrar la ecuacién diferecial las curvas de la solucién general no vienen
siempre dadas en forma ezplicita, y = y(x,c), sino que pueden venir
definidas en forma implicita, ¢(x,y,c) = 0, 6 en forma paramétrica
(x(t,c),y(t,c)),t € I C R, o en forma inversa, x = x(y,c). A todas
estas curvas se les suele llamar curvas integrales de la ecuacion diferen-
cial y cuando se pueden escribir en la forma y = y(z) se les denomina
solucién explicita (ver Teorema de la funcién implicita). Nosotros, en
general, no haremos diferencia y nos referiremos a ellas como curvas
solucion. El siguiente ejemplo intenta ser ilustrativo de la situacion.

Ejemplo 3 Se considera la ecuacién ' = _7“” Multiplicando la ecua-
cién por y, una simple integraciéon nos permite afirmar que la familia
de curvas integrales estd dada por la familia de circunferencias cen-
tradas en el origen, 2° + y? = ¢* (ver figura 3) . Evidentemente, la
solucion obtenida estd dada en forma implicita. La solucion explici-
ta: y = £V —a%2,x € (—c¢,c¢). La solucién en forma paramétrica
es (ccost,csint) , mientras que la funcién inversa de la solucién es
z(y) = £V — %y € (—¢,¢). Observamos que la solucién explicita
estd definida en puntos x # 4c¢. En estos puntos de la circunferencia
y = 0, y como consecuencia la ecuacién diferencial y' = _7“7 no esta de-

finida, mientras que si lo estd la ecuacién 2'(y) = - donde la variable
independiente es ahora la y. Las soluciones de esta ultima ecuacién
son precisamente las curvas solucion de la primera, en forma inversa,
z(y) = £/ — y?, ¢ € (—¢, ¢). Por otro lado, derivando implicitamente
con respecto a x en 2 + y? = ¢? obtenemos la ecuacién 2z + 2yy’ = 0,
y derivando con respecto a y se obtiene 2zxx'(y) + 2y = 0. De ambas
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<

Figura 3 Curvas integrales de la ecuacion y' = —z/y.

ecuaciones se obtiene inmediatamente % = —% y j—; = —¥ respecti-
vamente. Asi pues el problema de obtener las curvas integrales de la
ecuacion y' = —z/y es el mismo que el de obtener las curvas integrales

de 2/ = —y/x. O

El ejemplo 3 nos da idea de cémo obtener una ecuacién diferencial
de la que es solucién general la familia de curvas ¢(z,y,c) = 0: Desde
un punto de vista préctico, se deriva implicitamente con respecto a x y
se elimina c si se puede entre las ecuaciones ¢(z,y,c) = 0y ¢.(x,y,c)+
¢y(z,y,c)y’ = 0 para obtener la ecuacioén diferencial. ¢,, ¢, indican las
derivadas parciales de ¢ con respecto a x e y. Asi la ecuacion diferencial
verificada por la familia y = exp(cz) estd dada por y = ylzﬂ, y la
ecuaciéon diferencial de las circunferencias de radio 1 y centro en la
rectay =0es y*(y*+1) = 1.

De ahora en adelante ¢, indicara la derivada parcial de la funcién ¢
con respecto a la variable z, g—i, y cuando escribamos [ f(z) dz haremos
referencia a una primitiva cualquiera de la funcién f(x).

El ejemplo 3, también, nos da idea de que resolver la ecuacion dife-

rencial
dy
-7 1.2



14 Capitulo 1. FEcuaciones diferenciales de primer orden.

es equivalente a resolver
dv 1
dy  f(z,y)

Ambas ecuaciones son la misma si f(x,y) #0y % #0
La ecuaciones que hemos integrado hasta ahora son ejemplos de
ecuaciones de variables separadas, esto es se pueden escribir en la forma

fw)y' =g(x). (1.4)

y su solucién esta dada por

. (1.3)

/f(y)dy = /g(:c)d:c + ¢ Ve constante. (1.5)

Otras ecuaciones que se reducen a una de este tipo son las ecuaciones
homogéneas. Son de la forma:

v =9(2). (1.6)
Sin més que hacer el cambio u = y/x (i.e. u(z) = %) y substituir
en la ecuacién (1.6), teniendo en cuenta que y' = zu' + u, se tiene
una ecuacién de la forma (1.4). Ecuaciones que se reducen fécilmente a
homogéneas son las de la forma 3’ = h(%) (hagase un cambio de
variable z = ax + by 6 (X =z — 20,Y = y — yo) segin que las rectas
ar + by +c =0y ar + By + v = 0 sean paralelas o se corten en un
punto (zg,yo)).

Nosotros consideraremos que conocemos la solucién de una ecua-
cién de variables separadas, ésta estd dada mediante la férmula (1.5),
pero como ya se dijo en la introduccion no siempre se conoce la primi-
tiva de f y g, y por tanto, la solucién escrita de esta forma puede no
darnos mucha idea de cémo se comportan las soluciones de la ecuacion
diferencial. Damos, en la seccion 1.3, un método que en ocasiones nos
permite obtener una idea cualitativa sobre el comportamiento de las
soluciones de una ecuacién diferencial escrita en forma normal (1.2) o
(1.3). Observemos antes que la férmula (1.5) puede también expresarse

de la forma: .

"ty = [ g(s)ds

zo
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donde ahora estamos particularizando el valor de la constante ¢, impo-
niendo a la curva solucién que verifique y(x¢) = yo. Notemos que, decir
que se impone a la gréafica de una curva solucién que pase por un punto
(20, yo) del plano, es resolver el problema de valor inicial o problema de
Cauchy
o
y(wo) = Yo

En general se dird que dicha solucién pasa por (zg, o). Es evidente que
resolver el problema (1.7) es equivalente a resolver la ecuacién integral:

v(@) =0+ [ f(sy(s)) ds. (18)

1.3. Significado geométrico de ¢y = f(z,y).

Supongamos que y = y(z) es una solucién de la ecuacién
y = f(z,y) v (z0,y0) es un punto cualquiera de su grafica. No co-
nocemos la curva y = y(z), pero si su pendiente: y'(zo) = f(xo,yo). Si
en cada punto (z,y) dibujamos una recta o un vector con pendiente
f(z,y) se tiene, lo que se llama, un campo de direcciones. Como desde
el punto de vista geométrico las ecuaciones (1.2) y (1.3) son totalmente
equivalentes, diremos que la ecuacion diferencial y' = f(z,y) define un

campo de direcciones en el dominio D donde f o % estén definidas:

(x,y) — direccién de la recta de pendiente f(x,y)

para (z,y) € D, cuando f(z,y) estd definida, 6

1),

o, 1
(x,y) — direccién del vector ( @)
para (z,y) € D, cuando 1/f(z,y) estd definida. Evidentemente en los
puntos en que f y 1/f estan definidas ambas direcciones coinciden.
Dibujando muchas direcciones (tantas como se pueda) seguramente
podemos tener una idea de como se comportan las curvas solucion. Tal
ocurre con la ecuacién iy’ = x para la que, a raiz del dibujo de la figura
4, vemos que las curvas integrales son parabolas desplazadas a lo largo
del eje y; esto se confirma facilmente integrando la ecuacién: y = % +c.
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Figura 4 Campo de direcciones asociado a iy = x.

Evidentemente, el proceso es interesante para ecuaciones diferencia-
les de las que no se conoce la solucion, con la complicacion légica de
dibujar el campo de direcciones asociado a la ecuacion. El método de
las isoclinas nos puede ayudar en este caso. Dicho método consiste en
dibujar en el plano zy las llamadas curvas isoclinas donde la pendiente
de las soluciones de la ecuacion diferencial es constante y, por tanto, lo
es la direccién del campo en los puntos de dichas isoclinas. Asi

{(z,y)/f(2,y) =k}

es la isoclina para la pendiente k, y la direccién del campo a lo largo de
dicha curva es la del vector (1, k).

Ejemplo 4 La ecuacién diferencial ¢/ = 2% + y? tiene por isoclinas las
circunferencias 2% +1? = k. En cada circunferencia la direccién del cam-
po estd dada por la del vector (1, k). Las curvas integrales son tangentes
a las rectas que definen la direccién del campo (ver figura 5). Asi, da-
do que no sabemos resolver la ecuacién diferencial, podemos tener una
idea del comportamiento de las curvas solucién: las curvas solucién son
crecientes y su pendiente es mas suave cuando estan cerca del punto
(0,0). Més adelante se comprobara numéricamente que esta grafica nos
da una idea aproximada del comportamiento de las soluciones. O
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Ay

Figura 5 Campo de direcciones asociado a iy = x% 4 1°.

Ejemplo 5 La ecuacién y' = % tiene por isoclinas las parabolas con
vértice en el origen y = kx?. En cada pardbola la direccién del campo
estd dada por la del vector (1,k). En los puntos de la recta x = 0 la
direccién del campo estd dada por el vector (0,1), como consecuencia
de considerar la ecuacion diferencial 2’ = % El dnico punto donde no
estd definido el campo de direcciones es el punto (0,0). Asi, el dibujo
de la figura 6 nos da una idea aproximada de las curvas integrales de
la ecuaciéon que coincide con la obtenida al representar las soluciones

obtenidas por integracion: y = cexp(—%), y=0,z=0. O
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Figura 6 Campo de direcciones asociado a y' = y/x?.
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Figura 7 Crecimiento de las curvas integrales de y' = xy + 1 .

De cara a obtener una mejor representacién de las curvas integrales
a través del campo de direcciones puede ser conveniente pensar deteni-
damente en la isoclina para la pendiente 0 asi como calcular la derivada
segunda de la funcién solucién y(z),

y'(x) = fulz,y) + fy(z,y) f(2,y),

que nos da idea de las concavidades y convexidades de la solucién y(z).
Por ejemplo, puede hacerse como ejercicio, bosquejar las curvas inte-
grales de la ecuacién 3y’ = xy + 1. Observamos que la isoclina para la
pendiente k = 0, la hipérbola xy = —1, divide el plano en regiones en
que las curvas pasan de crecientes a decrecientes. La derivada segunda,
y" = x+(2?+1)y, nos proporciona la curva z+ (z*+1)y = 0 por debajo
de la cual las soluciones son convexas y por encima céncavas (ver figura
7). Si dibujamos més isoclinas tendremos una mejor aproximacién de
las curvas integrales.

Ejemplos més sofisticados de representacion de curvas integrales a
través del campo de direcciones nos los dan, por ejemplo, las ecua-
ciones y' = % ey = % (ver gréficas de la figura 8), para los que
puede ser conveniente utilizar un ordenador. Observamos que en ambos
casos el campo de direcciones estd definido en {(z,y) € R?/(z,y) #
(km,nm), k,n € Z}, pero que mientras los trozos de rectas {z = k7, y #
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nr}, {y = nm,x # kr} son curvas integrales de la primera ecuacién,
no lo son de la segunda. Una simple integraciéon de ambas ecuaciones
nos permite contrastar los dibujos de las figura 8 con las soluciones de
dichas ecuaciones.

AY AY
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Figura 8 Campo de direcciones asociado a y' = 52 (y = o

respectivamente) .

Dada una familia de curvas, ¢(z,y,c) = 0, estamos en condiciones
de encontrar la familia de curvas, ¥ (z,y,c) = 0, tal que, cada curva
de éstas corta a cada una de las de la otra familia con un determina-
do dngulo w. En particular, cuando w = 7/2, se denominan familia
de curvas ortogonales: evidentemente, después de lo expuesto anterior-
mente, si ¢(z,y,c) = 0 satisfacen la ecuacién diferencial y' = f(z,y),
(x,y,c) = 0 son las curvas solucién de y' = —1/f(x,y).

Ejemplo 6 la familia de curvas ortogonales a y = exp(cx) satisfacen

la ecuacién diferencial y'ylogy = —x. Integrando dicha ecuacién se

tiene que las curvas que cortan a la familia dada con un angulo recto
2 2 2

es L logy — % + % = c (ver figura 9). Se observa que como y = e,

s6lo nos movemos en el semiplano y > 0. O
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Figura 9 Curvas ortogonales a y = exp(cz) .

EJERCICIOS.

1. Dibujar el campo de direcciones y bosquejar las curvas integrales
asociadas a las siguientes ecuaciones diferenciales

a). Las ecuaciones de variables separadas: y' = %,y = exp(—1?),
r . xy I =z 0 _ |zl
e R ]
: 4 L Ty /I __ Tty
b). Las ecuaciones homogéneas: y' = o V=

c). Las ecuaciones lineales: v/ = 1+2zy , v =y ,y =y +
Y =y+sinx,y =2c—1,y =ay+1,y =Y

sinx”

d). La ecuaciones de Riccati y = y*> — 2% ¢/ =22 + > + 1.

e). Las ecuaciones ¢y = cos (z —y), ¥y = /|1 — 22 — 2|

Comparar con los graficos de las soluciones obtenidas al integrar
la ecuacién diferencial siempre que se pueda.

2. Encontrar la familia de curvas ortogonales a a). la familia de cir-
cunferencias centradas en el origen, b). la familia y = exp(cz), c).
la familia de rectas y = kz , d). la familia de elipses 2% — xy+y* =
%, e). la familia de parabolas y = cz?, y, y?> = x + ¢, f). la familia
de hipérbolas xy = ¢, g). La familia de curvas en coordenadas
polares r = ¢(1 + cos )
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3. a). Demostrar que la familia de circunferencias centradas en el
eje x v de radio 1 son una familia de curvas integrales de
yy?+1) =1

b). Considerando el dibujo de esta familia, deducir que las rectas
y = =1 son también curvas integrales de la ecuacién. ;Se
Podrian construir otras curvas integrales a partir de estas?

c). Demostrar que por cada punto de cada una de las rectas
y = £1 hay una unica circunferencia de la familia tangente
a ellas y que en cada segmento de las rectas hay infinitas
circunferencias que las cortan. Esto es, las rectas y = £1
son curvas envolventes de la familia de circunferencias.

4. Encontrar la ecuacién diferencial de las siguientes familias de cur-
vas: y = e, y = sin (z + ¢), cy = sin (cx), 22 + cy? = 2y.

5. Encontrar la ecuacién diferencial de la familia de rectas que distan
del origen una longitud constante a. ;Se podrian construir a partir
de estas rectas otras soluciones de la ecuacién diferencial?

6. Se sabe que si dos lineas rectas en el plano tienen pendientes m;
y msg respectivamente, y se cortan con un angulo «, entonces se
verifica la relacion

Mg — My
tanaq = ——.
1+ AR UD)

a). Encontrar la familia de curvas que cortan a cada una de las

siguientes familias con un angulo de 45%: a). x — 2y = ¢, b).
22 +y? = 2.

b). Encontrar la familia de curvas que cortan a y = zIn |z| + cx

con un angulo w = arctan(2).

. , 2., .2
7. Resolver las ecuaciones homogéneas: a). y' = ZHEE by o/ =

2 X
§+ 57 c). vy =y—zexp(¥),d). v = y;rigy, e). zy =y+

V=t f) Y = B ).y = T h).y =

=Yy

8. Se dice que una funcién f(z,y) es homogénea de orden p cuando
para cada real \ se verifica f(Az, A\y) = AP f(x,y). Demostrar que
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si f(z,y) v g(x,y) son funciones homogéneas del mismo orden la
f(z:y)
9(z,y)

ecuacién diferencial 3’ = es también homogénea.

9. Una curva pasa del origen, en el plano xy, al primer cuadrante.
Se sabe que el drea bajo la curva de (0,0) a (z,y) es un tercio del
area del rectangulo que tiene esos puntos como vértices opuestos.
Encontrar la ecuacién de la curva.

10. Encontrar las curvas verificando que, en cada punto, la abscisa
del punto de interseccién de la tangente a la curva con el eje de
las abscisas es la mitad de la del punto.

11. Una pelota de futbol americano, que tiene forma de elipsoide de
revolucién con 12 pulgadas de longitud y 6 de ancho, permanece
bajo la lluvia. Encontrar las trayectorias que seguiran las gotas
de agua al escurrir por sus lados.

1.4. Ecuaciones diferenciales exactas.

En ocasiones, como a lo largo de esta seccion, encontramos
ecuaciones diferenciales escritas en la forma:

P(z,y)dx + Q(x,y) dy = 0. (1.9)

Dejando a un lado cualquier otra consideracion, nosotros no haremos
distincién entre la ecuacién (1.9) y la ecuacion

(1.10)

De ahora en adelante suponemos que P y () son funciones definidas en
un rectangulo abierto R de R? no nulas a la vez. Se dice que la ecuacién
(1.9) es diferencial exacta si existe una funcién F , FF : R — R
derivable tal que F,(z,y) = P(x,y) vy Fy(z,y) = Q(z,y) V(z,y) € R.
La importancia de la exactitud reside en que, en este caso, F'(z,y) = ¢
es una familia de curvas integrales de (1.9). Esta tltima afirmacién se
deduce sin méas que derivar implicitamente con respecto a z: F,+F,y" =
0, y por tanto F'(z,y) = c satisface la ecuacién (1.10).
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Evidentemente, nos interesa un criterio de exactitud para saber
cuando una ecuacion es diferencial exacta. Supongamos para ello que
P y @ son funciones continuas y tienen derivadas parciales primeras
continuas en R. Si la ecuacién (1.9) es diferencial exacta entonces se
demuestra inmediatamente que P, = ), en R. El resultado complemen-
tario también es cierto. Supongamos que P, = (), en R, y buscamos F'
tal que F, = P, F, = Q.

Integrando la ecuaciéon F,, = P con respecto a x:

Fla.y) = [ Pla.y)dz+C(y)

donde C(y) es la constante de integracién dependiente sélo de y. Im-
poniendo ahora la condicién F, = @) se tiene:

C'ly) = QGav) - 5 [ Pla.g)da

donde, debido a la relacién P, = (),, la parte derecha de la igualdad es
una funcién de la variable y independiente de . Asi pues,

Flaw) = [ Plaw)ds+ [ Q) =5 [ Plawy)dn) dy. (111

Observamos que de esta manera tenemos un método constructivo de
calcular las curvas integrales de una ecuacién diferencial exacta, F'(z,y) =
c. Hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 1 Sean P y @) dos funciones continuas y con derivadas par-
ciales primeras continuas en R. Entonces, la ecuacion (1.9) es diferen-
cial exacta en R si y sdlo si Py(x,y) = Qu(x,y), V(z,y) € R.

Ejemplo 7 La ecuacién (y exp(zy)+2zy)dr+(z exp(zy)+2?)dy = 0 es
diferencial exacta dado que P = (yexp(zy) + 2zy) v Q = (xexp(zy) +
z?) satisfacen P, = exp(xy) + zy exp(zy) + 2z = Q,. La férmula (1.11)
nos da F(x,y) = exp(xy)+2z?y. Por tanto la familia de curvas integrales
es: exp(xy) + 2%y = c¢. O

Observamos que los resultados de esta secciéon son ciertos si R es
un dominio abierto simplemente conexo de R2. Por otro lado, a raiz
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del resultado anterior, uno puede preguntarse cuando una ecuacién no
diferencial exacta puede reducirse a una diferencial exacta. Para ello
introducimos en el siguiente apartado la nocién de factor integrante de
una ecuacion diferencial y damos idea de como obtener algunos de ellos.
Veamos antes un ejemplo:

Ejemplo 8 La ecuacién (tany)dr + (tanz)dy = 0 no es diferencial
exacta, pues P, # (@), sin embargo, si multiplicamos la igualdad por
cos x cos y obtenemos (cos x siny)dz + (sinz cosy)dy = 0 que si es dife-
rencial exacta y por tanto sabemos resolverla. La funcién v, v(z,y) =
cosxcosy, es lo que se denomina un factor integrante de la ecuacién
diferencial dada, y resolver ésta es lo mismo que resolver la obtenida

al multiplicar por v, salvo en los puntos en los que se anula v(z,y) (

Q”ZHW, oy = 2]“;1%, para k,n € Z). O

xr =

1.4.1. Factores integrantes.

Una funcién v = v(z,y) ,v: R — R, v(z,y) # 0 en R, se
dice que es un factor integrante de la ecuacién (1.9) cuando la ecuacion

v(z,y)P(z,y)de + v(z,y)Q(x,y)dy =0 (1.12)

es diferencial exacta en R.

Es evidente que la resolucién de la ecuacién (1.9) es equivalente a
la de (1.12)

A raiz de lo expuesto anteriormente una condicién necesaria y sufi-
ciente para que (1.9) admita un factor integrante es que se satisfaga

vy (2, y) P(x,y) + v(z,y) Py(z,y) = va(z,9)Q(7,y) + v(2,y)Qu(7,y).

Esta es una ecuacién en derivadas parciales de primer orden y su reso-
lucion en general es mas complicada que la que teniamos al principio.
Asi pues, vemos que el problema de encontrar un factor integrante no
es nada facil, y en general lo que se suele hacer es encontrar factores
integrantes dependientes de x e y de una determinada forma: v(z),
v(y), v(zy), v(z* + y), etc. La manera de proceder para ver si la ecua-
cién admite un factor integrante v(z), con z = z(z,y) una funcién que
depende de z e y en la forma anteriormente citada, es como sigue: Se
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calculan las derivadas parciales de v con respecto a x e y y se substituye
en la ecuacion en derivadas parciales. A continuacion se despeja ';/((ZZ)).
Evidentemente este término debera ser funcion de z y de esta manera
se llega a una relacion que tienen que verificar P y () para que exista

un factor integrante v(z).

Ejemplo 9 Queremos encontrar un factor integrante (1.9) dependiente
de zy?. Haciendo z = zy?, imponemos la condicién de que v = h(z) sea
factor integrante, i.e.

h(z)P, + 1 (2)2zyP = h(2)Q. + K (2)y*Q

()
hz)

se tiene:

Wz) _ Qe— By
h(z)  2ayP —y?Q
Asi pues, una condicién necesaria y suficiente para que exista un factor
integrante dependiente de zy? es que la funcién Qxcj;(@z))__zgg(’z)y) sea
funcién de xy?. Entonces, el factor integrante estd dado por
Qx - Py
2zyP — y*Q

Despejando

h(z) = exp( dz).
(|

Ejemplo 10 Demostramos que la ecuacién (y? +zy)dxr — x?dy = 0 ad-
mite un factor integrante dependiente de zy?. Para ello, primero demos-

tramos que no es diferencial exacta: Tomemos P = (y? +zy), Q = —z?
. Evidentemente P, # @),. Sin embargo, % = —x—;ﬁ, luego exis-

te un factor integrante de la forma buscada, dado por la férmula del
ejemplo 9: v(z,y) = é Multiplicando la ecuacién por %;,2 se tiene
(% + i)dw — ﬁdy = 0, que si es una ecuacién diferencial exacta. Aho-
ra, la férmula (1.11) con P = (1 + %), @ = —.> nos da la funcién
F(z,y) =log|z|+ 7. La familia de curvas integrales es: log [z| + ¥ = c.
Como, en la ecuacién de partida, P = (y?>+xy) y Q = —z? son nulas en
el punto (0,0), en este punto no hay definida ecuacién diferencial. Por
otro lado, puesto que hemos dividido por zy? en la ecuacién de partida
podriamos estar quitando soluciones de dicha ecuacién. Asi comproba-
mos que las curvas x = 0, y = 0 son también curvas integrales de la
ecuacion diferencial. O
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Se observa que una ecuacién diferencial puede admitir distintos fac-
tores integrantes y que cuantos méas factores integrantes se conozcan
mas ecuaciones sabremos resolver. En los siguientes ejercicios se pide
encontrar diversos factores integrantes de ecuaciones diferenciales

EJERCICIOS.

1.

Resolver las siguientes ecuaciones: a). y cos xdx + (1 +sinx)dy =
0, b). (ycosz + 2z exp(y))dxr + (x?expy — 1 + sinz)dy = 0, c).
(2° + L)dx + (y* + logx)dy = 0 para > 0, d). 3z(xy — 2)dz +
(23 + 2y)dy = 0.

Dar condiciones necesarias y suficientes para que la ecuacién (1.9)
admita un factor integrante dependiente de x, v, x+vy, zy, 22 +y2,
z+y, 2y, L

Reducir las siguientes ecuaciones a diferenciales exactas utilizando
alguno de los factores integrantes del ejercicio anterior: a). (3y* —
r)dr + (2y® — 6zy)dy = 0, b). (y* + zy)dz — x3dy = 0, c). %Qdy +
2zdr = 0,d). 22y +z(1+y*)y = 0,¢). (z—y)do+(z+y)dy = 0, f).
(y—z)dz+(z+y)dy =0, g). 2xdx—l—xy—2dy =0,h). (yP—ay)y = 1.
i). (xy — dz + (22 — zy)dy = 0, j). ydz + (323y* + x)dy = 0,
k). ydr + (2%y — x)dy = 0, 1). zdx + (y + 4>(2® + y?))dy =
0, m). y(x + y?)dz + 2*(y — 1)dy = 0, n). yde — zdy = 0, o).
ydx+ (2zy —exp(—2y))dy = 0, p). (x+2)sinydx+z cosydy = 0.

Demostrar que si la ecuacién (1.9) es una ecuacién homogénea

. . 1 .
entonces admite el factor integrante Py ty0(y Slempre que
el denominador no sea nulo. En el caso zP(z,y) + yQ(z,y) =0
entonces la ecuacién es equivalente a la de variables separadas

ydr — xdy = 0.

Demostrar que la ecuacién lineal no homogénea y' + p(z)y =
¢(z) admite un factor integrante dependiente de z. Calcular dicho
factor y resolver la ecuacion.

Encontrar a para que la ecuacién (zy?+ax?y)dr+x*(z+y)dy = 0
sea diferencial exacta y resolverla.
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1.5. Ecuaciones lineales.

La forma mas general de la ecuacion lineal de primer orden
es ao(z)y + ai(z)y + az(x) = 0 con a;(x) funciones definidas en un
intervalo I C R, donde ay(z) no se anula nunca. Asi se puede dividir
por aop(z) y tener una ecuacion

y' +p(r)y = q(z), (1.13)

conocida como ecuacion lineal no homogénea, mientras que si g(z) = 0,

v +p)y=0 (1.14)

la ecuacion recibe el nombre de ecuacion lineal homogénea. De ahora
en adelante, suponemos que p y ¢ son funciones continuas de I = («, 3)
en R, y se resuelve la ecuacion en el intervalo I. Las ecuaciones linea-
les aparecen en numerosos problemas de la Fisica y la Técnica y en
ocasiones se utilizan para aproximar modelos no lineales.

Resolvemos primero la ecuacién homogénea. Obsevamos que la par-
ticularidad de la ecuacién (1.14), a la que debe su nombre, es que dadas
dos soluciones y;(z), y2(z) en el intervalo I, cualquier combinacién li-
neal de ellas y(z) = k1y1(x) + kaya(x) es también solucién en I, para
cualesquiera k; constantes. La resolucién de (1.14) es sencilla dado que
es una ecuaciéon de variables separadas. La familia de curvas integrales
es:

y(z) = cexp(— / p(z)dz). (1.15)

Es evidente, que toda solucién de (1.14) tiene la forma (1.15): en
efecto, si y; (z) es una solucidn, se comprueba que - (y; (z) exp([ p(z)dz)) =
0 y por tanto y;(x) es de la forma (1.15) para alguna constante c.

En cuanto a la ecuacién (1.13), puede ser considerada como una
ecuaciéon que admite un factor integrante dependiente de z, v(z) =
exp([ p(z)dz) y ser resuelta, por tanto, como una diferencial exacta.
Nosotros, introducimos aqui un método para resolverla que nos sera de
utilidad para ecuaciones de orden superior: el método de variacion de
pardmetros. Para ello, observamos que toda solucién de (1.13) es de la
forma cexp(— [ p(z)dz) + y,(x), donde y, es una solucién particular
cualquiera de (1.13).
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El método de variacién de pardmetros consiste en encontrar y,(z)
de la forma y, = k(x)exp(— [p(x)dz), es decir, una solucién de la
ecuacién homogénea multiplicada por una funcién k(x) a determinar.
Calculamos k(z) derivando la expresién y, = k(x)exp(— [ p(x)dz) y
substituyendo en (1.13). Asf se llega a la ecuacion:

K(@)exp(~ [ pla)de) = q(x),

de donde se obtiene k(z) mediante una simple integracién. Esto nos
permite afirmar que la solucién general de (1.13) esta dada por

y(@) = exp(~ [ p(a)dw)(c+ [ () exp( [ p(a)dr)dz),  (1.16)

y evidentemente cualquier solucién de la ecuaciéon no homogénea es
de la forma (1.16). Asi pues, para una ecuacién lineal, no existen més
soluciones que las obtenidas a través de esta familia uniparamétrica
(comparar con el ejemplo 1, y el ejercicio 3 de la seccién 1.3).

Observamos que se han tomado integrales indefinidas para la reso-
lucién de las ecuaciones lineales, pero, como en el caso de las ecuaciones
de variables separadas, se podrian haber tomado integrales definidas.
De hecho se puede enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2 Sean p,q: I — R funciones continuas y xg € I, yo € R.
Entonces, existe una unica solucion del problema de Cauchy,

Yy +p)y = q)
{ y(zo) = Yo, (1.17)

definida en el intervalo I. Esta solucion es:

(o) = exp(— [ p(s)ds) (o + | () exp( | plu)du)ds).
Ejemplo 11 Resolvemos la ecuacién lineal zy’ + 2y = 422 para x # 0,
aplicando la férmula (1.16). Se tiene que la solucién general estd dada
por la familia y = 2% + -5 cuyas gréficas son las de la figura 10. Si
se impone la condicién y(1) = 0, estamos resolviendo un problema de
Cauchy y la tnica curva solucién es y = 2% — %2 que esta definida en

(0,00) ( es decir, es la curva de la familia solucién para ¢ = —1). O
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14 C<0

N

Figura 10 Curvas integrales de la ecuacion xy' + 2y = 4x2.

Algunas ecuaciones que se pueden reducir a ecuaciones lineales sin
mas que hacer un cambio de variable son las ecuaciones de Bernouilli
y Riccati. La ecuacion de Bernouilli es de la forma

y' +ple)y = q(@)y"

para n # 0y n # 1. Estas ecuaciones se reducen a lineales multi-
plicdndolas por 4" y haciendo el cambio z = y~"*. La ecuacién de
Riccati es de la forma

Y+ p(x)y” + q(x)y = h(z)

y, supuesto que se conoce una solucién particular de ella, y;(z), se
reduce a una de Bernouilli para n = 2 mediante el cambio u =y — y;.

En la seccién 1.6 se daran diversos ejemplos de modelos matematicos
en los que intervienen las ecuaciones lineales.

EJERCICIOS.

1. Resolver las siguientes ecuaciones lineales: a). ¢’ + xy = 2z, b).
Yy 4+ 4 =sing, c). xy +2y = 42*, d). Y +y = m, e).
y'sin2z = 2(y +cosz), f). zy + y = xsinz. Dibujar la familia de
curvas integrales si se puede.

2. Resolver las siguientes ecuaciones de Bernouilli y Riccati: a). 3y =
s(1—2z)y* —y, b)y +y* =1+ 2% ¢). y = y*cosz + ytanz,
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d). v —(1—=2x)y+y*=2z,e). 2% + oy + 22> =1, 1). yy =
cos )2 —sin? z+y>? anx : T :

X )QCOW o)y = 22()” —y?sinz , h). y+iL= & ).y =

%+x3y2 —2° . Buscar las soluciones particulares de las ecuaciones

de Riccati entre las funciones: y, = 1, x, * ,sinz, —

Tz ’ cosx”

3. Resolver las ecuaciones: a). y(z* + x) + 2%y = 0, b).xcosz =
ry?y + 13, ¢). y(zcosx — 1) = y* — y(wsinz + cosx) + sinz d).

[ Yy

Y = sa—zy—2> e). zy +y ="y’

4. Integrar la ecuacién diferencial: sin (2x)y’ = 2(y+cos x). Estudiar
la existencia y unicidad de solucién pasando por cada punto del
dominio D = (0,%) x R, asi como el intervalo de definicién de
ésta. jCudl de éstas soluciones esta acotada cuando x — 7.

1.6. Modelos diferenciales.

En esta seccion damos una serie de ejemplos sobre cémo la
teoria de ecuaciones diferenciales de primer orden tiene aplicacién en
la explicacion algunos fendmeno que ocurren en la naturaleza. Tal es
por ejemplo, la caida libre de un cuerpo en la atmosféra, modelos de
crecimiento de poblaciones, la descomposicion de materia radioactiva y
el paso de corriente a través de un circuito eléctrico. A lo largo de toda
esta seccién la variable independiente x se denota por ¢t debido a que
va a tener el significado fisico del tiempo.

Un modelo matematico es un problema matematico que intenta ex-
plicar algtin fenémeno que ocurre en la naturaleza. Cuando el problema
se reduce a una o varias ecuaciones diferenciales se denomina Mode-
lo Diferencial. Los modelos diferenciales pueden estar gobernados por
ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones en derivadas parciales o
sistemas de ecuaciones.

El proceso a seguir para llegar a un modelo diferencial es el siguiente:
Se observa un fenémeno real que se quiere explicar o hacer prediccio-
nes. Se reduce el problema a una serie de formulas matematicas, esto
es, se formula el modelo matemadtico que se resuelve si se puede. Los
resultados obtenidos matematicamente deben ser interpretados viendo
cual es su significado fisico y contrastandolos con los obtenidos experi-
mentalmente, es decir, se valida el modelo. Si la aproximacion obtenida
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es de nuestro agrado podemos usar el modelo para explicar, predecir,
decidir o corregir lo que fuese necesario.

A la hora de reducir el modelo a ecuaciones matematicas es con-
veniente conocer las leyes que rigen la rama de la ciencia en que nos
movemos. Asi por ejemplo en Mecéanica las Leyes de Newton, en cir-
cuitos las Leyes de Kirchoff, en Elasticidad la Ley de Hooke. Si no
se conocen dichas leyes, es necesario hacer una serie de hipétesis y
suposiciones sobre la forma en que ocurre el proceso para pequenas va-
riaciones de parametros o variables para después, mediante un paso al
limite, obtener la ecuacion diferencial. En la validacién del modelo hay
que tener en cuenta las hipdtesis simplificadoras que se hicieron a la
hora de formular dicho modelo. Cuantas mas hipétesis se hayan hecho
peor aproximara el modelo a la realidad, pero si se hacen pocas hipéte-
sis corremos el riesgo de llegar a un modelo matemético que no sepamos
resolver. En general no debemos esperar una mejor aproximacion que
aquella que las hipdtesis simplificadoras nos permitan.

1.6.1. Crecimiento de poblaciones.

Por ejemplo, en el Siglo XV III, en Estados Unidos se queria
conocer el modo en que la poblacién variaba para predecir posibles
cambios. El economista inglés T. Malthus propone el siguiente modelo
matematico: Los nacimientos y las muertes, en un intervalo de tiempo
pequeno, son proporcionales al tamano de la poblacion y al intervalo
de tiempo. Es decir, nacimientos = aAtN(t), muertes = BAtN(t),
siendo N(t) el tamano de la poblacién en el tiempo t. La variacion
de la poblacién en un intervalo de tiempo At es AN(t) = yN(t)At
con v = a — 3. Tomando limites cuando At — 0 se tiene el modelo
matematico:

AN
&N, 1.1
7 = (1.18)

Resolviendo esta ecuacion de variables separadas, junto con el hecho
de que en el instante de tiempo en el que partimos (¢ = 0) el tamano
de la poblacion es Ny, obtenemos que la poblaciéon en el instante ¢
estd dada por N(t) = Nyexp (7t). Observamos en la grafica de la figura
11 que si v es negativo la poblaciéon va extinguiéndose, si v = 0, la
poblacién se mantiene constante, y si es positivo, la poblacion crece
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exponencialmente. Los valores Ny y 7 se calculan para cada poblacion
tomando dos medidas en dos instantes de tiempo distintos. Conviene
observar, también, que un pequeno error en el recuento de los datos
nos lleva a distintos valores de las constantes Ny 6 v que pueden ser
significativos y cambiar considerablemente los resultados del modelo
para tiempos grandes, es decir lejanos al instante en el que se cuenta la
poblacién (ver ejercicio 1).

AN

30 +

25 - Y >0

20 +

15 +

No 10 Y=0
5T \J <0
t i 1 | b | »t

o} 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 11 Crecimiento de la poblacidn Ngexp (yt).

Asi, para la poblaciéon en USA utilizamos la tabla 1 y obtenemos
N(t) = 3,9 x 10%exp (0,307¢). En la tabla 2 se comparan los valores
reales de la poblacion de USA entre 1820 y 1930 con los obtenidos
a través del modelo (1.18). Vemos cémo el modelo aproxima bien el
crecimiento de la poblaciéon durante unas décadas y después el modelo
predice que la poblacion va a crecer mucho mas deprisa de lo que pasa en
realidad. Asi pues, el modelo propuesto por Malthus no aproxima bien
al modelo real de crecimiento de esta poblacion. Es necesario modificar
las hipdtesis si queremos obtener una mejor aproximacion.

Ano Poblaciéon USA (x 109
1790 3.9
1800 5.3
1810 7.2

Figura 12 TABLA 1. Poblacion real 1790 — 1810.
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ANO | Poblacién USA (x 10°) | Prediccién del Valor (x 109
1820 9.6 9.8
1830 12.9 13.3
1840 17.1 18.1
1850 23.2 24.6
1860 31.4 33.4
1870 38.6 45.5
1880 50.2 61.8
1890 62.9 84.0
1900 76.0 114.2
1910 92.0 155.2
1920 106.5 211.0
1930 123.2 286.8

Figura 13 TABLA 2. Poblacion 1820 — 1930. Modelo de Malthus.

En 1837 P.F. Verhulst propone unas modificaciones al modelo de
Malthus: la poblacion no puede crecer ilimitadamente, sino que tiende
a estabilizarse en un limite N y la variacion de la problacion es pro-
porcional a la poblacion N y al factor (1 — %) Es decir, el modelo
matematico es ahora:

dN N

y una simple integracion nos da que el tamano de la poblacion es:

o NONoo
No + (Noo — Np) exp(—rt)

N(t)

Para la poblacion de USA, se calculan aproximadamente los valores
tomados por Verhulst: Ny = 3,9 x 10%, N = 197 x 10° y v = 0,3134.
En la tabla 3 se comparan los resultados del censo con los que nos da
el modelo de Verhulst (1.19). Vemos que la aproximacién refleja bas-
tante bien la realidad. En la actualidad, la poblacién de USA supera
ligeramente a la cantidad predicha por el modelo de Verhulst. ”Posi-
blemente” sea necesario introducir algunos cambios en el modelo para
poder predecir adecuadamente el tamano de la poblacion en tiempos
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futuros. Un simple célculo nos muestra que (1.19) no es un buen modelo
para predecir el tamano de la poblaciéon en Espana durante el periodo
1860 — 1960.

La ecuacién (1.18) es una ecuacién de variables separadas utilizada
con éxito para describir diversos fendmenos reales como crecimiento
de determinadas poblaciones, desintegracién de materia radioactiva y
absorcion de drogas en la sangre.

ANO | Poblacién USA (x 10°) | Prediccién del Valor (x 10
1820 9.6 9.7
1830 12.9 13.0
1840 171 17.4
1850 23.2 23.0
1860 31.4 30.2
1870 38.6 39.1
1880 50.2 49.9
1890 62.9 62.4
1900 76.0 76.5
1910 92.0 91.5
1920 106.5 107.0
1930 123.2 121.9

Figura 14 TABLA 3. Poblacion 1820 — 1930. Modelo de Verhulst.

1.6.2. Caida libre de cuerpos.

Si dejamos caer un cuerpo desde una altura H, el cuerpo se mue-
ve siguiendo la segunda Ley de Newton: fuerza = masa X aceleracion.
Suponemos que la altura es suficientemente pequena comparada con el
radio de la tierra, de tal manera que el peso del cuerpo mg permanezca
constante durante el descenso (m es la masa y g la constante de la Gra-
vedad). Si lanzamos el cuerpo con una velocidad inicial vy, y suponemos
que no hay rozamiento, su velocidad v(t) en el instante ¢ estd dada por
la ecuacion:

mqg = m-—
9=

mg es la fuerza ejercida por la tierra sobre el cuerpo. Asi, v(t) = v+ gt,
mientras que la altura en cada tiempo t se obtiene mediante una simple



1.6. Modelos diferenciales. 35

integracién h(t) = H — vot — g% ((H = h(t)) =v(t)).

Con las suposiciones hechas anteriormente un cuerpo puede golpear
a la tierra a una velocidad tan grande como queramos sin mas que
aumentar su altura y dejarlo caer. Sabemos que esto no pasa, y que hay
otra fuerza que se opone al movimiento del cuerpo amortiguando por
tanto la velocidad; dicha fuerza es la fuerza de rozamiento. Suponiendo
que dicha fuerza es proporcional a su velocidad, se tiene la ecuacién
que modela la caida del cuerpo:

dv

me =mg = av(t).

Se trata de una ecuacién lineal cuya solucién estd dada por:

v(t) = v exp(—at) + g(l —exp(—at)), cona= g.
m

a

1.6.3. Paso de corriente eléctrica a través de cir-
cuitos.

La teoria de circutos eléctricos se basa en las siguientes suposi-
ciones:

a). La fuerza electromotriz del generador V' (medida en voltios) im-
pulsa una carga eléctrica @) (medida en culombios) y produce una
corriente I (medida en amperios). La corriente y la carga estan
relacionadas por I = &=.

b). La resistencia R (medida en ohmios) se opone a la corriente disi-
pando la energia en forma de calor. La caida de voltaje producida
nos la da la Ley de Ohm: Er = RI.

c¢). La inductancia L (medida en henrios) produce una caida de vol-
taje dada por Ej, = L%.

d). Un condensador de capacidad C' (medida en faradios) almacena
una carga de manera que resiste al flujo de la carga produciendo

una caida de voltaje Ex = %
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e). La caida de voltaje en un circuito sigue la ley de Kirchoff: la suma
de todas las caidas de voltaje a lo largo de un circuito cerrado es
cero.

Aplicamos estas suposiciones a la resolucién del siguiente ejemplo:
Se considera un circuito eléctrico que consiste de una resistencia R =
1 ohmio conectada en serie a una bobina de autoinduccién L = 0,5
henrios. El circuito esta alimentado por un generador que proporciona
una fuerza electromotriz alterna V' (¢) = 1 xsint (ver figura 15). Se pide
calcular la intensidad de corriente que circula por el circuito, sabiendo
que en el instante ¢ = 0 se ha medido una intensidad de 2 amperios.

<kf}v(t)
L

Sy 7,7, ¢ MR

Figura 15 Clircuito LR.

Para el circuito que hemos considerado, la ley de Kirchoff se expresa

con la formula
ER + EL - V - 0

Teniendo en cuenta las relaciones de b) y ¢), donde Ry L pueden ser
constantes o funciones del tiempo, se tiene la ecuaciéon que modela la
intensidad de la corriente en el circuito:
dl
RIt)+L—=1V.
Se trata de una ecuacién lineal no homogénea que se sabe resolver.
Particularizando para los valores de las funciones R,L y V dados, vy,
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teniendo en cuenta que conocemos la intensidad en el instante t = 0,
tendremos que resolver el problema de Cauchy:

0,5'(t) + I(t) =sint, I(0)=2
Encontramos inmediatamente que la intensidad de corriente en el cir-
cuito estd dada por la funcién I(t) = L2 exp(—2t) + 2(2sint — cost).
Observamos, pues, (ver figura 16) que la intensidad de la corriente para

t grande (t — oo) se va atenuando réapidamente para dar lugar a un
comportamiento sinusoidal que se mantiene indefinidamente.

1.5 +

/N /\ /.
VAEVARAVA

Figura 16 Grdfica de I(t).

—05 L

EJERCICIOS.

1. Suponiendo que el modelo de Malthus nos da una buena aproxi-
macion del crecimiento de la poblacién, determinar el error que
se comete, para tiempos grandes, si se ha cometido un error al
contar la poblacién de USA en el ano 1800 , de tal manera que la
poblacién contada es de 5,25 x 10°¢ individuos en lugar de 5,3 x 10°.

2. Un cultivo de bacterias de poblacion x crece a un ritmo propor-
cional a x. Entre las 6 y las 7 de la tarde la poblacién se triplica.
A qué hora sera cien veces mayor a la que habia a las 67.
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. La desintegracién de la materia radioactiva es proporcional a la

cantidad de materia que se tiene. Si la desintegracién del 50 % de
la materia radioactiva se produce en 30 dias, jen cudnto tiempo
se quedard un 1% de la cantidad inicial?

. Se supone que la resitencia del aire, que actua sobre un cuerpo en

caida de masa m, ejerece una fuerza retardadora proporcional a
cuadrado de la velocidad. Si se lanza un cuerpo, desde una altura
H, con velocidad inicial nula, calcular la velocidad con la que
llegard al suelo.

. En el interior de la tierra, la fuerza de gravedad es proporcional

a la distancia al centro. Si se perfora un orificio que atraviesa la
tierra de polo a polo, y se deja caer una piedra por el orificio,
icon qué velocidad llegara al centro?

. Un torpedo se desplaza a una velocidad de 60 Km/h. en el mo-

mento en que se agota el combustible. Si el agua se opone a su
movimiento con una fuerza proporcional a la velocidad y, si en 1
Km. de recorrido se reduce su velocidad a 30 Km/h, ja qué dis-
tancia se detendra?

. El ritmo al que se enfria un cuerpo caliente es proporcional a

la diferencia de temperatura existente entre él y el medio que le
rodea. Se calienta el cuerpo a 110°C', y se expone al aire libre a una
temperatura de 10°C, que se mantiene constante. Al cabo de una
hora su temperatura es de 60°C. ;Cudnto tiempo deberd pasar
para que se enfrie a 30°C?.

. Comenzd a nevar una manana y la nieve siguié cayendo con la

misma intensidad durante todo el dia. Al mediodia una maquina
quitanieves empezo6 a limpiar una carretera a ritmo constante en
términos de volumen quitado cada hora. La maquina limpié 2
Kms. para las dos de la tarde y 1 Km. mas para las 4 de la tarde.
JA qué hora empez6 a nevar?.

. Una bola de naftalina que tenia originalmente un radio de i cm.

tiene, a la vuelta de un mes, uno de % cm.. Suponiendo que la
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evaporacién es proporcional a la superficie, jcuantos meses tar-
dara en desaparecer por completo?.

10. Un columna coénica de seccion circular cuyo material tiene una
densidad constante a soporta una carga L. Teniendo en cuenta
que las areas de las secciones transversales son proporcionales a la
carga que soportan, y si el radio de la parte superior de la columna
es 1o, encontrar el radio r(x) a una distancia x por debajo de la
parte superior.

11. Un depésito contiene 100(. de agua pura. A partir de un tiem-
po, t = 0, se introduce salmuera conteniendo 1 gr. de sal por
litro, a razén de 11/m.. La mezcla, que se mantiene uniforme re-
volviéndola adecuadamente, sale del depésito a razén de 11/m..
;,Cudando habra 50 gr. de sal disuelta en el agua?.

12. Una cuenta se encuentra situada en el punto més elevado de un
circulo, en un plano vertical. Se une ese punto con otro punto
inferior del circulo mediante un alambre recto. Si la cuenta des-
ciende por el alambre sin friccién, probar que llegaré al circulo en
el mismo tiempo 7', sea cual sea la posicién del punto inferior.

13. Una clepsidra (antiguo reloj de agua) es un cuenco que deja salir
el agua por un pequeno orificio hecho en el fondo. Encontrar la
forma que debe tener el reloj para que el nivel de agua disminuya
a velocidad constante. (De acuerdo con la ley de Torricelli, el
agua saldra de un depdsito abierto por un pequeno orificio a una
velocidad igual a la que adquiriria al caer libremente desde el nivel
del agua hasta el orificio.)

1.7. EIl problema de Cauchy.

A lo largo de las secciones anteriores hemos resuelto algunas
ecuaciones diferenciales escritas en forma normal: entre otras, las ecua-
ciones de variables separadas, las diferenciales exactas, las lineales y
cualquiera que se reduzca a una de estos tipos. Sin embargo, muy a
menudo, nos aparecen ecuaciones diferenciales que no sabemos resolver,
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es decir, encontrar su familia de curvas integrales. Es interesante poder
decir algo de ellas, como que existe solucion, que ésta es inica y encon-
trar una aproximacion de éstas. Comenzamos esta seccién examinando
mediante un ejemplo, que es ilustrativo, cudndo podemos garantizar
que una ecuacion admite solucién tnica pasando por un punto.

Ejemplo 12 La ecuacién y' = 4x,/|y| es de variables separadas y la
familia de curvas integrales est4 dada por y = (2%+c)? si %+c > 0y por
y=—(x%+c)?* si 22 + ¢ < 0 (ver figura 17). Observamos que por cada
punto (g, yo), con yo # 0 pasa una sola solucién de la ecuacién definida
en algin intervalo (xzg — d1, 2 + 02), mientras que por puntos (zg,0)
pasan muchas soluciones: por ejemplo, y;(x) = 0 e yo(z) = —(2? — 23)?
si|z| < zol, yolx) = (22 — 22)? si |z| > |xo], son dos de ellas.
Observando la ecuacién diferencial y' = f(z,y), con f(x,y) = 4x\/m :

nos damos cuenta que f es una funcién continua en R2, y su derivada
parcial con respecto a y es continua en R* —{(z,0)/z € R}. El siguien-
te teorema nos aclara que esta situacién puede ser general para otras
ecuaciones. O

AY

Figura 17 Curvas integrales de la ecuacion y' = 4x\/|y| .

Teorema 3 Sea D el rectingulo abierto D = {(z,y)/a < x < b,c <
y < d} yla funcién f, f : D C R* — R, continua en D y con derivada

parcial con respecto a v, %57 continua en D. Entonces, ¥(xo,v0) € D,
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existe un intervalo, [xo — 0,20 + 6] C (a,b), en el cual la solucion del
problema de Cauchy

y = flz,y)
1.20
{ y(zo) = wo ( )
existe y es unica.
AY AY
Yo+ B+ Yo+ B+

Yo B

X
} e
0 X, Xo+8 0 X, Xo+8

@ (b)

Y x

Figura 18 En (a): § = a. En (b): § = % )

La demostracién del teorema 3 puede encontrarse en [5] y [22], por
ejemplo. Evidentemente, D puede ser cualquier dominio abierto de R?.
Una primera estimacién del valor § puede obtenerse: 6 = min {«, %},
donde «, 8 son tales que el rectangulo Dy = {(z,y)/|x — zo| < «, |y —
yo| < B} C D, y, M = méx(yyep, |f(x,y)]. El teorema sélo nos dice
que existe un valor ¢ tal que en [xg — &, 9 + ¢] la solucién es tnica
y su grafica estd contenida en D (ver figura 18). Fuera de este inter-
valo podria no haber solucién o no ser tnica, pero por razones obvias
la solucion se puede prolongar y seguira siendo unica siempre que su
grafica esté contenida en D. En este sentido, el resultado en la siguiente
observacion es un poco mas completo.

Observacion 1 Sean f y % continuas en el dominio D, abierto conexo
de R?, y (wo,y0) € D, existe una y sélo una solucion y = () de (1.20)
en (w™,wh) verificando: (x,p(z)) € D, ¢'(x) = f(z,o(x)), Vo €
(W™, wh), p(xo) = Yo, y ademdas, 6 bien |z| + |p(x)] — o0, o bien
(x,¢(x)) se aproxima la frontera de D cuando v — w™ (yx — wt).
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El resultado enunciado en la observacién 1 constituye un verdadero
teorema y su demostracion puede verse en [36]. En ocasiones la buisque-
da del intervalo maximo (w=) donde la solucién esté definida y es tinica
no es una cuestion facil tal y como podemos ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 13 La curvas integrales de la ecuacién de Riccati i/ = 22 41>
fueron bosquejadas en el ejemplo 4. Estudiamos aqui la existencia y
unicidad de solucién de dicha ecuacién pasando por (0,1), asi como
el intervalo de definiciéon de ésta. Primero observamos que la funcién
f(z,y) = 2* + y?, asi como su derivada f, = 2y, son funciones conti-
nuas en R2, por tanto, el teorema 3 nos garantiza que existe una tinica
solucién de la ecuacién, verificando y(0) = 1, definida en (-4, ), para
algiin 6 > 0. Ahora, probamos que el valor w™ de la observacién 1 es un
nimero que verifica 7= w' < 1. Para ello consideramos las soluciones
de los tres problemas de Cauchy:

y = 14y?
{ y(0) = L
Las tres soluciones pasan por el punto (0,1) con pendientes 1, 1,2
respectivamente. Como en un entorno de x = 0 se verifica y* < 2% +
y? < 1+ 4?2, la solucién del segundo problema aqui considerado, ¢(x),

se mantiene entre la del primero y tercero para x < 1, y no corta
a ninguna de estas otras soluciones (ver figura 19). La solucién del

primer problema es y = ﬁ, estando, por tanto, definida en (—oo,1).
La solucién del tercer problema es y = tan (z + §) definida en (—2¢, 7).

Asi pues deducimos que § < wt < 1.

Dado que no conocemos la solucién ¢(x), numéricamente observa-
mos (ver ejercicio 10) que, la solucién del problema de Cauchy dado,
crece considerablemente para valores mayores que 0,9, esto hace pensar
que 0,9 < w™ < 1. Adn se podria afinar un poco méas sobre este va-
lor. Vemos, pues, que los métodos cualitativos y numéricos pueden ser
complementarios. O
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4

15 +

10 +

Figura 19 Grdfica de la solucion del problema vy = 2 + 2, y(0) = 1

Supuesto que se verifican las condiciones del teorema 3, y supuesto
que f es "muy regular”, cabe esperar que la solucién p(z) de (1.20) sea
"muy regular”, y nos podemos plantear, utilizar su desarrollo en serie
de Taylor para calcularla a través de las derivadas de la funcién f:

% 50 (0
ola) =3 20 (e

|
n=0 n:

Por ejemplo, si f admite derivadas parciales segundas continuas en D,
tenemos garantizado que la solucion admite al menos derivada tercera
continua en [xg — 6,z + ], v,

¥"(¢)
3!

(o)
2

( —x0)?,

p(x) = p(x0) + ¢'(20)(x — w0) + (z — ) +
para algin ¢ comprendido entre xy y x. Estos tres primeros términos
del desarrollo pueden ser una buena aproximacion de la solucién en
[z — d, 20 + 0] dependiendo de la acotacién de ¢ () en funcién de las
derivadas de f, y del valor § (ver ejercicios 6, 19 y 18, y 3 — 5 de la
seccién 2.6).

Una cuestién interesante, que no queda reflejada en el enunciado del
teorema 3, es la cuestion relativa al buen planteamiento del problema
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(1.20). El problema de Cauchy se dice que es un problema bien plan-
teado cuando existe solucion, es Unica, y a pequenas variaciones de los
datos (f, (w0, o)), se obtienen pequenas variaciones de la solucién. La
nocién de problema bien planteado es muy importante en ingenieria,
dado que, la mayoria de los datos que se tienen provienen de una medi-
da y esto, ya, involucra un error, haciéndose por tanto necesario saber
en qué medida afecta este error a la solucion del problema. No seremos
rigurosos enunciando resultados, pero si mencionamos que bajo las con-
diciones del teorema 3 la soluciéon depende continuamente de los datos
del problema, esto es, a "pequenas” variaciones de los datos se tienen
"pequenas” variaciones de la solucion, siempre teniendo en cuenta que
estas variaciones dependen del intervalo en el que se esta considerando
la solucién: a medida que nos alejamos del punto xg el error sera mayor
(ver ejercicio 13 y ejercicio 1 de la seccién 1.6).

Observacién 2 Otra nota interesante a observar es que el teorema
3 y el resultado en la observacién 1 nos dan condiciones suficientes
para que la solucién exista y sea tnica. Aunque las hipotesis de ambos
resultados no se verificaran la tesis podria seguir siendo cierta (ver
ejercicio 20). Por ejemplo, los resultados son ciertos si f es continua en
D vy lipschitziana con respecto a y, esto es, existe una constante L tal
que:

‘f(xayl) - f(ajayZ)’ S L‘yl - y2’ av(xayl)a (x>y2) ebD

(ver [1], [15] v [36] por ejemplo, para ejercicios y para un estudio mas
detallado).

1.7.1. Aproximaciéon numérica de la solucién.

Dado que, en general, no es posible conocer explicitamente la
solucién del problema de Cauchy (1.20), atin cuando sepamos que existe
y es Unica, es conveniente poder construir una aproximacién de ésta,
asi como saber en que medida la funcién construida aproxima a la
solucion verdadera de nuestro problema. Un método sencillo, que nos
permite construir una aproximacién de la solucion, es el método de las
poligonales o método de Euler.
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AY
y(x)
(x4.y4)
X
f } f f } |
Xy X Xz X3 Xy

Figura 20 M¢étodo de las poligonales.

Tratamos de construir una aproximacién de la solucién y = ¢(x)
de (1.20) que no conocemos. Lo que se conoce es la recta tangente a
w(z) en (g, yo), cuya pendiente es f(xo,y0) = ¢'(xg). Para h muy pe-
queno, parece légico pensar que una buena arpoximacion de la solucién
estd dada en [xg, o+ h| por la recta tangente y = yo + f (20, ¥o)(x — o)
(ver figura 20). Denominando z; = xg + h, de nuevo en [zq,x; + h]
una aproximacion de la solucién estard dada por la recta tangente
y = @(x1) + f(x1,9(x1))(z — x1). Ahora no conocemos (1), pero
una aproximacion suya es y; = yo + f (o, yo)(x1 — 7o). De esta manera,
postulamos que una buena aproximacion de la solucién en [z, 1 + Al
estd dada por y = y; + f(x1,41)(z — x1). Asi podemos continuar el pro-
ceso y construir una aproximacién de ¢(x) en un intervalo [xg, zo + 4.

Construimos asi una aprozimacion de la solucion de (1.20) en el
intervalo [xg, o + 0] para el tamano del paso h de la siguiente manera:

Dados (zo,%0), N = %, se calcula recursivamente
T; = xg+ Zh, Yi = Yi—1 + hf(.??i,l, yi,l), 1= 1, 2, ceey N.
La aproximacién de la solucién en [z;_1,x;] es

on() = yic1 + (x — xim1) f (w1, i)

El conjunto {y;}¥, se denomina solucién numérica.
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Xi Yi o(x;) f(xi, y) Ei= o (x;)-y;
0 1 1 2.5 0

0.1 1.25 1.271403 2.9 2.140272E-02
0.2 1.54 1.591825 3.38 5.182469E-02
0.3 1.878 1.972119 3.956 9.411871E-02
0.4 2.2736 2.425541 4.6472 0.1519408

Figura 21 TABLA 4. h=0.1.
Ejemplo 14 La solucion del problema

y = ;-1+2
y(0) = 1,

es p(z) = exp(2z) + 32 y estd definida en (—oo,00). Mediante un
simple algoritmo calculamos la aproximaciéon numérica de la solucién
en [0,0,4] para los pasos h = 0,1 y h = 0,05. Los resultados, asi como
el error, esto es la diferencia entre dichas aproximaciones y la solucién
(¢ — ¢n), quedan reflejados en las tablas 4 y 5 respectivamente (en
ambas se ha utilizado simple precisién).

X; Yi o(x;) f(x;, vi) Ei= 9 (x;)-y;
0 1 1 2.5 0

0.05 1.125 1.130171 2.7 5.170942E-03
0.1 1.26 1.271403 2.92 1.140273E-02
0.15 1.406 1.424859 3.162 1.885879E-02
0.2 1.5641 1.591825 3.4282 2.772462E-02
0.25 1.73551 1.773721 3.72102 3.821123E-02
0.3 1.921561 1.972119 4.043122 5.055774E-02
0.35 2.123717 2.188753 4.397434 6.503582E-02
0.4 2.343589 2.425541 4787178 8.195233E-02

Figura 22 TABLA 5. h=0.05.
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Observamos que a medida que disminuye el paso h el error disminu-
ye. En este caso, evidentemente, hemos podido calcular el error porque
conocemos explicitamente la solucion del problema. En general, esto no
va a poder hacerse, pero se puede demostrar que este error no supera a
Ch, donde C' es una constante que depende de los datos del problema
Zo, Yo v f. Construimos aqui la aproximacion de la solucién para el paso
h = 0,1. Dados (zo,%0) = (0, 1), calculamos z; = 0,1 x 4, i = 1,2, 3,4.
Mediante la féormula ;4,1 = y; + (% — x; + 2y;)h, calculamos recursiva-
mente los valores aproximados de la solucion en x;, 1, parat=0,1,2,3
respectivamente:

y1 =125, yo = 1,54, y3 = 17878a Y4 = 2,2736
La aproximacion de la soluciéon que nos da el método de Euler es:
1+ 2,5(x —0) stz €[0,0,1]
1,25+ 2,9(z — 0,1) si x € [0,1,0,2]

1,54 +338(z—02)  size[02,0,3
1,878 +3,956(z — 0,3) six € [0,3,0,4]

wo1(z) =

Nos damos cuenta de que la aproximacién numérica de ¢ en x cam-
bia con el paso h, pero parece logico pensar que a medida que h se hace
més pequeno méas cerca estamos de p(z). Se dice que las soluciones
aproximadas convergen en r si

li () = on(a)] = 0.

Es decir: cuando el tamano del paso h tiende a cero, las aproximaciones
tienden al valor exacto ¢(x). El siguiente resultado (ver [22] y [27], por
ejemplo, para su demostracién) nos garantiza que el método de Euler
nos proporciona una buena aproximacion de la solucion cuando h — 0.

Proposicion 1 Con las notaciones anteriores, si f es continua y aco-
tada y sus derivadas parciales primeras son continuas en [a,b] x R.
Entonces, Yo € (a,b), yo € R se tiene:

fllllr(l) lo(x) — pp(x)| =0, V€ [xg, 20+ 9] C la,b].
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No entraremos en detalles sobre los errores que se cometen al tomar
y; por el valor exacto de la solucién ¢(z;), pero si mencionamos que
hay dos tipos de errores: el error del método y el error de redondeo.
Observamos que en la iteracion ¢, el método de Euler nos da un valor
y; aproximado de la solucién ¢(x;) , mientras que el ordenador nos da
el valor g;. El error que tendremos es:

E; = @(xz) — Y = @(@"z) —Yi +Yi — Vi (1-21)

La segunda diferencia y; — 9; es el error de redondeo que evidentemente
depende del ordenador que estamos utilizando (ver ejercicios 11-13 para
hacerse una idea de cémo influyen los errores de redondeo sobre la
solucién encontrada). La diferencia ¢(z;) — y;, en la férmula (1.21),
es el error del método, que diremos de orden p si este error, en valor
absoluto, no supera nunca a una constante por h”. Observamos que en
la primera iteracion (i.e. para calcular y;) partimos del valor exacto
de ¢(xg). El error que se comete en la iteracién i supuesto que y; 1
es exacto (y;_1 = (1)) se denomina error local de truncamiento.
Evidentemente, este error, en general, sélo le tendremos en el primer
paso, para calcular el error que se comete al hallar ¢, hay que tener en
cuenta el que se cometio para calcular y, y asi sucesivamente. La suma
de todos los errores locales que se cometen se denomina error global y
lo denotamos por ey.

El método de Euler es de orden 1, y el error depende de la amplitud
(26) del intervalo en el que estamos haciendo la aproximacién y de la
funcién f. Mds concretamente escribimos sin demostracién (ver [5], por
ejemplo, para su demostracién):

5L
len] < 5T (e 1)

donde C' = méax(, y)ep, |fg—£ + %L L = max(, 4ep, |g—]yc|, siendo D; el
rectangulo cerrado en el que f y sus derivadas parciales primeras son
continuas, § = min {«, £} (ver figura 18). El error total Ey (ver (1.21))
se obtiene sumando a ey el error de redondeo.

A raiz de la féormula para el error, se puede pensar que, si se dismi-
nuye el paso h suficientemente, vamos a obtener una aproximacion tan
buena como queramos. Esto, en general, no es asi, dado que al disminuir
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el paso aumentan los errores de redondeo y se puede demostrar que hay
un h* tal que si h < h*, los errores de redondeo superan a los del méto-
do. Una buena idea para obtener mejores aproximaciones con menor
coste es considerar el paso h variable en cada iteracion, es decir, consi-
derar que los puntos z; no estan igualmente espaciados. Hacer variar el
paso en cada iteracion puede ser conveniente e incluso obligatorio a la
hora de resolver ecuaciones cuyas soluciones varian muy rapidamente
en intervalos muy pequenos (ver ejemplo 13), de manera que se ahorren
célculos cuando la solucién varfa lentamente (paso h mas largo), y se
tenga idea del comportamiento singular de la solucion.

Observamos que la férmula y; 11 = y; + hf(x;,y;) se puede obtener
facilmente sin mds que reemplazar en la ecuacién integral (ver (1.8)),

o(zit1) = o(x;) + /:H f(s,0(s))ds.

f(s,¢(s)) por su valor aproximado f(z;,y;). Una forma sencilla de me-
jorar la aproximacién que nos da el método de Euler, es considerar en
cada paso una mejor aproximacién de la integral [** f(s, ¢(s)) ds. No-
sotros no consideramos aqui estos casos, pero si debemos observar que
un método un poco mas complicado que el de Euler, pero de los mas
utilizados por su precision y simplicidad, es el método de Runge-Kutta
de orden 4 (ver ejercicios 10, 16 y 21). Para otros métodos numéricos
y para algunos problemas que pueden surgir utilizando estos métodos
recomendamos ver los interesantes ejemplos de [3] y [5] (ver también
ejercicios 17, 18 y 21).

EJERCICIOS.

1. Utilizar el resultado enunciado en la observacion 1 para demostrar
que si p y ¢ son funciones continuas en (a,b), el problema de
Cauchy (1.17) admite una unica solucién definida en (a,b) (ver
teorema 2).

2. Resolver el problema de valor inicial:

2
, 3

- 1) =0
V=3 y(1)

determinando el intervalo en el que la soluciéon es valida.
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. Resolver la ecuacién y*v/1 — 22y’ = arcsin(z) en (—1,1). En-

contrar la solucién verificando y(0) = 1 asi como el intervalo de
definicién de ésta.

. Demostrar que resolver el problema de Cauchy (1.20) es equiva-

lente a resolver la ecuacién integral (1.8).

. Se considera la sucesién de funciones: ¢o(z) = yo, ¢1(x) = yo +

I, £(5, 60(5)) ds, du(x) = vo + [7, (5, 6 r(5)) ds paran > 1,
que se demuestra ”aproximan” bajo ciertas hipdtesis sobre f a la
solucién de (1.8) cuando n — oo. Las funciones ¢, se denomi-
nan las iteradas de Picard. Demostrar que para los problemas de
Cauchy

y =zexp(—z?), y(0)=0 vy
Y=y, y0)=1

las iteradas de Picard nos proporcionan las sumas parciales del
desarrollo en serie de Taylor de la solucién exacta.

. Comprobar que las iteradas de Picard no nos proporcionan mucha

informacion sobre la solucién del problema

y' =exp(—2?), y(0)=0.

Comparar con la soluciéon aproximada que nos proporciona el
método de Euler, asi como con la aproximacién que nos propor-
cionan los tres primeros términos del desarrollo en serie de Taylor
de la solucién.

. Estudiar la existencia, unicidad de solucién e intervalo de defini-

cién de ésta de los siguientes problemas de Cauchy

a) { y = 2|y|%
L y(0) =0,

= 2Jy|z
b> { y(g) = 37y

y = sin(y? —1)exp(—2?)
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y = (y—1)s
). { y(zo) = yo,¥(z0, %) € R%.

Yy = sin(2? — 1) + exp(—y?)
e>'{y<o> - 0,

8. Encontrar el valor numérico de la solucién en [0, 1] del problema

10.

e). del ejercicio 7, para los pasos h = 0,1 y h = 0,05. Comparar
los resultados obtenidos para los distintos pasos en los puntos
x; =0,1x4,7=1,2,---,10. Construir la aproximacién ¢ (z) de
la solucién en el intervalo [0, 0,5] para h = 0,1.

Se considera el problema de Cauchy

{ yy = zexp(—y?)
y(0) = 1.

a). Resolver la ecuacién diferencial. Estudiar la existencia y uni-
cidad de solucién del problema dado, asi como el intervalo
de definicion de ésta.

b). Usando el método de Euler calcular el valor aproximado de la
solucién en los puntos del intervalo z; =i x h € [—0,3,0,3],
i = +1,42 43, para los pasos h = 0,1, h = 0,05. Com-
parar estos valores con los valores exactos de la solucion en
€s0s puntos.

Se considera el problema de Cauchy

y/ — :L,2_|_y2
y(0) = 1,

a). Encontrar, mediante el método de Euler, los valores aproxi-
mados de la solucion en los puntos z =i x h, 1 =1,2,3,4,5
para los valores del paso h = 0,1 y h = 0,05

b). Intentar encontrar la aproximacién numérica de la solucién
para los pasos h = 0,1, h = 0,05, en el intervalo [0, 1]. ; Qué se
observa cerca del punto x = 1 7. Encontrar el tamano del
paso tal que |¢5(0,9) — 14,3| < 0,05.
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11.

12.

13.

14.
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c). Utilizando como valor inicial el valor aproximado de la solu-
cién en x = 0,9, obtenido en el apartado anterior (puede, por
ejemplo, tomarse el valor y(0,9) ~ 14,27, obtenido mediante
el método de Runge-Kutta para el paso h = 0,05), aplicar
el método de Euler para los pasos h = 0,01 y h = 0,005,
para intentar aproximar la solucién del problema dado, en
el intervalo [0,9, 1]. Utilizando los resultados obtenidos, dar
un valor aproximado de w™ (ver ejemplo 13).

Usando el paso h = 0,05 y el método de Euler, pero reteniendo
solo 2 decimales en cada valor aproximado de la solucion, determi-
nar los valores aproximados de la solucién del problema de Cauchy
del ejemplo 14. Debido a los errores de redondeo, ;qué se observa

con respecto a las aproximaciones calculadas para el mismo paso
h?.

Para hacerse idea de cémo los errores de redondeo pueden afectar
a los calculos numéricos, evaluar el determinante:

1000 x ‘ 6,010 2,004 ‘

18,04 6,000

tomando soélo el primer decimal de cada ntimero. Lo mismo to-
mando los dos primeros decimales y luego los tres.

Considerar el problema de Cauchy:

{ y = z+y-3
y(0) = 2,

cuya solucién exacta es ¢(x) = 2 — x en (—oo,00). Tomar como
condicién inical y(0) = 2,001 y calcular la solucién exacta ¢ (z).
Comparar los valores de ¢(z) y ¢1(x) para x = 1, para © =
log 105, y en general para xz — o0o. ;Qué se puede decir, en general,
sobre el buen planteamiento de un problema de Cauchy?.

Estudiar la existencia y unicidad de solucién de los siguientes
problemas:
y = exp(x)y’ —2y
y(0) 1

)
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15.

16.

17.

Y = y+exp(—y)+ 2z
y(0) = 0,

{ y = exp(—y)r + =g
y(0) = 0.

Encontrar el valor aproximado de la solucién en z = 0,1y z =1
para los pasos h = 0,1, h = 0,05, h = 0,01.

La ecuacién 3y’ = 2|y]% admite al menos las soluciones y = 0
e y = z|z| soluciones pasando por (0,0) definidas en (—oo, 00).
Comprobar que con el método de Euler sélo encontramos una
aproximacién de la primera para cualquier paso h.

. Qué se puede decir sobre la unicidad de solucién del problema

{ vy yly| ¥4 + zsin = 0
y(0) = 0 B

Aplicar el método de Euler para encontrar la aproximacién de la
solucién en [0,0,2]: Encontrar dos valores del tamano del paso h,
tal que la solucién numérica en x = 0,2 sea positiva y dos valores
de h tales que sea negativa. ;A qué se debe este resultado?. Apli-
car el método de Runge-Kutta para aproximar numéricamente la
solucién en [0, 1] para los valores de los pasos h = 1—15, 2—10, %, %,
respectivamente. Hacer una grafica de la solucién. ;Qué se obser-
va?’.

El método de Euler mejorado, para aproximar la solucién de
(1.20), consiste en calcular y; 11 por el método de Euler y mejorar
luego este valor substituyéndole por el que se obtiene aproximan-
do la integral [7"*' f(s,(s))ds por el valor medio:

fxi,vi) + f(@is1, Yiv1)
2

(xi+1 - xl)

Dicho método es de orden 2. Comparar los resultados obtenidos
utilizando este método para los pasos h = 0,1, h = 0,05 con los
de las tablas 4 y 5 respectivamente.
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19.

20.
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El método de Taylor de orden n para la aproximacion numérica
de la solucién de (1.20) consiste en utilizar en cada iteracién los
n + 1 primeros términos del desarrollo en serie de Taylor de la
solucién en z;. Esto es, para n = 2:

Yirr = Vi + [ (@i, y)h + (fo(@i yi) + fy(@o yi) f (@i, ps) )12

Utilizar los tres primeros términos del desarrollo en serie de Taylor
para encontrar una aproximacién de la solucién del problema de
Cauchy del ejercicio 9 en los puntos x;. ;{Se podria razonar cudl
es el orden de este método?. ;Qué ventajas e inconvenientes se
encuentran con respecto al método de Euler?. Hacer lo mismo en
el ejercicio 17.

Estudiar la existencia y unicidad de soluciéon pasando por cada
punto del plano de la ecuacién y' = /|1 — 22 — y?|. Utilizar los
cuatro primeros términos del desarrollo en serie de Taylor de la
solucion, para hacer una grafica aproximada de la solucién que
pasa por (0,0), en el intervalo (—1,1).

Sea f(z,y) una funcién continua en R? tal que, f(z,y) < 0 si
xy > 0,y, f(z,y) > 0 si zy < 0. Demostrar que existe una tnica
solucién de y' = f(x,y) verificando y(0) = 0.

El método de Runge-Kutta, para aproximar la solucién de (1.20),
consiste en calcular y;,1 mediante la formula:

h
Yig1 = Yi + E(Li,l +2L;0+2L;3+ L;4)

donde
1 1
Liy = f(wi,yi), Lig= f(x;i+ §h7yi + ihLi’l) ;
1 1
Lis = f(z; + ih Ui + §hLz‘,2) . Lijg= f(xi+h,y;+hL;3).

Dicho método es de orden 4, y la formula ¢(L; 1 + 2L; 2 + 2L; 3 +
L; 4) puede ser interpretada como una ”pendiente media”. Com-
parar los resultados obtenidos utilizando este método para los
pasos h = 0,1, h = 0,05 con los de las tablas 4 y 5 respectivamen-
te.
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Figura 23 Curvas integrales de la ecuacion y* — y' exp(2x) = 0.

1.8. Ecuaciones no resueltas en y/.

En las secciones anteriores se han resuelto y dado métodos
de aproximacién de soluciones de ecuaciones escritas en forma normal
y' = f(x,y). Algo comin a estas soluciones es que en cada punto del
plano definen una sola direccion. Esto no tiene por que ser cierto pa-
ra ecuaciones mas generales F'(z,y,y’) = 0. Asi ocurre en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 15 La ecuacién ¢ = 3 exp(2r) define en cada punto del
plano (z,y) tres direcciones: y' = 0, ¥ = exp(z), ¥ = —exp(z). Las
familias de soluciones estan dadas por y = ¢, y = exp(z) + ¢, y =
—exp(z) + ¢3 (¢; constantes), cuyas graficas son las de la figura 23.
Observamos que por cada punto del plano pasan tres soluciones de la

ecuacion, una por cada direccion. O

Lo més normal es que por cada punto (x,y) pasen tantas soluciones
como valores de p; verifican F(z,y,p;) = 0, dado que cada uno de estos
puede ser un valor posible para la derivada de la solucion. Los puntos
(x,y) en los que en cualquier entorno hay més soluciones pasando por
ellos que valores de p;, tales que F'(z,y,p;) = 0, se denominan puntos
singulares. Asi, por ejemplo, los puntos x = 0 son puntos singulares
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de la ecuacién y? — y/'x?y? = 0 (ver ejercicio 1). Una curva solucién
formada por puntos singulares se denomina solucion singular. Un caso
particular, y el nico que tratamos aqui a modo ilustrativo, es la en-
volvente de una familia uniparamétrica de soluciones (ver [13] y [14])
para un estudio més detallado de otro tipo de curvas singulares).

Tal como se definié en el ejercicio 3, seccién 1.3, una curva y es curva
envolvente de una familia ¢(z,y, c) = 0 de soluciones de F(x,y,y') =0
cuando en cada punto de v hay una curva de la familia tangente a ella
mientras que en cada trozo de curva hay infinitas curvas de la familia
tangentes a . La envolvente de la familia, si existe, hay que buscarla
en el llamado c-discriminante, esto es, entre las curvas obtenidas al
eliminar ¢ en las ecuaciones

0
o(zr,y,c) =0y aqs(x,y,c) = 0. (1.22)

Curvas envolventes aparecen al resolver las ecuaciones de Clairaut: y =
xy + g(y') con g(y') Z my' + n. Haciendo el cambio ¢y = p en la
ecuacién, se deriva implicitamente con respecto a x y se obtiene: (z +
g ()% = 0. Es decir, 6 2 = 06 (z + ¢'(p)). Integrando 2 = 0, se
tiene p = ¢, y substituyendo en la ecuacién diferencial se obtiene que
y = xc + g(c) es una familia uniparamétricas de rectas solucién. La
candidata a envolvente de esta familia se obtiene eliminando ¢ entre
y==xzc+g(c)y x+ ¢ (c) =0 (esto es lo mismo que eliminar p = 3/
entre y = ap+ g(p) y © + ¢'(p) = 0 y este conjunto de puntos es el
p-discriminante). En este caso, se tiene asegurado que esta curva es
efectivamente la curva envolvente de la familia de rectas. Nosostros lo
comprobamos en el siguiente ejemplo. Observamos que en el caso en
que no sepamos eliminar ¢ entre y = xc + g(c) y x 4+ ¢'(¢) = 0, estas
dos ecuaciones definen también la curva envolvente en paramétricas.

Ejemplo 16 Resolvemos la ecuacién de Clairaut y = xy/ + (3 + 1)%
Despejando 3’ se demuestra que la ecuacién define dos direcciones en
los puntos situados por encima de la parabola y = —“%f — x, una en los
puntos de esta curva y ninguna por debajo de ella (ver figura 24). La
familia de rectas solucién estd dada por y = zc + (¢ + 1)%. Despejando
¢, observamos que por los puntos situados encima de la parabola pasan

dos rectas (dos valores de ¢ distintos) de la familia, una recta (un solo
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valor de ¢) por los puntos de la pardbola y ninguno por los puntos
de debajo (ningun valor real de ¢). Se comprueba facilmente que la
recta que corta a la parabola es tangente a ella. La curva envolvente
es precisamente esta parabola: y = —%2 — x, y se obtiene eliminando ¢
entre y = zc+ (c+1)* y x + 2(c + 1) = 0, tal como se deduce de las
relaciones (1.22). O

Figura 24 Curvas integrales de la ecuacion y = zy' + (v + 1)%.

Otro ejemplo de ecuaciones no resueltas en la primera derivada (i.e.
la 3/ no aparece despejada) son las ecuaciones de Lagrange. Tienen la
forma: y = f(y')xr + g(y') con f(y') Zy'.

Las ecuaciones de Clairaut y Lagrange son un tipo particular de
ecuaciones resolubles en y. Esto es de la forma y = f(x,7'). Todas ellas
se resuelven haciendo el cambio ¢y = p en la ecuacién: y = f(z,p).
Derivando implicitamente con respecto a z, se llega a una ecuacién
diferencial, siendo ahora p = p(z) la variable dependiente: p = f, +
fp%. Se resuelve si se puede, y la familia de curvas integrales de ésta
¢(z,p,c) = 0 junto con la ecuacién diferencial y = f(z,p) definen
paramétricamente una familia de curvas integrales de la ecuacion y =
f(z,y'). En el caso en que se pueda eliminar p entre las ecuaciones
¢(x,p,c) =0, y = f(x,p) se obtiene la familia de curvas integrales en
forma implicita (o explicita).

. ., 2 .,
Ejemplo 17 La ecuacién y = 22 + 2zy’ + % es una ecuacion resoluble
en y. Se procede como acabamos de decir, en el paragrafo anterior, para
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obtener la ecuacién p'(2x + p) = —(2z + p) (con p = y'). Supuesto que

p+2x #0,p = —1 e integrando x = —p + c. Aglora eliminando p
entre las ecuaciones x = —p+cey = x> + 2zp + - nos da la familia
de curvas integrales de la ecuacion: y = —% + xc + % Se deduce

facilmente que las curvas de la familia encontrada son parabolas con el
vértice en la pardbola y = 22. Concretamente, para ¢ = ¢y, la pardbola
Y= —% + zcg + % tiene vértice en (cg, c3) y es tangente a la parabola
y = —z% en el punto (—cy, —c2). Se comprueba facilmente que y = —z?
es una curva envolvente de la familia de parabolas. La figura 25 nos da
idea de la situacion de las curvas integrales, notando que en los puntos
situados debajo de la pardbola y = —a? la ecuacién diferencial no define
ninguna direcciéon. O

El proceso anterior es valido para las ecuaciones de Lagrange, y
la 1nica particularidad es que la ecuacién diferencial en p,x es una
ecuacion lineal con funcién incégnita z(p): p = f(p)+(f'(p)x+¢’ (p))g—i.
En el caso en que f(p) — p = 0 tenga alguna raiz p = p;, la recta
y = zp; + g(p;) es también una solucién de la ecuacién diferencial que
no tiene por qué ser singular.

}
t
-10

Figura 25 Curvas integrales de la ecuacion y = 2% + 2xy’ + %

Ejemplo 18 Consideramos la ecuacién de Lagrange y = 2xy’ — vy
Haciendo 3’ = p, derivando con respecto a z se tiene —p = (22 — 2p)§—§,
de donde dividiendo por p y Z—Z, se llega a la ecuacion lineal 3—; + %x = 2.
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Integrando esta ecuacién x = §p+ 1%. Asi la familia de curvas integrales
de la ecuacion estd dada por las ecuaciones en paramétricas:

2 c 2
x:§p—|—2¥, y=2rp—0p
es decir
2 +c 12+20
‘CC:* 7, = — —
3P 7 y=3p v

(ver ejercicio 3). Evidentemente, en los calculos realizados p # 0. Sin
embargo, identificando términos f(p) = 2p y g(p) = —p?, f(p) —p =0
tiene por raiz p = 0. Observamos que y = f(0)z + g(0) = 0 es también
una solucién de la ecuacion. O

Las ecuaciones resolubles en x son de la forma = = f(y,4). Su
resoluciéon es totalmente andloga a las resolubles en y, con la parti-
cularidad de que la y juega ahora el papel de variable independien-

te. Hacemos 3y’ = p en la ecuacién y derivamos con respecto a y:
;17 = fy + fp%’. Resolviendo esta tltima ecuacién , su familia de curvas

integrales ¢(p, y,¢) = 0 junto con = = f(y, p) nos definen la solucién en
paramétricas de la ecuacion z = f(y, /).

EJERCICIOS.

1. Resolver las siguientes ecuaciones dibujando las curvas integrales:
VP =yt =0,y + (@ Dy +2=0,y% = (z+y)y + 2y =0

2. Resolver las siguientes ecuaciones dibujando las curvas integrales,
asi como posibles envolventes o curvas solucion singulares: x —y =

P2y a=y—logy ,y=ay +y*, (zy +y)? =2%.

3. Comprobar que la familia de curvas hallada en el ejemplo 18 es
efectivamente la solucién paramétrica de la ecuacién de Lagrange
y = 2xy’ — y". Demostrar que por cada punto (zg,%) no pasa
ninguna curva de la familia si 22 < yo, pasa una sola curva si
73 = yo y pasan dos curvas si 2 > 1. Dicha curva se obtiene
eliminando p entre la ecuaciéon y = 2xp — p? y la derivada parcial
de esta ecuacién con respecto a p, 0 = 2z — 2p (p-discriminante)
y, sin embargo, no es una curva envolvente de la familia solucion.
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. Resolver las ecuaciones de Clairaut y = zy’ + i (Y —y)? =

1+y?, y=ay + (v — 1)%

. A raiz de los resultados de la seccién 1.7, razonar si hay algin

motivo por el cual la curva envolvente esta contenida en el p-
discriminante de la ecuacion. ;Y en el c-discriminante de la familia
solucion?

. Deducir la ecuacion diferencial que deben satisfacer las curvas

tales que sus tangentes forman con los ejes de coordenadas un
tridngulo de drea 2a?. Resolver la ecuacién y encontrar las curvas
que satisfacen la condicién anterior.

Referencias Bibliograficas
Es extensa la bibliografia que se puede recomendar para consultar

y profundizar en tépicos relacionados con este capitulo. Citemos, por
ejemplo, los libros [3], [19] v [31] como libros de consulta para todo
el capitulo en los cuales se pueden encontrar numerosos problemas.
Libros clasicos con multitud de problemas planteados y resueltos son
2], [20], [21]. Otros libros muy interesantes, relacionados con algunas
de las secciones, son los siguientes: [13], [26] y [27] para las secciones
1.3y 1.8; [5], [6], [9] ¥ [36] para la seccién 1.6; [1], [14], [15] y [36] para
la seccién 1.7; [3], [5], [11], [17] v [22], para la seccién 1.7.1



Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales de
orden n, n > 1.

2.1. Introduccion.

Se vid, en el capitulo anterior, que las ecuaciones diferenciales de
primer orden son expresiones matematicas en las que se relaciona una
funcién y(z) y su derivada primera con otras funciones conocidas de la
variable independiente x. Cuando en esta expresién aparece también la
derivada segunda y”(z), se dice que la ecuacién es de segundo orden.

En este capitulo nos ocupamos fundamentalmente de las ecuacio-
nes lineales de segundo orden. La teoria para éstas se generaliza en la
seccion 2.4 a las ecuaciones lineales de orden n. La seccion 2.5 nos da
idea de algunos problemas de la Fisica y la Técnica donde intervienen
ecuaciones de este tipo. En la seccién 2.2 un simple ejemplo nos pone
de manifiesto la importancia de las ecuaciones lineales para aproximar,
en determinados casos, a las no lineales. Las ecuaciones no lineales apa-
recen a menudo en problemas que modelan fenémenos de la naturaleza,
sin embargo, la dificultad general de abordar estas ecuaciones hace que
las excluyamos aqui. Seran consideradas en el capitulo 4, en el contex-
to del estudio cualitativo de las soluciones de sistemas autéonomos. En
la seccion 2.3 se resuelven, principalmente, ecuaciones lineales de coefi-
cientes constantes, asi como ecuaciones que se pueden reducir de orden.
Para coeficientes no constantes la secciéon 2.6 intenta ser ilustrativa en

61
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el tipo de técnicas a seguir: buscar las soluciones en forma de series de
potencias. Finalmente en la seccién 2.7 introducimos la tranformada
de Laplace y las propiedades de ésta que nos permiten aplicarla para
la resolucion de las ecuaciones diferenciales. Debemos destacar la im-
portancia de usar la transformada de Laplace cuando en los problemas
aparecen por ejemplo cargas puntuales o fuerzas instantaneas.

2.2. Primeras definiciones y ejemplos.

Una ecuacién diferencial de segundo orden es una expresién
matematica en la que se relaciona una funcién con sus derivadas primera
y segunda. Es decir, una expresién del tipo:

F(z,y,y,y") =0 (2.1)

donde F' es una funcién dependiente de cuatro variables definida en
un dominio D C R, y = y(z) es la funcién incégnita, y'(z),y" ()
sus derivadas primera y segunda respectivamente y x es la variable
independiente.

Una funcién y = ¢(x) se dice que es una solucidn de la ecuacién
(2.1) en un intervalo (a, ) cuando ¢ es continua, admite derivadas

primera y segunda en (e, ), (z,¢(x), ¢'(z), ¢"(x)) € D, y,
F(z, (x), ¢ (z), ¢"(2)) =0 Vz € (o, B).

Ejemplo 19 Integrando dos veces en la ecuacion y” = x obtenemos
familia de soluciones que depende de dos parametros y = % +Cz+D.
Particularizamos el valor de C' y D imponiendo a las soluciones, por
ejemplo, y(0) = 0, ¥/(0) = 1. La tnica solucién que satisface estas
condiciones iniciales es y = "%3 + z estd definida en (—o0,00). O

En general, al integrar una ecuacién de segundo orden se obtiene una
familia biparamétrica de curvas integrales ¢(x,y,c1,c2) = 0, que de-
nominaremos solucion general. Una solucién particular se obtiene para
valores fijos de ¢; y ¢o. La ecuacion se dice que estd escrita en for-
ma normal cuando tenemos y” = f(x,y,y"). Como para las ecuaciones
de primer orden no todas las ecuaciones se pueden escribir en forma
normal.
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La teoria de las ecuaciones diferenciales de segundo orden se reduce
como se vera mas adelante a la de ecuaciones de primer orden cuyas
incégnitas son pares de funciones, esto es, a sistemas de primer orden
con dos incégnitas: Haciendo ¢y’ = z en la ecuacién vy’ = f(x,y,y’) se
tiene el sistema diferencial de primer orden con dos ecuaciones:

y = =z
2 = flx,y,z2). (2.2)

La forma méas general de un sistema de primer orden escrito en

forma normal es
/

Yy - 7"(1’,@/, Z) (2 3)
2 = s(x,y,2), '
donde r y s funciones definidas en algin dominio de R?, y y(z), 2(z)
son las funciones incognitas. Bajo ”condiciones de regularidad” de r y
s se puede asegurar que existe una unica solucion del sistema definido
en alguin intervalo [xg — 6, x¢ + d] verificando unas condiciones inicia-
les: y(zo) = yo, 2(x0) = 20, para xg, Yo, 2o convenientemente elegidos.
Mas adelante, enunciamos de forma precisa este resultado para ecua-
ciones de segundo orden (ver teorema 4 para ecuaciones, teorema 10 del
capitulo 3 para sistemas). A continuaciéon esbozamos sin ningin tipo
de comentario (se pueden anadir los ya hechos para las ecuaciones de
primer orden) el método de Euler para aproximar numéricamente la
solucion de un sistema de dos ecuaciones y como consecuencia de una
ecuaciéon de segundo orden.
Dado el problema de Cauchy

Yy =r(r,yz) , 2 =s(vyz2),
2.4
y(zo) =yo , 2(xo) = 20, (24)

la aproximacion numérica, para el tamano del paso h, de la solucion
(y(z),z(x)) en x; = xg + 1 X h estd dada por:

Yi = Yic1 + hr(Tis1, Yio1, 2ic1)s 2 = Zie1 + hs(Tiz1, Vi1, 2ie1)

parat=1,2,---N.
También en este caso es posible definir el campo de direcciones
asociado al sistema 2.4, bien entendido que se trata de un campo de
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vectores en dimension 3 con las dificultades adicionales que esto lleva
consigo. Cuando la ecuacién (6 sistema) es auténoma, es decir, en ella
no aparece una dependencia explicita de la variable independiente, el
problema se puede simplificar dibujando el campo de direcciones de las
trayectorias, como nos muestra el siguiente ejemplo (ver capitulo 4 para
més detalles).

Ejemplo 20 La ecuacién diferencial de segundo orden y” +y = 0 tiene
por familia de soluciones y = ¢; cos x + ¢o sin x. El sistema asociado es:

y = =
I
= Y,
donde y" = z. Una solucién de este sistema es y = cosx,z = —sinx,

y , se representa en el espacio xyz mediante una hélice, mientras que
la trayectoria es la curva del plano yz cuya ecuacion paramétrica es
(cosz,—sinz),z € R, es decir, la grafica es una circunferencia (ver
figura 27).

La ecuacién diferencial de las trayectorias de la ecuacion y” +y = 0

es % = —¥. El campo de direcciones de esta ecuacién es el de la figura

26, donde es facil deducir que las trayectorias son circunferencias. O
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Figura 26 Campo de direcciones de las trayectorias de la ecuacion
y// +y= 0.
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Figura 27 Grdficas de una solucion y la correspondiente trayectoria
del sistema asociado a y" +y = 0.

Dada una funcién f definida en un cubo u otro dominio abierto D de
R3, y un punto cualquiera (¢, 43, y2) € D. El problema de valor inicial
o de Cauchy consiste en encontrar una solucién de y” = f(z,y,v'),
verificando y(xo) = ¥, v'(x0) = y2, esto es, del problema:

{ y' = flz.y.y
y(xo) =vyo , Y(wo) =

Una funcién ¢ : (a,b) — R es una solucién de (2.5) en (a,b) si
¢ es continua y dos veces derivable en (a,b), Vx € (a,b) se verifica
(z,0(x),¢'(x)) € Dy ¢"(x) = fz, p(x),¢'(2)) y, ademds, p(xo) = yg,
y ¢ (o) = y5.

El siguiente teorema nos asegura bajo qué condiciones podemos es-
perar encontrar una solucién unica de (2.5). La demostracién del teo-
rema 4 puede considerarse como un caso particular de la del teorema
10 del capitulo 3 (ver [14], por ejemplo, para la demostracién).

)
2 (2.5)

Teorema 4 Sea D el cubo D = {(x,y,2)/a < x < byc <y < d,e <
z < f} yla funcién f, f : D C R® — R, continua en D y con
derivadas %5 , % continuas en D. Entonces, ¥(xo,ys,y2) € D, existe
un intervalo, [xg— 0,9+ 3] C (a,b), en el cual la solucion del problema

de Cauchy (2.5) existe y es unica.
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La ecuacion (2.1) se dice lineal cuando tiene la forma y” + p(x)y’ +
q(z)y = r(x). Estas ecuaciones van a ser el objeto de estudio de los si-
guientes apartados. Las ecuaciones no lineales, en general, son dificiles
de resolver. En algunos casos, como los que se reflejan en los ejemplos
siguientes, se pueden reducir facilmente a una ecuacion de primer orden
mediante un cambio de variable (por ejemplo si ¥’ = f(z,y’) se hace
y' = u)) o multiplicando la ecuacién por alguna funcién conveniente-
mente elegida (ver [13], por ejemplo, para otros métodos).

Ejemplo 21 En la ecuacién no lineal y” = 2y3, la funcién f(z,y,y') =
293 es regular en R3. Por tanto, existe una tinica solucién del problema
de Cauchy:

y' =2y, y(0)=1, ¢(0)=1.

Para buscarla, multiplicamos la ecuacién por 3’ y se observa que tene-

2 4 ., X . ..
mos: (%4-)" = (% ). Integrando esta ecuacién e imponiendo las condicio-

nes iniciales y(0) = 1,¢/(0) = 1, se tiene: % = y; Es decir, ¢ = £y%
Integrando de nuevo, e imponiendo la condicién inicial y(0) = 1, se tie-

nen dos soluciones y = ﬁ Evidentemente, a raiz del teorema 4, sélo

una es solucién del problema de Cauchy considerado. Un simple calculo

nos demuestra que la funcién y = p%x no verifica 3/(0) = 1, mientras que
Yy = ﬁ satisface todas las ecuaciones del problema. Asi pues y = ——

1-—x
es la solucién del problema en (—oo,1). O

Ejemplo 22 Un péndulo simple consta de una masa m suspendida por
un cable de longitud [ y masa despreciable (ver figura 28). Suponiendo
que el cable se mantiene recto y la masa queda libre de oscilar en un
plano vertical, en ausencia de amortiguacion, las leyes de Newton nos
permiten deducir que la ecuacién que modela los desplazamientos del

péndulo es: ,

flthr?sine:o (2.6)
donde 0(t) es el 4ngulo que forma el péndulo con la vertical. El péndulo
empezara a oscilar si por ejemplo le desplazamos de su posicion de equi-
librio y le soltamos (0(0) = 6y, 60'(0) = 0) u otras situaciones similares
pasan en el instante t=0, o bien si esta sometido a una fuerza externa
p(t) (en este caso la ecuacién que modela el desplazamiento estda dada

por % + 9sin 6 = p(t)).
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7// 7 // / /////7 s/ ////T/' //// 7 /// '/, //// 7
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Figura 28 Movimiento de un péndulo simple .

La ecuacion (2.6) se puede resolver de manera andloga a como se
hizo en el ejemplo 21: Se multiplica la ecuacién por 6’ y se integra

s / . . .,
obteniéndose: ﬁ = 1. De nuevo, integrando se tiene la solucién
T COS

en forma implicita:

1
[l wsise
,/Q%COSQJrk:

que no nos proporciona demasiada informacién sobre la posicién del
péndulo en el instante ¢t. Asi pues esta forma de resolver la ecuacion
diferencial no nos sirve para estudiar el comportamiento del péndu-
lo. Aplicando el método de Euler para sistemas podemos tener una
aproximacién numérica de la solucién para determinados datos inciales
0(0) = yg, 0'(0) = y2. Otro método que se suele emplear a menudo
es linealizar la ecuacidn, es decir, substituir la ecuacién (2.6) por una
lineal.
En este caso observamos que para valores de 6 pequenos, sinf = 6.

Utilizando esta aproximacién tenemos la ecuacién:

d*0 g

72 + l@—() (2.7)
La solucién general de (2.7) es 0(t) = Acos \/%t—i— Bssin \/%t. Esta solu-
cién nos permite calcular una aproximacion del periodo de oscilacién:
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P = 27r\/g . La primera grafica de la figura 29 nos muestra la diferencia
entre la solucién de la ecuacién (2.7) y la solucién numérica de (2.6)
para valores iniciales (y},y2) = (0,2), mientras que la segunda grafi-
ca nos muestra la misma diferencia para valores (yg,v2) = (0,0,5). Se
ha tomado § = 1. Observamos el parecido de ambas soluciones para
valores de ¢ cercanos a 6 = 0.

0 0
3 0.6 -
2+ 0.4 +
1+ 0.2 +
t t
1 1 T t 1 f t 1 t } T 1
2 4 6 8 10 12, 2 4 6 8 10 1
=1 = -0.2 +
o, -0.4 +—

Figura 29 Grdficas de soluciones de % +60=0y % +sinf = 0.

Si se quiere aproximar la ecuacion del péndulo por una lineal para
valores de 6 cercanos a th = 7 por ejemplo, deberemos cambiar la
aproximacién hecha,

_ 63 6
sm8:6’—§—|—a+---,

por el desarrollo en serie de Taylor de la funcién seno en torno al punto

=1
(0-32, (0-3)"

5
sinf =1 — + 4.

21 4]
La ecuacidn linealizada es en este caso:

0" +1=0.

De esta manera la ecuacién linealizada nos proporciona una buena
aproximacién de la ecuacién siempre que estemos "cerca” del punto
6 = y} del que nos estemos moviendo (en un entorno del cual se hace
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la aproximacién del término no lineal de la ecuacién). Como se verd en
el capitulo 4, la idea de substituir una ecuacion por otra ”proxima’ a
ella que sea lineal, es una de las mas importantes de cara al estudio
del comportamiento cualitativo de las soluciones. Su empleo justifica el
estudio detallado de las ecuaciones lineales. O

2.3. Ecuaciones lineales de segundo orden.
Una ecuacion lineal homogénea es una ecuacién de la forma

Y+ p@)y + q(z)y =0, (2.8)

donde p y ¢ son funciones reales definidas en un intervalo (a,b) y que
supondremos continuas en dicho intervalo. Los extremos del intervalo
(a,b) pueden ser +oo. En el caso de tener la ecuacién de la forma
ao(x)y" + a1(x)y’ + az(x)y = 0 con a; funciones definidas en (a,b) se
supondra ag(z) # 0 Va € (a,b). Cuando los coeficientes a;(x) son
funciones constantes se dice que se trata de una ecuacion lineal con
coeficientes constantes. Como en el caso de ecuaciones de primer orden,
una propiedad fundamental de estas ecuaciones es la de la linealidad del
conjunto de las soluciones: cualquier combinacion lineal de soluciones
sigue siendo solucién. El estudio de esta seccién es totalmente andlogo
al de la seccion 1.5 del capitulo 1.
La ecuacion lineal no homogénea tiene la forma

y' +p()y +q(z)y = r(x), (2.9)

donde r es otra funcién real definida en (a,b). Al igual que para las
ecuaciones de primer orden la solucién general de (2.9) es de la forma:

y(x) = yau () + yp(z), (2.10)

donde ygp(x) es la solucién general de (2.8) e y,(z) es una solucién
particular de (2.9).

Asi pues, en adelante estudiamos cémo encontrar la solucion de la
ecuacién homogénea y veremos también cémo conociendo ésta podemos
calcular la particular de la no homogénea. Para ello necesitamos, prime-
ro, un resultado de existencia y unicidad de solucién analogo al teorema
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2 del capitulo 1, que podria considerarse como un caso particular de
resultados del tipo del enunciado en el teorema 4.

Teorema 5 Sean p,q,r funciones reales continuas en (a,b). Sea xy €
(a,b) e y},y2 € R. Entonces existe una unica solucién del problema de
Cauchy:

y(@o) =y ¥(w0) =43,

definida en todo el intervalo (a,b).

Ejemplo 23 El problema de Cauchy
(1—2%)y" =22y +3y =0, y(0)=1,4(0) =1,

admite solucién tnica definida en (—1,1), dado que los coeficientes

p= %, q= 1_3902 presentan una discontinuidad en xr = +1y zo =0 €

(—=1,1). O

2.3.1. Ecuacién lineal homogénea.

Exponemos a continuacion una serie de propiedades que verifi-
can las soluciones de la ecuacion (2.8) y que nos llevardn a deducir la
forma de la solucién general de dicha ecuacién. A lo largo de toda la
seccién supondremos que p y ¢ son funciones continuas en el intervalo
I = (a,b). Las demostraciones de estas propiedades, todas ellas pro-
posiciones o teoremas, es sencilla y puede encontrarse en cualquiera de
los libros de la bibliografia recomendada [3], [19] ¥ [31]. Antes de pasar
a enunciar dichas propiedades damos una definicién que sera 1til en lo
que sigue.

Se dice que dos funciones ¢1(x), p2(z) son linealmente independien-
tes en el intervalo I cuando se verifica:

Si a1p1(z) + agpe(z) =0,V € I = a; = ay =0.

Se dice que las funciones son linealmente dependientes cuando no son
linealmente independientes.
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Supuesto que las funciones ¢;(x), po(z) son continuas y derivables
en I se define la funcién Wronskiano de (), wao(x) en el punto x

CcOomao:

W1, pol(z) = | il(x) va(x) |

Propiedades de la ecuacion lineal homogéna

1.

Si y1(x), y2(x) son soluciones de (2.8) en I entonces cualquier
combinacién lineal de ellas ayy; () + aoye () es también solucién
de (2.8) en I (o, ap son constantes cualesquiera).

. Dos soluciones 41 (z), y2(z) de (2.8), son linealmente independien-

tes en [ siy sélo si Wy, ya](xg) # 0, Vao € 1.

Dadas dos soluciones y;(z),y2(z) de (2.8) linealmente indepen-
dientes en I, cualquier otra solucién y(z) se escribe de la forma:

y(x) = gy (@) + agya() Vo € 1,

para algunas constantes aj,as. Se dice que {y;,y2} forman un
conjunto o sistema fundamental de soluciones de (2.8) en I.

Sean y(x), y2(z) dos soluciones de (2.8) en I, entonces

T

Wiy, ye](z) = C’exp(—/ p(s)ds), Vx € I,

Zo

siendo C' una constante que depende de ¥, e y» pero no de x. Esta
férmula es conocidad como identidad de Abel.

El Wronskiano de dos soluciones de (2.8) en I, o bien, es idénti-
camente cero en [, o bien, no se anula en ningtin punto de I (esta
propiedad es evidente a partir de la propiedad anterior).

Sean yi(x),y2(x) dos soluciones de (2.8) en I, son linealmente
independientes si y s6lo si Wyy, y2](z9) # 0, siendo xy un pun-
to fijo, cualquiera, de I. Esta propiedad es consecuencia de las
propiedades 2 y 5.
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Asi pues, se deduce de estas propiedades que si tenemos dos solucio-
nes de una ecuacion lineal homogénea en un intervalo y se comprueba
que su Wronskiano es no nulo en un punto cualquiera del intervalo I,
entonces se pueden expresar todas las deméas soluciones como combina-
cién lineal de éstas dos. Una cuestion que queda pendiente es si siempre
existen dos soluciones linealmente independientes de una ecuacién li-
neal; basandonos en el teorema 5, y en la teorfa para sistemas (ver
propiedad 7 y ejercicio 1 de las secciones 3.2 y 3.3 respectivamente,
del capitulo 3), se demuestra facilmente que esta afirmacién es cierta.
Desafortunadamente es dificil, en general, calcular dos soluciones de la
ecuacién, a no ser que ésta sea de coeficientes constantes o se conozca
una solucién particular. En este tltimo caso, veremos, a continuacién,
que la ecuacion se reduce a una de primer orden. La demostracion de
una de las implicaciones de la propiedad 2 es puramente algebréica;
vemos mediante un ejemplo como esta propiedad implica la propiedad

3. Esta demostracién se puede extender para la ecuacion mas general
(2.8).

Ejemplo 24 Se considera la ecuacién de coeficientes constantes y” +
2y’ +2y = 0. Se busca una solucién de la forma e**. Substituyendo en la
ecuacién se llega a que A debe ser raiz del polinomio A24+2\+2, es decir,
los niimeros complejos A = —1+4. Por tanto e’ = e~ cosr+ie *sinx
es una solucion, para cada valor del signo, en el campo de los nimeros
complejos. Separando parte real e imaginaria, demostramos facilmente
que y1(z) = e " cosz, yo(r) = e “sinx son dos soluciones reales de la
ecuacion.

Se comprueba Wle ™ cosz, e “sinz|(z) = e ?® # 0. Por lo tanto
las soluciones y; e y2 son linealmente independientes en (—oo,400).
Supongamos que tenemos una solucién cualquiera ¢(z) de la ecuacion.
Evidentemente, ¢(x) v ¢(z) = ¢(0)e * cosz + (¢'(0) + ¢(0))e “sinx
son soluciones en (—oo, 00) del problema de Cauchy:

{ v +2y +2y = 0
y(0) = ¢(0) , ¥ (0) = ¢'(0).

Como los coeficientes de la ecuacion son funciones constantes, el teore-
ma 5 nos asegura que ambas soluciones deben coincidir. Es decir,

o(x) = p(0)e  cosz + (¢'(0) + (0))e " sin x,
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y por tanto la propiedad 3 queda demostrada. O

Reduccién del orden.

Supongamos que tenemos una solucién y;(x) de la ecuacién (2.8)
en el intervalo I, que no se anula en /. Calculamos otra solucién ys(x)
linealmente independiente de ésta, aplicando el método de variacion
de parametros. Es decir, buscamos ys(x) = yi(x)c(x) donde c(z) se
determina sin més que derivar y, y substituir en (2.8) teniendo en
cuenta que y; es solucién de esta ecuacién. Asi obtenemos que c¢(z)
satisface la ecuacion:

(@) (x) + (20 (2) + p(x)yi () (z) = 0

que se reduce a una lineal de primer orden mediante el cambio ¢ = w.
Integrando se tiene:

o(z) = / eXp(;f( f)(f)d"“")dx. (2.12)

Observamos que se han despreciado las constantes de integracion.
Obviamente, también se obtiene la solucién y, tomando integrales defi-
nidas. Se puede comprobar que y;(x) € y2(x) = y1¢(x) son linealmente
independientes comprobando que su Wronskiano no se anula en el in-
tervalo considerado.

Ejemplo 25 La ecuacion de Euler de segundo orden es de la forma
Oéxzy” + Bxy +vy =0, «,f3,v constantes.

una manera de resolver esta ecuaciéon es reduciéndola a una lineal de
coefientes constantes mediante el cambio z = e para z > 0. As{ sa-
bremos resolver (como veremos méas adelante) todas las ecuaciones de
Euler. A continuacién resolvemos de otra forma, una ecuacién de Euler
en particular, de manera que podamos aplicar el método de variacién
de parametros.

Se considera la ecuacién 2%y” + 3zy’ +y = 0. Se sabe que una
solucién particular es de la forma y;(z) = z". Derivando y substi-
tuyendo en la ecuacién, se tiene que r debe ser raiz del polinomio
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r(r—1)+3r+1=0, es decir, r = —1. Aplicando la férmula (2.12) con

y1 =1, p(z) = 2 se tiene ¢(x) = logz, y por tanto yo(z) = Llogw.

Evidentemente, W[%, %log x] # 0,Vz € (0,00), luego las dos solu-
ciones son linealmente independientes en (0,00). O

Solucién general de la ecuacién lineal de coeficientes cons-
tantes.

Se considera la forma mas general de una ecuacion lineal de coefi-
cientes contantes:

ay” + By + vy =0. (2.13)

Un caso particular de esta ecuacién se consideré en el ejemplo 24. Como
en este ejemplo, si buscamos la solucién de la forma y = e, se demues-
tra que A\ debe ser raiz del polinomio caracteristico al®> + S\ + 7, es
decir, A\ debe verificar la llamada ecuacion caracteristica:

aX? + BA 4+ = 0.

Esta ecuacion tiene por raices Ai, Ao, v las posibilidades que pueden
ocurrir son

a). Las raices son reales distintas, en cuyo caso el sistema fundamen-
tal de soluciones en (—o00, 00) de la ecuacién estd dado por:

{eAlx’ e/\zl‘}'

b). Las raices son reales y coinciden, en cuyo caso el sistema funda-
mental de soluciones de la ecuacion esta dado por:

{6)\117 xe}qx} ’

como se demuestra aplicando el método de variacion de pardme-
tros.

c). Las raices son complejas conjugadas: A = p £ ¢i. Se demuestra
que un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién esta dado
por:

{eP* cos qx, eP” sin qx }.

Asi pues para una ecuacion lineal homogénea de coeficientes constantes
siempre se conoce la soluciéon general.
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2.3.2. Ecuacién lineal no homogénea.

Sea {y1,y2} un sistema fundamental de soluciones de (2.8). De
acuerdo con la férmula (2.10), la solucién general de (2.9) es:

y(z) = ay() + cye(z) + yp(z)

siendo ¢; constantes e y, una soluciéon particular de (2.9). De mane-
ra anadloga a como se hizo para la ecuacion lineal de primer orden,
buscamos y, a partir de y; e y utilizando el método de variacion de
pardmetros.

Se busca y,(x) = K1 (2)y1(z)+Ka(z)y2(x) donde las funciones K;(x)
se determinan derivando y, y substituyendo en la ecuacién (2.9) tenien-
do en cuenta que y; e y, son soluciones de (2.8). Asi, de v, + p(z)y, +
q(z)yy = r(z), i +p(@)yy + q(@)y1 = 0 e y5 + p(x)ys + q(x)y2 = 0, se
obtiene:

Kiyy + Kjys = 0,
Ky, + Ky = r(x),

en donde la primera ecuacién se ha obtenido a la hora de calcular y,,
imponiéndole la condicién de que no aparezcan las derivadas segundas
de K;. Resolviendo el sistema cuyas incognitas son Ki, K, (y tiene
solucién, dado que el determinante del sistema es Wy, y2|(z) # 0)
se obtienen los valores de K; y Ky mediante una simple integracién.
Escribimos directamente las formulas:

_ [ —r@)ye(e) o [ @) o
50 = [ ™ 0= [ 1)

Desde luego, el método de variacion de pardmetros no es el inico pa-
ra buscar una solucién particular. En la proxima seccién veremos cémo
el método de coeficientes indeterminados nos proporciona una solucién
particular cuando la ecuacion es de coeficientes constantes y el término
no homogéneo r(x) es de una determinada forma. A continuacién, en
un ejemplo, aplicamos el método de variacion de parametros, primero
para reducir el orden de la ecuaciéon homogénea, y luego para encontrar
la solucién particular de la no homogénea.
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Ejemplo 26 Se sabe que una soluciéon particular de la ecuaciéon ho-
mogénea asociada a (1 —22)y” — 22y’ + 2y = exp(—=?) es un polinomio
de grado 1. Calcular la solucién general de esta ecuacién.

Primero buscamos y;(z) = ax + f, derivando y subtituyendo en
(1—2%)y” —2xy'+2y = 0 obtenemos y; = x. La otra solucién linealmente
independiente se busca de la forma y,(z) = xc(x) donde ¢(z) esta dado

por la férmula (2.12), ¢(z) = =t + log \/@, y por tanto yo = —1 +

zlog /|12

Calculando el Wronskiano: Wy, yo](x) = ﬁ comprobamos que
las dos soluciones son linealmente independientes en los intervalos (—oo, —1),
(—=1,1), v, (1,00). Observemos que en x = =+1 el coeficiente de y” se
anula y, por tanto, la ecuacion no esta definida en esos puntos.

Ahora la solucion general de la ecuaciéon no homogénea dada es:

+x

1
y(z) = 1z + co(—1 + zlog |1 )+ yp(2)

-
donde vy, se calcula por el método de variacién de parametros: y,(z) =
Ki(z)z 4+ Ko(z)(—1 + zlog \/|12]). De la férmula (2.14), una vez di-
vidida la ecuacién por (1 — z?), deducimos

—exp (%)

Ki(z) = _/yz(l‘) eXp(—$2)d:L" , Ky(z) = 5

2.4. Ecuaciones lineales de orden n, n > 2.

La ecuacion lineal homogénea de orden n tiene la forma
Y+ ar (@D 4 a2y an(e)y =0, (215)

donde los coeficientes a;, 7 = 1,2, - - -, n son funciones reales definidas en
un intervalo (a,b) y que supondremos continuas en dicho intervalo. La
teoria general para ecuaciones lineales de segundo orden se generaliza
a las de orden n, superior a dos, y las demostraciones son andlogas al
caso n = 2.
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La ecuacion lineal no homogénea de orden n tiene la forma
v+ ar (2)y" Y 4+ a2y + an(e)y = r(@), (2.16)

donde r es otra funcién real continua definida en (a,b). La solucién
general de (2.16) es de la forma:

y(x) = yau () + yp(z), (2.17)

donde ygu(z) es la solucién general de (2.15) e y,(z) es una solucién
particular de (2.16). Més concretamente podemos escribir:

y(a) = 1y () + caya () + - + cuyn () + yp(2)

donde {y1,9a, -, yn} son n soluciones de (2.15) linealmente indepen-
dientes.

El resultado de existencia y unicidad de solucion satisfaciendo unas
condiciones iniciales nos lo da el teorema siguiente:

Teorema 6 Sean a;,r funciones reales continuas en (a,b). Sea xy €
(a,b) , yb,y2---,y» € R. Entonces, existe una tinica solucion del pro-
blema de Cauchy:

{ Y™ 4 ay(2)y™ Y + a1 ()Y Fan(z)y = ()
y(zo) = v,y (xo) = v3,- -,y D(zo) =y,

definida en todo el intervalo (a,b).

La nocién de dos funciones linealmente independientes se extiende
a n: Se dice que n funciones ¢1(x), a(x), -, @,(x) son linealmente
independientes en el intervalo I cuando

a1p1(x)taspe(z)+- - Fanpn(z) =0,Ve el =y =as =+ =, = 0.

Se dice que las funciones son linealmente dependientes cuando no son
linealmente independientes, es decir, una de ellas se puede escribir como
combinacién lineal de las otras (n — 1).

Supuesto que las funciones ¢1(x), pa(x),- -+, pn(x) son continuas y
(n — 1) veces derivables en [ se define la funcién Wronskiano de ¢;(x),

o) + - pu(x), como:
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1 () <PI2($) ©n(x)
Wp1, 0, onl(x) = 901(%) @2(1’) @ (x)
(@) o8 (@) (1) ()

Propiedades de la ecuacion lineal homogéna

1.

Si yi(x), y2(x), -+, yr(x) son soluciones de (2.15) en I entonces
cualquier combinacién lineal de ellas ajy;(z) + agys(z) + -+ +
aryr(z) es también solucién de (2.15) en I (q; son constantes
cualesquiera).

. n soluciones y;(x), ya2(x), -+, yo(z) de (2.15) son linealmente in-

dependientes en [ si'y sélo si Wyi, ya, -+, yn](z0) # 0, Vg € 1.

Dadas n soluciones y;(x),y2(x), -, yn(x) de (2.15) linealmente
independientes en [, cualquier otra solucién y(x) se escribe de la
forma:

y(x) = aryi(x) + () + - - + anyu(x) Vo € 1,

para algunas constantes «;. Se dice que {y1,v2, -, y,} forman
un sistema fundamental de soluciones de (2.15) en I.

El Wronskiano de n soluciones de (2.15) en I, o bien, es idéntica-
mente cero en I, o bien, no se anula en ningin punto de I (esta
propiedad es una consecuencia de la formula de Abel para siste-
mas, que se vera en el capitulo 3 ).

Sean y; (), y2(x), - - -, yn(x) n soluciones de (2.15) en I, son lineal-
mente independientes si y s6lo si Wyi, 4o, -, Yn|(x0) # 0 siendo
T un punto fijo, cualquiera, de I. Esta propiedad es consecuencia
de las propiedades 2 y 4.

Hay n soluciones linealmente independientes de (2.15).
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También, como en el caso de ecuaciones de segundo orden, si se
conoce una solucién y;(z) la ecuacion (2.15) se reduce a una lineal de
orden (n — 1) haciendo y(z) = c(z)yi(x) (c es la funcién incégnita en
la nueva ecuacion).

Ecuaciones lineales homogéneas de coeficientes constantes.
Se considera la ecuacién:

y ™+ ayy™ D et ap Y+ any =0

donde los coeficientes a; son constantes. Si se busca una solucion de
la forma y = e se demuestra que A debe ser solucién de la ecuacion
caracteristica

N+ Nt ta, A +a, =0.
Es decir, A es una raiz del llamado polinomio caracteristico:
N+ A"+t a At ay (2.19)

Sean Ay, Ag, -+, \,, las raices de este polinomio en el cuerpo de los
complejos, las posibilidades que pueden ocurrir son:

a). Todas las raices son reales distintas, en cuyo caso el sistema fun-
damental de soluciones, en (—o0,0), de la ecuacién estd dado
por:

{6)\11’ 6A2x7 e e)\nx}.

b). Todas las raices son reales y algunas de ellas coincidentes. Enton-
ces, por cada raiz )\, de multiplicidad ny, hay n; soluciones de
la ecuacién linealmente independientes en (—oo,00) asociadas a
esta raiz:

{eAkx, 336/\”, :L,QeAkx, . ,[l?n’“_le/\kx}

c¢). Hay al menos una raiz compleja A\, = p + ¢i de multiplicidad 7.
Obviamente, el conjugado de A, p — gi, es también una raiz de
multiplicidad n,. Entonces, hay 2n; soluciones reales, linealmente
independientnes en (—o0,00), de la ecuacién asociadas a ambas
raices:

{eP* cos gz, € sin qx, xeP” cos qx, xeP” sin qx, %€ cos gz,

e sin gz, - - -, 2" e cos g, 2™ eP” sin g}
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Asi pues para una ecuacion lineal homogénea de coeficientes constantes
siempre se conoce la solucion general.

En cuanto a la funcién y,(z) de la férmula (2.17), que nos da la
solucién general de (2.16), una vez conocidas n soluciones linealmente
independientes de (2.15), debemos observar que una solucién particular
de (2.16) se puede, también, calcular por el método de variacién de
parametros, es decir, buscando

Yp(®) = c1(2)y1(2) + ca(@)y2(2) + - + cnl@)yn(),

tal como se hizo para n = 2. La demostracion y las formulas de los
¢i(z) pueden encontrarse en [19], capitulo 6. Nosotros no lo hacemos
en esta seccion, y para su calculo, una vez reducida la ecuacién a un
sistema, referimos al método de variacion de parametros para sistemas
que expondremos en el capitulo siguiente.

Método de coeficientes indeterminados.

Exponemos aqui, sin demostracion, el método de los coeficientes in-
determinados para buscar solucién de una ecuacion lineal de coeficientes
constantes, cuando el término no homogéneo r(z) es de una forma de-
terminada. La justificacién de este método puede encontrarse en [19],
capitulo 5.

Se considera la ecuacién:

y(n) + (Z1y(n_1) + e + an_ly, —|— any = 7”(,’])) (220)

Se denotara por pi(z), Pr(z) y Qr(x) a polinomios de grado k, Py(z) =
bo + b1z + -+ bk, Qu(n) = co + o+ -+ + cpa®.

» Sir(z) = prp(x)e™®, se busca la solucién particular como y,(x) =
x° Pp(z)e*”, donde los coeficientes de Py, (los b;) se obtienen deri-
vando, substituyendo en la ecuacién diferencial (2.20) e igualando
coeficientes de potencias de x. s es un nimero, que toma el valor
s = 0 si @ no es raiz del polinomio caracteristico (2.19), y toma el
valor s = n; en el caso de que « sea raiz de (2.19) de multiplicidad
n;.

w Sir(z) = pr(x)e* cos fx 6 r(x) = pr(x)e®® sin Sz, se busca la so-
lucién particular como y,(x) = 2° Py (x)e™* cos fr+x°Qy(z)e* sin Sz,
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donde los coeficientes de Py y Qx ( b; y ¢;, respectivamente) se ob-
tienen derivando, substituyendo en la ecuacion diferencial e igua-
lando coeficientes de potencias de x. s es un nimero, que toma el
valor s = 0 si aw+1[3 no es raiz del polinomio caracteristico (2.19),
y toma el valor s = n; en el caso de que o + i3 sea raiz de (2.19)
de multiplicidad n;.

755

Figura 30 Representacion esquemdtica del resorte que se mueve en
linea recta en el plano horizontal .

2.5. Modelos diferenciales.

Algunos de los modelos matematicos mas tipicos gobernados
por ecuaciones diferenciales lineales (y sistemas) son los relacionados
con el estudio de las vibraciones mecanicas.

Un ejemplo tipico de uso de ecuaciones lineales de segundo orden
nos lo proporciona el estudio de sistemas resorte-masa, es decir, el estu-
dio de las vibraciones de un resorte en espiral suspendido de un soporte
rigido del que pende un cuerpo de masa m sujeto al extremo libre (ver
figura 30). Supuesto que el resorte tiene masa despreciable, las leyes de
Newton (segunda ley de Newton del movimiento), y Hooke (la fuerza
de restitucién que ejerce un resorte elastico es proporcional al alarga-
miento del resorte y(t) y de sentido contrario a dicho alargamiento:
—cy (¢ > 0 es la constante del resorte)) nos permiten obtener el modelo
matematico. Asi, suponiendo que no hay amortiguacién, la ecuacién

d*y
mﬁ = —cy(t)
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modela el alargamiento del resorte. En el caso de que haya amortigua-
cién o fuerzas externas f(t) actuando sobre el resorte, habra que anadir
términos en la ecuaciéon. En un resorte lineal, se supone que la fuerza
de amortiguacién es proporcional a la la velocidad del cuerpo: —ky/(¢),
con k > 0 la constante de amortiguacion. Asi, la ecuacion mas completa
que nos da el alargamiento del resorte es

2

mcciitg = —cy(t) — kig + f(1).

Si se supone que el resorte en el instante inicial se desplaza de su posi-
cién de equilibrio a una posicion y = gy y se suelta con una velocidad
inicial vy, estamos imponiendo condiciones iniciales a la solucién de la
ecuacion: y(0) = yo, ¥'(0) = vp.

AY AY

8 \/>t

Figura 31 Movimiento fuertemente amortiguado.

Estudiamos el movimiento del resorte que oscila libremente, es decir,
la ecuacién my” + ky' 4+ cy = 0, dependiendo de las relaciones entre las
constantes m, k y ¢. La ecuacién caracteristica es mA? + kX 4+ ¢ = 0.
Puede ocurrir:

» Si k? > 4mec, la solucién general de la ecuacién es y(t) = et +

coe™t con ry = =kEvk —dme W, ry = Rk —dme W, es decir, los ex-
ponentes 1,7, < 0. El resorte tiende a la posicion de equilibrio
rapidamente. La gréafica de la solucién y es de la forma indicada
en figuras 31. El movimimiento se dice que es fuertemente amor-

tiguado.
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» Si k? = 4mc, la solucién general de la ecuacién es y(t) = et +
cote™! con r; = % La situacion no es muy diferente de la del
apartado anterior (ver figuras 31).

» Sik? < 4mec, lasolucion general de la ecuacion es y(t) = ciet cos sot

. _ \/ _ 1.2 .
+epefttsin st con s = ﬁ, Sy = 4’;7;’“. El resorte tiende a la

posicién de equilibrio oscilando. La grafica de la solucion y es de
la forma indicada en la figura 32. El movimimiento se dice que es
débilmente amortiguado.

AY
0.2 -
0.15
0.1 +
0.05 + /\
] I 1 | LT N > t
I T T T T J p—
2 4 6 8 10 12 14
-0.05 +

-0.1 -

Figura 32 Movimiento débilmente amortiguado.

» En ausencia de amortiguacién, k = 0, la solucién general es y(t) =
€1 COS Sot + ¢ 8in $ot con S9 = \/% Es decir, el resorte vuelve a
la posicién inicial y el movimiento se repite. El movimiento se
denomina oscilatorio no amortiguado (ver gréfica 33). La solucién
también puede expresarse de la forma y(t) = A cos (\/% (t+ B)),

de donde se deduce que el periodo de la oscilacion es T' = 27T\/§ ,

la frecuencia es % Las constantes A, B se denominan amplitud

de la oscilacion y fase de la oscilacion respectivamente. Para una
determinada fuerza f(t) puede ocurrir el conocido fenémeno de
la resonancia (ver ejemplo 27 y figura 34).
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AY

1+

0.5

-05 +

-1 L

Figura 33 Movimiento no amortiguado.

Ejemplo 27 Tomemosc=m =1,k =0y f(t) = cost en la ecuacion.
La solucion general de

y" + 1y = cost

es

y = cysint + cycost + y,(t).

Calculamos y,(t) por el método de los coeficientes indeterminados, es
decir: y, = bptsint + cot cost, dado que f(t) es de la forma de un
polinomio de grado 0 multiplicado por cost, y 0+ es raiz de la ecuacion
caracteristica A2 + 1 = 0. Se calculan las constantes by y ¢y derivando
en y, y substituyendo en la ecuacién diferencial. Asi se tiene:

2bg cost — 2¢cosint = cost

de donde by = %, co = 0, es decir, la solucion es y = ¢y cost + cosint +
%t sint. Evidentemente para cualesquiera valores de c¢q, ¢y la funcién
toma valores oscilando entre 0, y muy grandes para ¢t — oo (ver figura
34). Este fenémeno, de efectos tan ttiles en electricidad y peligrosos en
mecanica, se conoce con el nombre de resonancia. O
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-2 -

—4 +

C

<
]
sl
- |

Figura 34 Movimiento oscilatorio para la fuerza f(t) = cost,
c=m=1,k=0.

Otro ejemplo de modelos matematicos, en los que aparecen ecuaciones
lineales de segundo orden, nos lo proporciona la teoria de circuitos.
La figura 35 representa un circuito denominado RLC' en serie, que
consta de una fuente de fuerza electromotriz (por ejemplo una bateria
o generador), una resistencia, un inductor y un capacitor en serie. Las
leyes de Kirchoff nos proporcionan la ecuacién que modela el paso de
corriente a través del circuito (ver seccién 1.6.3 del capitulo 1). Asi la
carga q(t) estd dada por la solucién de

d*q dg 1
Ly Ry = Bt
ae g T ot = EW.
mientras que la intensidad de la corriente I(t) (I = %) nos la da la

ecuacion:

21 dl 1. dE
[Py e L
Tyt T
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Resistencia R

Fuerza (E) .
electromotriz Inductancia L

I
I

Capacitancia C

Figura 35 Representacion esquemdtica de un circuito RLC en serie.

EJERCICIOS.

1. Encontrar las ecuaciones diferenciales de que son soluciones las
siguientes familias de curvas: a) las circunferencias de radio 1, b).
las circunferencias centradas en el eje x.

2. a.) Encontrar el periodo de oscilacién del péndulo simple no
amortiguado suponiendo que su movimiento esta descrito
por la ecuacién linealizada: y” + 9y = 0.

b). Se consideran los problemas de Cauchy para la ecuacién del
péndulo:
y'+siny = 0
y(0)=0 , ¥(0)=0.2,

y' +siny = 0
y(0)=1 , (0)=0,.2.

Calcular la solucién numérica en [0, 1] para los valores del
paso h = 0,1 y h = 0,05. Comparar cada una de ellas con la
obtenida substituyendo la ecuaciéon por la ecuacion linealiza-
da 3" +y = 0. Hacerlo primero con la solucién numérica de
la ecuacién linealizada y luego con los valores de la solucion
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exacta. jEn qué caso la ecuaciéon linealizada es una buena
aproximacién de la ecuacién no lineal?.

3. Intentar bosquejar el campo de direcciones asociado a la ecuacién
de las trayectorias de la ecuacion del péndulo 3" 4 siny = 0.

cosxz sinz

4. Se consideran las funciones i /e due se sabe son soluciones
de una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden.
Determinar el intervalo en que son soluciones linealmente inde-
pendientes, asi como la ecuacién.

5. ;Qué se puede decir sobre la existencia, unicidad e intervalo de
definicién de solucién de los problemas de Cauchy:

{ (1 -2y’ —2zy +nn+1)y = 0
y(0)=0 , y(0)=1,

{ (1—22)y" —2zy +nn+ 1)y = )
y(=3)=0 , ¢(=3)=1,

x2y” - xy’ _|_ ([)32 - n2)y — O
y(5)=0

v'+ 2y +Vay = logw
y(1)=3 , y(1)=-27

6. Resolver las siguientes ecuaciones: a). y” + 2y +y = x sh(x), b).
y'+y = sec(x),c). vy’ =3y +2y = xe>*+1,d). y’'+4y = rsin 2z,
). y'+y +y=1+a+a® ).y +y = |z],g). v +y" -2y = -2,
h) y///+y// _ Qy/ = —e% — 2’ 1) yv +y/// — 0’ ,]) yw _|_5y//_|_4y —
sin x cos 2.

7. Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:
y" =6y +9y=0,y(0) =1,4(0)=0,

v+ +2y +2y=0,y(0) =0=1y'(0),y"(
y' +5y +4y=¢€", y(0)=1,4(0)=0
y' +y =2cosz,y(0) =1,4(0) =0.

0)=1,
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Capitulo 2. FEcuaciones diferenciales de orden n, n > 1.

. Resolver la ecuacién de Euler de segundo orden ax?y” + Bxy’ +

vy = 0, en (0,00), para cualesquiera valores de las constantes
a, 3,7. Demostrar que el resultado es el mismo si se reduce la
ecuaciéon a una lineal de coeficientes constantes mediante el cam-
bio x = €, o si se busca la solucién de la forma y = z".

Resolver la ecuacién de tipo Euler: (z41)*y" —4(z+1)y' +4y = 0.

Resolver la ecuacién (2x+1)y” —4(x + 1)y’ +4y = 0 sabiendo que
una solucion es y = x 4 1. ;Doénde son las soluciones encontradas
linealmente independientes?

Resolver la ecuacién y” + 4zy’ + (42* + 2)y = exp(—=?) sabiendo
que la ecuacion homogénea asociada admite una solucion de la
forma y = exp(—az?) para alguna constate a.

Resolver la ecuacién z2y” — z(x + 2)y’ + (z +2)y = 0 en (a,b) C
(0, 00), sabiendo que la ecuacién que admite dos soluciones lineal-
mente independientes tales que su cociente es e”. Comprobar que
las soluciones buscadas son efectivamente linealmente indepen-
dientes.

Resolver la ecuacién de Euler 23y"” + zy’ — y = 1, sabiendo que

una solucién de la homogénea asociada es de la forma y = z* para
alguna constante a.

Resolver para n = 1 y n = 2 la ecuacién (1 — z?)y” — 2xy’ +
n(n+ 1)y = 23 exp(—2?) sabiendo que una solucién particular de
la ecuacién homogénea (Ecuacion de Legendre) es un polinomio
de grado n.

Aplicar el método de variacién de parametros para encontrar la
solucién general de la ecuacién de Euler de tercer orden: x3y"” +

ax®y” + bxy +cy = 0.

Dadas dos soluciones de una ecuaciéon diferencial de segundo or-
den ¢1(z), ¢2(x) linealmente independientes en un intervalo I,
determinar dicha ecuacién.
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17. Estudiar las vibraciones que se producen en un resorte cuyo mo-
vimiento estd descrito por los problemas de valores iniciales:

{ y' +4y = cost
y(0)=0 , ¥(0)=0,

y' +4y = cos2t
{ y(0)=0 , ¥(0)=0,
y' +2y +2y = cost
{ y(0)=0 , ¥'(0)=0.
y”" 4+ 100y = 36cos8t
{ y(0)=0 , ¢(0)=0,
Hacer una grafica aproximada de las soluciones, explicando cua-

les son las diferencias fundamentales en el comportamiento del
resorte para valores de t grandes.

18. ;Cudl es el minimo orden de la ecuacion diferencial lineal ho-
mogénea que admite en (—1,1) las soluciones particulares:

p=a>—20+2, pp=(—-2)2% p=o+z+1,yu=1—-27
Encontrar dicha ecuacion diferencial.
19. Encontrar la solucion general de la ecuacion
y" (1 — 2z cotg(2x)) — day” + 4y’ =0

sabiendo que una solucién de dicha ecuacién es y = cos (2x).

2.6. Solucién por desarrollos en serie.

En los apartados anteriores hemos visto métodos de resolver
ecuaciones lineales de coeficientes constantes, y algunas de coeficientes
no constantes, como la ecuacion de Euler, cuyos coeficientes son deter-
minados polinomios. Cuando los coeficientes de la ecuacién son polino-
mios, se puede pensar en buscar una solucién polinémica, aunque no
es seguro que se pueda encontrar. La pregunta inmediata a hacerse es,
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qué pasa cuando los coeficientes son otra funcion cualquiera de x, y no
es facil imaginarse una solucién particular de la ecuacion para reducir
el orden. La idea general en esta seccién es aproximar, ”si se puede”,
los coeficientes, de una ecuacién lineal de segundo orden, por su desa-
rrollo en una serie de potencias y ensayar una solucién de este tipo (un
desarrollo en serie de potencias), para deducir recursivamente los coe-
ficientes. Damos unos teoremas que nos proporcionan las condiciones
bajo las cuales esto se puede hacer.

Comenzamos con un ejemplo. En el ejercicio 14, seccion 2.5 relativo
a la ecuacion de Legendre proponiamos buscar la solucién general de
la ecuacién sabiendo que una de ellas es un polinomio de grado n. Ob-
servamos que los coeficientes de la ecuacién son polinomios y, es facil
comprobar, que si buscamos las dos soluciones en forma de polinomios
sélo encontramos una (el polinomio de Legendre de grado n). No obs-
tante, si la solucién es regular (”analitica” en algtin intervalo que no
contega a x = +1) admitird un desarrollo en serie de potencias

y(x) = ag + 1w + aa® + - + gt + =Y apat, (2.21)
k=0

Obtenemos los coeficientes ag, formalmente, derivando y(x) en (2.21),
substituyendo en la ecuacién e igualando coeficientes de distintas po-
tencias de 2*. Asf para el valor particular n = 2 se tiene la ecuacién:

(1 —22)y" — 2z + 6y = 0.

Substituimos en la ecuacién y de (2.21), ¢’ e y” dadas respectivamente
por
v (z) = ay + 2asw + 3asx® + -+ kagz® 4 - - 7

y//(:p) = 2a9 + 6asxr + - - + k(k — ]_)akxk_Q + -
y agrupamos los coeficientes de las distintas potencias de z. Se tiene:

2a5 + 6ag + (3,2a3 — 2a1 + 6ay)x + (4,3a4 — 2ay — 4ay + 6ay) x>+

(5,4as — 3,2a3 — 2,3as + 6az)x® + -+
+((k 4 2)(k + Dagyo — k(k — Dag — 2kag, + 6az)z* +--- = 0.
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Igualamos a cero los coeficientes de 1,x, 22, - - -, 2, respectivamente, y
obtenemos:
Gag —4a, 0 6,1as
Q9 = ——.,. A3 = ——, Qg = a: = a =
2 9 y W3 6 , Ug s Wh 342 5’4
(k+3)(k —2)
Qpro = ag, agr =0,Vk > 2,
N S TR R

Para los k impares, escribimos a; en funcion de a;_s y éste en funcién
de aj_4 y asi recursivamente hasta llegar a a; y tenemos la férmula:

46,8 .(2k+2)(2—=1).(2=3).--- (2= 2k + 1)

(2k + 1)) (=)o,

A2k+1 =

Es decir, la solucion general esta dada por:

4 6,4
y=ao(l—32%) +ay(x — -2 — —a® 4+ -+
3! 5!
468.---.(2k+2).(2—-1).(2—3).---(2—2k+1
+ "y ( + )( )( ) ( + )(—1)k$2k+1+"'),

(2k + 1)!

(2.22)

dependiente de dos constantes. En el supuesto de que la serie que acom-

pana al coeficiente a; sea convergente y defina una funcion regular, las

funciones que acompanan a ag y a; son linealmente independientes.

Imponiendo condiciones iniciales y(0) = yo, '(0) = 2o, por ejemplo,

podriamos determinar la tnica solucién del correspondiente problema
de valores iniciales, en el intervalo (—1,1).

La ecuacién de Legendre, (1 —z2)y” — 22y’ +a(a+1)y = 0, estd de-
finida para a no necesariamente un entero. En este caso, las dos solu-
ciones que acompanan a los coeficientes ag y a; son series de potencias,
una conteniendo sélo potencias impares de = y la otra pares. En el caso
«a = n un numero natural, el polinomio de grado n se denomina polino-
mio de Legendre de grado n y s6lo contiene potencias impares (pares,
respectivamente) de x si n es impar (par, respectivamente). La férmula
general de estos polinomios puede escribirse como:

1 d

— (A2 1)"
2nn) dx”<x )

Py (z)
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y numerosas y utiles propiedades de ellos pueden ser encontradas, por
ejemplo, en [7].
Otro ejemplo sencillo de ecuacién con coeficientes polindémicos es la
ecuacion de Airy:
y// — 2y =0

con coeficientes continuos en (—oo,00). Mediante un proceso andlogo
al utilizado para resolver la ecuacién de Legendre encontramos que la
solucion general en dicho intervalo esta dada por

1 3 1 3n
y = ao(lggatt B 1.Bn—3)Bn—1). 6532 )+
L 4 1 3n+1
Fanlet e B OB .Bn-2Bn-3). - (T0)@3)" ):

En ambos casos de ecuaciones los coeficientes eran polinémicos, pero
para la ecuacion
" / 2
y' ety + (14 27)y =0,
con coeficientes continuos en (—oo, 00), el proceso anterior no serviria a

no ser que tengamos en cuenta que el desarrollo en serie de e” esta dado
por

y la serie converge en (—oo,00). En este caso, en la resolucién de la
ecuacién, buscando la solucién de la forma (2.21), se anade la dificultad
de tener que obtener el término general del producto

ye' = (D na,az" ). i'x" ).
n=0 n=0 T

Mas generalmente, el término general ¢, del producto de dos series
" anz™).(d bpa™) = (D cua™)
n=0 n=0 n=0

esta dado por ¢, = agb, + a1b,—1 + - -+ + a,by.

De esta manera, si ademas imponemos a la ecuacién las condicio-
nes iniciales y(0) = 1, ¢/(0) = 0, es facil obtener recursivamente los
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coeficientes a; de la tnica soluciéon que hay del problema de Cauchy
planteado:

y:1—1x2+1x3—ix5+£x6+~--
2 6 120 720 '

Observamos que no siempre podemos esperar obtener una forma
explicita del término general de la serie a;, y en general, nos tendremos
que conformar con calcular un ntmero finito de coeficientes. Eviden-
temente, todo lo que hemos hecho hasta ahora es formal, pero aunque
no entremos en detalles de demostrar convergencias podemos dar un
teorema que nos garantiza bajo qué condiciones de los coeficientes de
la ecuacion el método empleado estd justificado, es decir, la funcién
(2.21) nos define una serie solucién convergente. Para ello, empeza-
mos definiendo lo que entenderemos por funcién analitica en un punto
x = xg. La demostraciéon del teorema, asi como la justificacion de todos
los célculos formales aqui presentados, puede encontrarse por ejemplo
en [7].

Se dice que una funcién f(z) es analitica en el punto x = xy cuando
admite un desarrollo en serie de potencias

o0

f(z) = Z an(x — x0)"

n=0

convergente en algin entorno del punto x, con un radio de convergencia
p, p > 0. Asi, la serie es convergente en |z — xo| < p, vy los a, son los
coeficientes del desarrollo en serie de Taylor de f, a, = %

Observemos que el hecho de que la funcion sea regular en todo R
no significa que la funcién sea analitica con radio de convergencia oc.
Asi, por ejemplo, la funcién H% admite el desarrollo 1 — 2% +a*+-- -+
(—1)"z* + -- -, convergente en |z| < 1, como se deduce del hecho de
que x = =i son raices de 22 +1 = 0 y la distancia de 0 a %i en el plano
complejo es 1.

Un test de convergencia de series de potencias, que puede ser de utili-
dad, es el conocido criterio del cociente. Una version de dicho criterio es:
supuesto que a; # 0 para ¢ suficientemente grande, si lim,, o |“2| = 7,

entonces, el radio de convergencia de la serie (2.21) (6 0% an(z—x0)")

es p =1
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Teorema 7 Sean p,q funciones analiticas en el punto x = xy. Sea p
el minimo de los radios de convergencia de las series de p y q, p > 0.
Entonces, la solucién general de la ecuacion y" + p(z)y’ +q(z)y =0 es

o0

n
y(r) = Z an(x — 20)" = aoy1(x) + ary2(x),
n=0
donde ay y a; son constantes arbitrarias, y y, e ys son soluciones li-
nealmente independientes, analiticas en xq, y cuyos desarrollos en serie
de potencias tienen radio de convergencia al menos p. Los coeficientes
de las series solucion se calculan recursivamente substituyendo la serie
y sus derivadas en la ecuacion diferencial.

De acuerdo con el teorema, observamos que los coeficientes de la
ecuacién de Legendre, p(z) = 112;2, q(z) = 155;32’ son funciones analiti-
cas en el punto 0 con radio de convergencia de las correspondientes
series de potencias p = 1. Asi pues, la solucién que acompana a a; en
(2.22) es una funcién analitica en zp = 0 con radio de convergencia 1.
En este caso, y en general en el caso del teorema 7, se dice que el punto
Ty es un punto ordinario de la ecuacién. En otro caso, se dice que el
punto xg es singular.

Por ejemplo, tomando xy = 0, el teorema 7 no se puede aplicar para
resolver la ecuacién de Euler: 22y” +axy’+by = 0, y el punto z = 0 es un
punto singular de dicha ecuacion. En este caso se dice que el punto x = 0
es un punto singular reqular de la ecuacién de Euler. Esta definicion se
extiende a una ecuaciéon mas general. Un punto z = z( se dice que es
un punto singular regular de una ecuacién a(z)y” + b(z)y + c(z)y =0
cuando la ecuacién se puede escribir de la forma:

(z = 20)"y" + (z = 20)p(x)y + q(x)y =0,
donde p(z), ¢(x) son funciones analiticas en xy. Para este tipo de ecua-
ciones, la forma de buscar soluciones es:

o0

y =z —z0]" > an(r)(z — xo)".
n=0
Desde luego, a raiz del ejemplo 25 para la ecuacion de Euler, cabe
esperar que al menos exista una solucién de esta forma, y ésta sea con-
vergente en 0 < |z — xg| < p, siendo p el minimo de los radios de
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convergencia de las series de p y ¢q. No entraremos en detalles en es-
ta teoria conocida usualmente como el método de Frobenius; tan sélo
enunciamos el resultado principal, teorema 8, para o = 0, cuya de-
mostracién puede encontrarse en [7], asi como un amplio tratamiento
de esta teoria. Como ejemplo de aplicaciéon de estas técnicas se obtie-
nen las conocidas funciones de Bessel de primera clase, soluciones de
la ecuacién de Bessel:

$2y” + :zcy’ + (x2 - VQ)Z/ — 0,

y las funciones de Bessel de sequnda clase (en ocasiones, como combi-
nacién lineal de las de primera clase).

Observamos que son muchas las ecuaciones que aparecen en proble-
mas de la Fisica y de la Técnica que se resuelven mediante los desarro-
llos en series de potencias. Por ejemplo las ecuaciones de Legendre y
Bessel aparecen como consecuencia de intentar resolver ecuaciones de
propagacién de ondas y del calor, utilizando el método de separacion de
variables (ver el capitulo 6 relativo a Ecuaciones en Derivadas Parcia-
les). Propiedades de las soluciones de dichas ecuaciones, y otras como
las de Hermite, Laguerre, Tchevichev, etc., pueden ser encontrados en
[7]. Vemos asi que los puntos singulares regulares aparecen, de una ma-
nera natural, en la teoria de las ecuaciones diferenciales. El siguiente
teorema nos da una idea sobre como buscar dos soluciones linealmen-
te independientes de una ecuacién que tiene un punto singular regular
en r = 0. Quizas, para la mejor comprension del enunciado, es conve-
niente recordar el estudio previo hecho para encontrar la solucién de la
ecuacién de Euler (ver ejemplo 25 y ejercicio 8 de la seccion 2.5).

Teorema 8 Sea la ecuacion:
2y + x(xp(x))y + (2%q(x))y =0, (2:23)

donde p, q son tales que las funciones xp(x), z>q(x) son analiticas en el
punto x = 0, con p > 0 el minimo radio de convergencia de las series de
xp y x2q. Sean py, qo los primeros términos de los desarrollos en serie
de potencias de las funciones xp y x2q respectivamente. Sea vy > 1o, 11
y 1o las raices reales de la ecuacion polinomica (ecuacién indicial ):

r(r—1)4+por +q =0. (2.24)
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Entonces, la ecuacion (2.23) admite dos soluciones yi(x), y2(x), lineal-
mente independientes en 0 < |z| < p, dadas de la forma:

1. Siry —ry no es un numero entero o cero, entonces

yi = [z (1+ D an(ri)2"),

n=1

g = |2l ( 143 an(ra)a”).

n=1

2. Siry =19, entonces

yi = 2" (14 > an(r)2"),

n=1

y2 =y (@) In [z + | 3 bn(ry)a”

n=1

3. Siry —ry € N, entonces

y1 = || (1 + Z an(ry)z"),

n=1

Yo = ayy(z) In |x| + |z (1 + Z Cn(re)z™) .
n=1

donde los coeficientes de las series a;, by, ¢; y la constante a se determi-
nan por sustitucion en la ecuacion (2.23), y las series de potencias que
aparecen tienen radio de convergencia al menos p.

Si en el teorema las raices rq,ry son complejas conjugadas, habria que
proceder separando las partes reales e imaginarias de la serie solucion,
tal como se hace para la ecuacion de Euler. Una aplicacién directa de
éste teorema es la resolucion de la ecuacién de Bessel antes citada (ver
ejercicios 7 y 10). Las funciones de Bessel juegan un papel primordial
en la teoria de la propagacion de ondas en dimension 3, asi como en
otros campos de la Fisica y de la Técnica. Un estudio detallado de pro-
piedades de estas funciones puede encontrarse en [3] o [7], por ejemplo.
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Finalmente, observemos que las técnicas desarrolladas en esta sec-
cion pueden ser generalizadas al estudio de soluciones de ecuaciones
lineales de orden superior y sistemas lineales (ver ejercicios 9 y 11). El
método de desarrollo en series de potencias también puede ser aplicado
para resolver ecuaciones no lineales (ver ejercicio 4), pero un inconve-
niente o desventaja a tener en cuenta es que, en general, no se conoce
el radio de convergencia de la serie solucién.

EJERCICIOS.

1.

Encontrar los 10 primeros términos de los desarrollos en serie de
potencias de las soluciones de los problemas de Cauchy:

y"' +2xy +2y =0, y(0) = 1,4/(0) =0,

zy" +ysinz =z, y(0) =y'(0) =1,
y'+y=1,y(0)=y(0) =1,

Comparar los resultados obtenidos para los problemas segundo y
tercero del ejercicio anterior, teniendo en cuenta que en un entorno
de x =0, sinz ~ x.

Encontrar los 5 primeros términos del desarrollo en serie de po-
tencias de la solucion de las ecuaciones:

x, I

ey +axy =0,
y' +ysinz =0,
/ 2
y=¢ey,
y —y=a

Comparar la soluciéon obtenida en las dos tltimas ecuaciones con
la obtenida integrando directamente.

. Se considera el problema de Cauchy: 3 = 2? + y*,y(0) = 1, del

que no se conoce solucién explicita. Encontrar ¢'(0), 4" (0), y"(0).
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Buscar los tres primeros términos del desarrollo en serie de Taylor
de solucién:

/)
y(x) = X%y n!@)m”-

Comparar con la solucién obtenida numéricamente en [0, 0,3] en
el ejercicio 10 de la seccion 1.7, capitulo 1.

. Hacer lo mismo que en el ejercicio anterior para la solucién de y' —

y =22, y(0) = 0. Comparar con la solucién exacta del problema.

. Encontrar los 10 primeros términos de la solucion de la ecuacion

de Hermite
y" —2zy + 20y =0

para v = 1.

. Encontrar los 10 primeros términos de la solucién de la ecuaciéon

de Bessel

2"+ xy + (a2 = vy =0,
1

para v = 3 en > 0 (esto podria hacerse de la misma manera
para v # 5, n € N.)

. Resolver " — 2zy' + 2y = 0,y(1) = 1,4/(1) = 0, buscando un

desarrollo en serie 332 ax(z — 1)* de la solucién.

. Encontrar los 5 primeros términos del desarrollo en serie, Y32, &t¥,

de la soluciéon del problema de Cauchy para un sistema:

y = =z
ro_ 1
= 139

y(0)=0 , =2(0)=1,

en el intervalo (—1, 1) (evidentemente los coeficientes ¢ son ahora
vectores de dos componentes). Comprobar que el resultado es el
mismo si se calculan los 5 primeros términos del desarrollo en

serie de la solucion de
1
——y =20,
y 11— t@/

en el intervalo (—1,1).
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10. Encontrar la solucion general de la ecuacion de Bessel

I‘Zy” +xy’ 4 (xz o y2)y — 0,

para cualquier valor real de v.

11. Resolver el problema de Cauchy:

"

v =0, y'+ay -2 +2=0

12. Encontrar los 10 primeros términos de los desarrollos en serie de
potencias de los problemas de Cauchy:

' ey +(1+2%)y =0, y(0)=1,4(0)=0
y' +2%y =0, y(0)=03,4(0)=0

13. Encontrar los 10 primeros términos de los desarrollos en serie de
potencias de la solucion de las ecuaciones:

a).y" —xy —y=sinz, b).y" —ysinx =cosz.

2.7. La Transformada de Laplace.

Problemas que aparecen muy a menudo en la Ingenieria son los
relativos al calculo de deformaciones de vigas que estan sometidas a
cargas puntuales, es decir, cargas que actuan en intervalos "muy, muy
pequenos”. Para expresar estas cargas se suele utilizar la funcion Delta
de Dirac, y para resolver las ecuaciones que se plantean la transforma-
da de Laplace. Las funciones Delta, también, se utilizan para expresar
fuerzas que actuan sobre un cuerpo en periodos de tiempo muy pe-
quenos: Por ejemplo, resortes a los que en un instante, t = tg, se les da
un martillazo y vibran bajo la accién de esta fuerza.

La particularidad fundamental de la transformada de Laplace es
que transforma ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constan-
tes en ecuaciones algebraicas, asi como ecuaciones diferenciales lineales
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de coeficientes polindmicos en ecuaciones diferenciales lineales de coe-
ficientes constantes. La importancia de su uso radica en un teorema
de inversién que nos permite, una vez resuelta la ecuacion a la que re-
dujimos el problema, recuperar la solucién de la ecuacion de partida.
La transformada de Laplace es también una herramienta 1til para la
resolucion de ecuaciones integrales e integro-diferenciales, asi como de
sistemas lineales. Comenzamos la seccién con una serie de definiciones.

Una funcién f(t), f : [a,b] — R se dice continua a trozos, o
continua por segmentos, cuando f es continua en todo punto de [a, d]
excepto, a lo mds, en un numero finito de puntos, t,ts, -, tx € (a,b),
donde tiene una discontinuidad de salto, es decir,

lim f(t) y 1im f(t) existen y son finitos, i=1,2,---, k.

t—t; t—t]

Se dice que la funcién f es continua por segmentos en [0, 00), cuando
lo es en cada intervalo [0, N] para cualquier N > 0.

La funcién f, f:[0,00) — R es de orden exponencial o si existen
constantes positivas T'y M tales que:

[f(1)] < Me™, vt > T.

Ejemplo 28 Evidentemente, funciones tan sencillas como senos, cose-
nos, funciones exponenciales y productos de ellas son de orden exponen-
cial. La funcién €™ sin 8t es de orden exponencial 7, pues |e" sin 8t| <
e’ vt > 0.
1% 2 . . , €t2
La funcién e no es de orden exponencial para ningin «, pues &7 —
00, para t — oo y para cualquier a. O

Dada una funcién f, f :[0,00) — R, se denomina Transformada
de Laplace de f en el punto A\ al valor:

LI = / e F(#)d. (2.25)
0
Ejemplo 29 Demostramos que la transformada de Laplace de e sin 8t
es:

Lle™ sin 8t](\) = /OO e Me™ sin 8tdt = VA>T,
0

8
(A—T7)2+82°
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comprobando que este valor es el limite de fOR e Me™ sin 8tdt cuando

R — oo. También se puede comprobar que la integral convege, com-
probando que

/ le™Me™ sin 8t|dt < 0o, VA > 7,
0

dado que
R R 1
lim [ |eMe™sin8t|dt < lim [ TNt = ——— < o0,¥A > 7.0
R—o Jo R—o Jg 7T—A

La definicién de la transformada de Laplace esta ligada a que la
integral impropia de (2.25):

R—o00

00 R
/ e Mf)dt = lim [ e Mf(t)dt,
0 0

sea convergente. Si la funcién f es continua a trozos en [0,00) y de
orden exponencial « es facil de probar que la integral converge para
A > « 0 mas exactamente para Re(\) > «. De esta manera, la trans-
formada de Laplace L£[f]()\) es una funcién con valores complejos, de
variable compleja, definida para Re(\) > «; nosotros sélo utilizaremos
su restriccion a los A reales.

A continuacién exponemos, sin demostracion, algunas propiedades
de la transformada de Laplace que nos permitiran resolver algunas ecua-
ciones diferenciales. La demostracién de dichas propiedades, asi como
la resolucion con ésta de ecuaciones diferenciales, puede encontrarse en
[3] v [24] por ejemplo. Interesantes ejemplos de aplicacién a la teorfa de
la elasticidad, vibraciones y a otros problemas de la Fisica y la Técnica
pueden encontrarse en [32] (ver también en relacién con el uso de otras
transformadas: Fourier, Mellin, etc...), asi como en [29].

Una funcién que nos sera de utilidad para enunciar las propiedades
de la transformacién de Laplace es la funcion escalon: se trata de una
funcién continua a trozos, definida como

0 st t<a
u(t—a):{l st t>a.

Considerando combinaciones lineales de estas funciones se pueden obte-
ner funciones que toman valores cero fuera de un intervalo muy pequeno
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y cuya integral en (—o0, 00) tenga siempre el valor 1. La funcién

sy(t—a) = ];[(u(t—a—)—u(t—a—l—))

toma el valor & en [a — ~,a + ) v cero fuera de este intervalo (ver

figura 36). Si hacemos tender N a oo parece lgico pensar en que el

limite de la funcidn impulso sy(t — a) es una ”funcién”, §(t — a), tal
que:

5(t—a) = { "muy grande” si t=a

0 st t#a.

/+°° 5(t— a)dt = 1.

—0Q
Esta funcién (que desde un punto de vista matemdtico no es propia-
mente una funcién) se denomina funcion generalizada o distribucion
Delta de Dirac y el limite cuando N — oo debe ser entendido en el
sentido:
+o00 +oo

lim s (t — a)o(t)dt = / 5(t — a)d(t)dt = d(a)

N—oo J -0 —00

para cualquier funcién ¢ continua en R.
. —Aa
Obviamente, Lu(t — a)](A) = S— v L[6(t — a)](A) = e, para
a > 0. El resultado se extiende para a = 0 mediante un proceso de paso

al limite.

AY

I

i

1

ot

1

AY i

I

11

mm

N

il

/4 i

| | Al

Pyl
| | t : o Lt
1 ] > | | Ll b L

“1/N 1/N

Figura 36 Aprozimaciones de la Distribucion Delta.
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Propiedades de la transformada de Laplace.

1. Sean f y g funciones tales que su transformada de Laplace existe
para A > a, y ¢1, ¢y constantes cualesquiera. Entonces,

Llerf + cagl(N) = a1 LIf]1(A) + c2L]g](N) , VA > a.

2. Si la transformada de Laplace de f existe para A > «, entonces:

Lle™ f1(N) = L[fI(X — a), YA > a +a.

3. Si f es continua en [0,00), y de orden exponencial «, y f’ es
continua a trozos en [0, c0), entonces:

LT = AL[FI(A) = £(0), VA > a.

4. Si f, f',--, =Y son continuas en [0, 00) y de orden exponencial
a'y f(™ es continua a trozos en [0, c0), entonces:

LI = N LN =N FO)=A2F/(0) == [7(0), YA > @

5. Sea f continua a trozos en [0,00) y de orden exponencial . En-
tonces:

E[/Ot fuw)dul(X) = ﬁ[f)]\(/\)7 YA > maz(a,0).

6. Sea f continua a trozos en [0,00) y de orden exponencial . En-
tonces:

LI F(B](N) = (—1)71‘”;5[; L) va > a

7. Sean f y ¢ funciones continuas a trozos en [0,00) y de orden
exponencial a. Entonces:

ﬁ[/ot f{t —w)g(u)du](X) = LIfI(A).LF](A), VA > a.

La funcién f  g(t) = [¢ f(t — u)g(u)du se denomina convolucion

de f yg.
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8. Si la transformada de Laplace de f existe para A > a, y a > 0,
entonces:

Llu(t —a) f(O](A) = e LI (t + a)](N), VA > a,
o lo que es equivalente

Llu(t —a)f(t = a)](A\) = e LIF(H)](V), YA > o

9. Sea f continua a trozos en [0,00) y periddica de periodo T' (es
decir, f(t) = f(T +1), Vt). Entonces,

10. Sea f continua a trozos en [0, 00) y de orden exponencial. Enton-
ces,

lim Lf](A) =0
Notemos la importancia fundamental de las propiedades 1, 3 y 4
para la resolucion de ecuaciones diferenciales. Ademadas de todas estas
propiedades de la transformada de Laplace, necesitamos un teorema de
inversion. Damos un resultado que es consecuencia de dicho teorema.
Se llama transformada inversa de Laplace de una funcién F'(\), a la
funcién f(t) continua a trozos en [0, 00) que verifica:

El resultado de existencia de transformada inversa para una funcién
dada tiene un enunciado un tanto complejo, pero para lo que nosotros
utilizaremos es suficiente el resultado de inversién que nos proporciona
el llamado teorema de Lerch que enunciamos a continuacion. La demos-
tracién de dicho teorema queda fuera del alcance del curso (ver [33],
por ejemplo).

Teorema 9 Sean f y g dos funciones continuas a trozos en [0, 00), de
orden exponencial o, y tales que L[f](N) = L[g](\), YA > a. Entonces,
f(t) = g(t) salvo a lo sumo en los puntos de discontinuidad de f y g.
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Aplicaciéon de la transformada de Laplace a la resolucion
de ecuaciones diferenciales.

Dada una ecuacién diferencial lineal, la manera de proceder es como
sigue (para ser mas explicitos aplicaremos la transformada de Laplace
en un ejemplo muy sencillo: ¢y —y = 1):

1. Se aplica la transformada de Laplace en la ecuacién diferencial con
variable dependiente y(t), usando las propiedades que se necesiten
de dicha transformada (propiedades 1 y 3 en este caso,

LIy = yl(A) = LOJ(A) = AL[I(A) = y(0) = L[yI(A) = LA](A) ).

2. Como se tiene una ecuacién algebrdica con incognita L[y](\), se
despeja L{y](A) (calculamos L[1](X) = 1, entonces
1 y(0)

LW = 55y * o7

3. Se escribe el lado derecho de la igualdad como suma de funciones
de A, que sean transformadas de Laplace de funciones conocidas.
Para esto, puede ayudarnos una tabla de transformadas de Lapla-
ce, asi como el conocimiento de las propiedades de ésta. Cuantas
mas propiedades y mas transformadas conozcamos, més facil ten-
dremos el problema. La tabla que incluimos aqui es suficiente
para los problemas que se estudian en el curso. Una amplia ta-
bla de transformadas de Laplace puede encontrarse en [34], por
ejemplo. (Sabemos que la transformada de Laplace de ef es

—1°
Asi escribimos:

LI = — + g + 2O

LlyI(A) = —LAJ(A) + L[TA) + y(0)LET(N) ).

4. Finalmente, utilizando de nuevo las propiedades y el teorema 9,
obtenemos y(t) la solucién de la ecuacién considerada. Las cons-
tantes que hayan aparecido y(0), y'(0), etc. dependiendo del orden
de la ecuacion diferencial, se determinan imponiendo, por ejem-
plo, condiciones iniciales. (Asi, en el ejemplo considerado, la so-
lucién es y(t) = e'(1+y(0)) — 1 , que es una funcién continua en

todo R .)
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Ejemplo 30 La figura 37 nos muestra una viga de longitud 2/ que
esta empotrada en un soporte del lado izquierdo y libre en el derecho.
Se supone que la viga esta situada en el eje de las x y el desplazamiento
y(x) se mide en el eje de las y. Si cada punto z la viga estd sometida
a una carga p(z), el desplazamiento, y(x), es la solucién del problema
que modela las deformaciones de la viga:

EIy™ = p(x),y(0) =3/ (0) = 0,y"(2]) = y"(21) = 0,

donde E e I son constantes. E es el médulo de Young e I es un momento
de inercia, y la constante E'I se denomina rigidez a flexiéon. Observemos
que los esfuerzos horizontales se consideran nulos. Se trata de un pro-
blema de contorno que tiene solucién tnica (se vera en el capitulo 5).
Si p(x) es una funcién continua la ecuacién se puede intentar resolver
utilizando los métodos vistos en las secciones anteriores (coeficientes
indeterminados 6 variacién de parametros, dependiendo de cual sea la
funcién p), y las constantes que aparezcan se determinan imponiendo
las condiciones de contorno: y(0) = y'(0) = 0,vy"(21) = y""(2]) = 0.

N

)

N\
N\

MNN

SO
NN

NN

NN
Nk
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N\
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\

’Libre

R

Figura 37 Viga empotrada en un soporte sometida a una carga
concentrada.

Supongamos que la viga tiene una carga concentrada P que actua
sobre su centro z = [. El problema entonces es:

Ely™ = Ps§(z —1),y(0) = /(0) = 0,y"(20) = y"(21) = 0,
que podemos resolver utilizando la transformada de Lapace.
Pef/\l y”(O) y///<0)

BILRIN) = =+ 55 +
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Utilizando la tabla y las propiedades de la transformada de Laplace:

LT

BIL(N) = P Llu(e—1) =100+ 0) 5 L))+ (0)5

2

Utilizando el teorema de Lerch, tenemos que la solucién depende de las
constantes a = y”(0), b = y"’(0). Dichas constantes se determinan impo-
niendo las condiciones que atin no hemos utilizado y”(21) = y"'(21) = 0.
Asi, el desplazamiento estd dado por:

P 2 _ 3 3
y(x) 6E1_(3lx z”+ (z =) u(xr — 1))
AY
f l f — X
05 1 15 2
~02 +
-04 +
-0.86 +
-0.8

Figura 38 Deformacion de la viga.
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Tabla de transformadas de Laplace

f(t) LfI(N)
¢ una constante %
" n!
t"n=1,23,--- E
1
at
¢ A—a
1
t at
‘ A —a)
1 i
sin wt m
cos wt L
A2 4 w2
sinh wt 2 f e
A
cosh wt 2

Vi e

Sl
S

e sinwt =
(A —a)? + w?
e® cos wt A=
(A — a)® + w?
a
er flav't —
flavi) MW+ a?
a e @ A
erfe(—=
i) (2\/%) )
I'(x)
t* 1 k>0
b K: AF‘*
Jo(at) 1
a —
1
I()(at) SR
sin wt ; W
an” —
t A
t sinh wt il
(A2 = W2)2
)\2 2
t cosh wt il
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En el ejemplo 30 observamos que la solucién y(x) es continua (ver
figura 38), asi como lo son 3/ (x), y"(x), pero no lo es su derivada tercera.
Para este tipo de problemas se admitird que una funcién continua, y
con derivada n — 1 continua, es soluciéon de una ecuacion diferencial
de orden n, con coeficientes constantes, cuando satisface la ecuacion,
salvo en los puntos de discontinuidad del término no homogéneo de
la ecuacién. Por otro lado, debemos observar que si este término no
homogémeo es una funcion continua a trozos y de orden exponencial,
la solucion de la ecuacion diferencial también es de orden exponencial
y, por lo tanto, podemos aplicar la transformada de Laplace (veése [36]
en relacién con este resultado).

EJERCICIOS.

1. Encontrar la transformada de Laplace de las funciones:

1
ch(pt), sh(pt), t", —=, ,t%e", ch(at).cos (bt),|sint|.

Vit

2. Encontrar la transformada de Laplace de la funcién f(¢) sabiendo
que su derivada existe para t # %%— %, n=0,1,2,---ylafunciéon
es periddica de periodo 1"

1 si 0<t<Z
fie)y=3 -1 si T<t<
0 si 2L <t<T.

3. Encontrar las transformadas inversas de Laplace de las funciones:

1 3A+2 1 e”? e+ 1) 1
A 42X +2 N2+ 220+ 27 M =17 A =17 N2 42X +27 A(A2+20+ 1)

4. Encontrar la transformada de Laplace funciones de Bessel de pri-
mera clase J;(t), sabiendo que verifican Jy(0) = 1, J,,(0) = 0¥n >
1, y que estan definidas:

To(t) = 71T /0 "cos (tsin0)dl,  Ji(t) = —J (D),
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Tne1(t) = Jo(8) — 2J0(), ¥n > 1.

(Demostrar que la transformada de Laplace de Jy estda dada por
1 (VAZFI-A)"

m,yla de J,, por Vovrs] , paran > 0.)

Una masa, sujeta a un resorte, se suelta a partir del reposo 1m.
por debajo de la posicién de equilibrio del sistema masa-resorte,
y empieza a vibrar. Después de 7 segundos, la masa es golpeada
por un martillo que ejerce un impulso sobre la masa. Encontrar
el desplazamiento y(t) de la masa, siendo el problema que rige las
vibraciones del resorte:

y"' 4+ 9y =30(t — ), y(0) =1,y(0) = 0.

Se considera la ecuacién del resorte en ausencia de fuerza de
amortiguacion. Resolver dicha ecuacion, si se tienen las condi-
ciones iniciales y(0) = 3,4'(0) = 0, y se conoce la fuerza p(t) que
estd actuando sobre la masa m:

a).poe” ™, b).pou(t — ), c).cost.

Resolver el problema que modela el paso de corriente en un cir-
cuito en el que un impulso de voltaje es aplicado en el instante
I

Y+ 2y +2y =35(t — ), y(0) = 1,4/(0) = 0.

Resolver el problema de Cauchy:

{ y' +4y = f(t)
y(0)=0 , ¥(0)=0,

siendo la funcién f definida:

a).
1 st O<t<1
f)=< -1 si 1<t<?2
0 st t<006t>2,
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b).
t st t<

ro={ 1 s

9. Resolver los problemas de Cauchy:

SRS

y'+3y +2y =0, y(0) =1,4(0) = 2.
y' +y=e*sint, y(0) = 0,7(0) = 0.
y" +y =tsint, y(0) = 0,4'(0) = 0.
y' — 2y + 2y = te' sint, y(0) = 0,4'(0) = 0.
y' +2y + 2y =6(t —m), y(0) =0,y (0) = 0.

10. Resolver los problemas de Cauchy para sistemas:

a).
y+2 = et
{ y+y = z-—37
y(0)=1 , =2(0)=
b).
y// _ =
y// — 0y = et

y(0)=3,¢(0)=-2 , 2(0)=3.

11. Resolver la ecuacion integrodiferencial:

5/(; e"cos2(t —u)Y (u)du =" (Y'(t) + Y(t)) — 1, Y(0) = 0.

12. Resolver las ecuaciones integrales:

Y(t)=t+ /Ot cos (t —u)Y (u) du.

Y(t) = ¢ — /Ot (t — w)2Y (u) du.
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13. Resolver: a). El problema de Cauchy:
2y +t2t + 1)y + (22 +t— 1)y =0, y(0) = 0,'(0) = .
b). La ecuacién de Bessel:

ty" +y +ty=0.

(Indicacion: Utilizar para ello las funciones de Bessel de primera
clase J;(t), problema 4, y la propiedad 10 de la transformacién de
Laplace).

Referencias Bibliograficas

Al igual que en el capitulo 1, es extensa la bibliografia que se puede
recomendar para consultar y profundizar en topicos relacionados con
este capitulo. Citamos, de nuevo, los libros [3], [19] y [31] como libros
de consulta para todo el capitulo y [2], [20] y [21] como libros tipicos de
problemas. Otro libro de consulta a un nivel sencillo para las secciones
2.3-2.4 es [24]. Sobre resultados de existencia y unicidad de solucién
(i.e., en relacién a la seccién 2.2) puede profundizarse en [14], [15] y
[26], y, sobre métodos numéricos en [11] y [17], por ejemplo. [5], [9] ¥
[36] nos proporcionan multitud de interesantes modelos matematicos
en los que intervienen ecuaciones del tipo de las estudiadas a lo largo
del capitulo y abordados con las técnicas del mismo. La seccién 2.6
estd ampliamente abordada en [7], y la seccién 2.7 en [34].



Capitulo 3

Sistemas diferenciales de
ecuaciones lineales.

3.1. Introduccion.

Se ha visto en el capitulo 2 que cuando se tienen varias ecuacio-
nes diferenciales relacionadas entre si, y en ellas aparecen varias funcio-
nes incognitas, y;(z), i = 1,2, k, en lugar de una séla, se tiene un
sistema diferencial de primer orden. Se trata de un sistema diferencial
de primer orden cudndo sélo aparecen las derivadas primeras, y., de las
funciones incégnitas, y de un sistema diferencial de orden k si aparecen
las derivadas de y; hasta el orden k. También se vié en la seccién 2.2
como reducir una ecuacion de segundo orden a un sistema de primer
orden con dos ecuaciones. Esto se puede generalizar a ecuaciones de
orden n: Una ecuacion escrita en forma normal,

(n)

Y :f(%y,y/,y”a"'7y(n71))7

se reduce a un sistema de n ecuaciones haciendo el cambio: y; = y, y2 =
Y, yn = y™ 1. Tenemos asi

.7/1 = Y2
Yy = U3
y;hl = Yn
y;z = f(‘rhyl?y?’”';yn)'

113
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Evidentemente, este método de pasar ecuaciones de orden n a sistemas
de primer orden, nos permite también reducir sistemas de orden k a
sistemas de primer orden con un numero superior de ecuaciones. Por
tanto, nos ocupamos aqui de los de primer orden. Un sistema de primer
orden con n ecuaciones en forma normal es:

yi = fl(xaylay%'“ayn)
yé = fQ(xaylay%"'ayn) (31)
y;L = fn<x7y17y27"'7yn)‘

El problema de Cauchy asociado, es el problema de encontrar una so-
lucién de (3.1) que verifique

y1 (o) = ), y2(20) = 5, - -+, yn(w0) = g, (3.2)

siendo (zo, ¥3, ya, - - -, ¥y) un punto perteneciente al dominio D C R"*!
de definicion de las funciones f;. Cuando las funciones f; son de la forma
fi = an(z)yr + app(x)ys + - - + ain(2)y, + bi(x) se dice que el sistema
es lineal:

v = an(x)y + a(@)ye + -+ an(2)yn + bi(2)
vy = an(x)yr + ax(z)ys + - + a2 (T)yn + ba(x) (3.3)
y;z = an1 (x)yl + an2<x)y2 + -+ ann(x)yn + bn<x> .

Evidentemente, la solucién general de un sistema dependera de n cons-
tantes. Si los coeficientes de (3.3), a;;, son constantes i, j = 1,2,---,n,
se denomina sistema lineal con coeficientes constantes.

El conjunto de funciones y; = ¢1(x),y2 = pa(x), -,y = ©n(x)
se dice que es una solucidn del problema (3.1)-(3.2) en un intervalo
(ar, B) cuando ¢; son continuas y derivables en («, 3) y satisfacen las
ecuaciones (3.1) en («, ) y ademés

p1(w0) = ?Jé, pa(w0) = yg, o on(T0) = Yo -

A raiz de la conversién de una ecuacion de orden n en un sistema
diferencial de primer orden con n ecuaciones, es evidente que un sis-
tema diferencial de orden k se puede reducir a uno de primer orden
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con un numero superior de ecuaciones (ver ejemplo 31). Asi pues, por
abuso de notacion, si no hay lugar a dudas, los sistemas diferenciales
lineales de primer orden con n ecuaciones seran denominados sistemas
diferenciales con n ecuaciones (también, sistemas con n ecuaciones).
Los principales resultados de existencia y unicidad para sistemas los
damos a continuacién:

Teorema 10 Cuando todas las funciones f; de (3.1) son continuas en

D, asi como sus derivadas parciales gf" L1, =1,2,--- n, y se considera
Yi
(o, b, 92, -+, yd) € D, entonces, existe un intervalo [xg — 6,z + ] en

el que la solucion del problema de Cauchy (3.1)-(5.2) es unica.

Teorema 11 Cuando todas las funciones a;j,b;, 1,7 = 1,2,---,n, de
(3.3) son continuas en el intervalo (o, B), xo € (o, B), y, (Yo, Y2, -+, Uy
es cualquier punto de R™, entonces, existe una unica solucion de (3.3)-

(3.2) definida en (o, B3).

Ejemplos de modelos mateméaticos gobernados por sistemas de ecua-
ciones lineales son, por ejemplo, los que modelan el paso de la corriente
a través de varios circuitos acoplados en serie, las vibraciones de dos
o mas resortes enganchados entre si y los modelos de crecimiento de
poblaciones presa-depredador.

Ejemplo 31 Se consideran dos cuerpos de masas m; y ms respectiva-
mente, sujetos a tres muelles, tal como indica la figura 39, de constantes
de recuperacion ki, ko, k3 respectivamente. Los cuerpos se mueven en
un plano horizontal y estdn sometidos a fuerzas Fi(t), Fy(t), respecti-
vamente, y se supone que la fuerza de amortiguacién es despreciable.
Aplicamos la ley de Newton para deducir las ecuaciones que rigen el
movimiento de los dos cuerpos.
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Fy(t Fa (t
‘ k% —% kg(yz -7 ) :—2(*)—>—
~ = kp(vz —v1) k3 ¥z

(B)
Figura 39 Movimiento del sistema masas-resortes acoplados.

Si denotamos por y;(t) el desplazamiento del primer bloque y por
y2(t) el del segundo (ver figura 39), observamos que, sobre el primer
cuerpo, las fuerzas que actuan son la fuerza de recuperacién del primer
muelle, —k;y1, la fuerza de recuperacién del segundo ko (yo —1y1) v Fi(t).
Sobre el segundo cuerpo actuan la fuerza de recuperacion del segundo
muelle —ka(y2 —y1), Fa(t), y la fuerza de recuperacion del tercer muelle
—ksyo. Asi las ecuaciones buscadas son:

myy] = ka(y2 — 1) — kayr + Fi(t)

Mayy = —ksya — ka(y2 — y1) + Fa(t)

y sacando factor comin a y; e ys en el lado derecho de la ecuacion,
y haciendo los cambios z; = yi, 20 = ¥}, 23 = Yo, 24 = Y4, tenemos un
sistema del tipo (3.3) con cuatro ecuaciones y coeficientes constantes:

ko + K k Fi(t
z;:—2 Lo+ 2+ 1(t)
mA ma mi
2h = 2y
/ k2 k2 +l€3 Fg(t)
Ry = — 21 — zZ3
mo mo mo
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3.2. Sistemas diferenciales lineales con n
ecuaciones.

La teoria general para sistemas lineales es totalmente andloga
a la expuesta en el capitulo 2 para ecuaciones lineales. Damos aqui las
propiedades de las soluciones sin demostracion: Una demostracién de
éstas, a un nivel sencillo, puede encontrarse en [24], por ejemplo. La
exposicion que hacemos aqui es alterada en muchos libros, donde la
teoria para ecuaciones es una consecuencia de la teoria para sistemas.
En cuanto a los sistemas lineales de coeficientes constantes una expo-
sicién, mas amplia y quizds mas rigurosa, alternativa a la que damos
aqui puede encotrarse en [5], [24] y [36], por ejemplo, basada, en los dos
ultimos, en la reduccién de una matriz en su forma canénica de Jordan.
El resto de la bibliografia recomendada es la del capitulo 2.
Por conveniencia, escribiremos el sistema (3.3) en forma matricial:

y = Alx)y +b(x), (3.4)

siendo A(x) la matriz definida:

aj(z) app(zr) az(x) - ap(x)
= | a0 onle) ) o anle) |
1 (ZE) an2(x) . A ann(x)

y por ¥, b denotamos los vectores columna:

g(r) = (y' (@), y(2), - " (@), ¥ b(@) = (ba(@), ba(2), -+, ba())",

respectivamente. A lo largo de este capitulo supondremos que todos
los coeficientes a; ;, b; son funciones continuas definidas en el intervalo
I = (a, ). El problema de Cauchy correspondiente a (3.4) es:

{ gy = A(x)y+b(x),

y(zo) = 7o,

con xg € I, 49, € R".



118 Capitulo 3. Sistemas diferenciales de ecuaciones lineales.

Como para las ecuaciones lineales, se demuestra facilmente que la
solucién general de (3.4) es de la forma:

() = Yau () + §p(z), (3.6)

donde y,(x) es una solucién particular de (3.4), mientras que you(x)
es la solucion general del sistema homogéneo asociado:

y = Az)y. (3.7)

Asi pues, estudiamos a partir de ahora la estructura de la solucion ge-
neral de este sistema. Exponemos a continuacién, sin demostracion, las
propiedades. Antes, para poner de manifiesto la analogia con las ecua-
ciones lineales, comenzamos con un ejemplo del que ya nos ocupamos
en el capitulo anterior.

Ejemplo 32 La ecuacién diferencial de segundo orden y” +y = 0 tiene
por familia de soluciones y = ¢; cosx + casinx (ver también ejemplo
20, del capitulo 2). El sistema asociado es:

y =z
Z/ = Y,

donde 3y’ = z, y por tanto, la solucién del sistema es y = ¢;cosx +
Cosinx, z = —cysinx + cpcosx. A esta misma soluciéon llegamos si
buscamos la solucién del sistema de la forma: 4 = e**¢, con ¢ un vector
constante (aj,as)’. Derivando e’*¢ y reemplazando en el sistema se

llega a que A y ¢ deben verificar la relacion
(A—XI)e=0,

donde A es la matriz del sistema,

0 1
= (40),

e T es la matriz identidad 2 x 2. Es decir, A es un valor propio de A y
¢ es el vector propio asociado.

Se demuestra A\ = =i, y ¢, por ejemplo, (1,4i)7. Asi, considerando
una de las raices A = i, ¢ = (1,i)7, separamos parte real e imaginaria
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en ¢ y se tienen las soluciones del sistema: ; = (cosx, —sinx)T y
Uo = (sinz, cosz)T que verifican

W g, gel(z) = Wiy, o] () = Wlcos z, sinz](z) = 1 # 0.

La solucién general del sistema es y(z) = c191(x) + coya(z). Se de-
muestra (como se hizé para una ecuacion diferencial en el ejemplo 24),
utilizando el teorema 11, que cualquier otra soluciéon es combinacion
lineal de las dos soluciones encontradas g; € #o:

Sea @ otra solucién, que en el punto z = 0 tomard el valor ¢(0) =
(0(0),©2(0))T. Se considera la solucién §(z) = c17;1(x) + cafja(x) que
en x = 0 toma el valor ¢;41(0) 4+ c292(0) . Tomando ¢y, ¢y tales que
c1¢c080 + casin0 = p1(0) y ¢1(—sin0) 4+ ca cos 0 = 5(0) (en este caso,
c1 = v1(0) y ca = ¢2(0)), se tiene que y(x) y @(x) son la solucién del
mismo problema de Cauchy. Por tanto, el teorema 11 nos garantiza que
ambas soluciones coinciden en (—oo,00). Se dice que {71, 72} forman
un conjunto fundamental de soluciones en (—oo,00). O

La nocién de n funciones linealmente independientes se extiende sin
dificultad a n funciones vectoriales: Se dice que k funciones ¢ (), pa(z),
-+, @r(z) son linealmente independientes en el intervalo I cuando

Sl ozl@l(x)+oz2@2(x)+~ . +Oékg5k(l’) =0 ,VI € I = 0] =Qg = " =0 = 0.

Se dice que las funciones son linealmente dependientes cuando no son
linealmente independientes, es decir una de ellas se puede escribir como
combinacion lineal de las otras.

Dadas n funciones definidas en I, ¢1(x), @2(x), -+, ¢n(x), se define
la funcién Wronskiano de ¢1(x), 2(x), - -, @n(x) como:

3

2 2
o _ x

er(z) wy(x) - ()

A continuacion enunciamos las propiedades fundamentales de las
soluciones de los sistemas lineales. Todas estas propiedades podrian
enunciarse como una proposiciéon o un teorema; algunas de ellas son
consecuencia inmediata de las otras. Omitimos aqui la demostracién de
todas ellas.
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Propiedades de la solucion del sistema homogéneo

1. Si g1(x),g2(x),- -+, yr(x) son soluciones de (3.7) en I, entonces
cualquier combinacién lineal de ellas a1 (x) + agfa(z) + -+ +
aryx(z) es también solucién de (3.7) en I (o son constantes cua-
lesquiera).

2. n soluciones 7 (x), y2(x), - - -, yn(x) de (3.7) son linealmente inde-
pendientes en [ siy sélo si W[y, 4o, - -+, Unl(z0) # 0, Vg € 1.

3. Dadas n soluciones g1 (x), g2 (), - - -, yn(x) de (3.7) linealmente in-
dependientes en I, cualquier otra solucién y(z) se escribe de la
forma:

g(‘r) - a1g1<x> + O‘2g2<‘r> +o O‘ngn(x>7 ,\V/ZL’ € I7

para algunas constantes «;. Se dice que {91, Ja, - - -, yn } forman un
conjunto fundamental de soluciones de (3.7) en I. Esta propiedad,
asi como la anterior, son consecuencia inmediata del teorema 11.

4. n soluciones (), y2(x), -, yn(x) de (3.7) son linealmente inde-
pendientes en I cuando para cualquier punto xy € I, los vectores
U1(x0), J2(x0), - -+, Yn(xo) de R™ son linealmente independientes.

5. Dado un punto cualquiera xy € I, y n soluciones de (3.7) se tiene,
para x € I, la identidad:

Wi, 0n)() = exp( | Traza(A(s)ds)W g, g+ ) w0,

Esta férmula se conoce con el nombre de Identidad de Abel y nos
permite deducir que el Wronskiano de n soluciones de (3.7), o
bien es idénticamente cero en I, o bien no se anula en ningin
punto de I.

6. Sean {y1(x),y2(x), -, yn(x)} n soluciones de (3.7) en I, son li-
nealmente independientes si y sélo si W[y, 42, -+, Un](z0) # 0,
siendo xg un punto fijo, cualquiera, de I. Esta propiedad es con-
secuencia de las propiedades 4 y 5.
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7. Hay n soluciones linealmente independientes de (3.7) en I, y no
mas. Esta propiedad es consecuencia de la propiedad 4 y de que
en R™ hay n vectores linealmente independientes, €y, és,- - -, €y;
basta con tomar n soluciones del sistema homogéneo (3.7), zg € I,
e y; verificando cada una de ellas la condicién inicial y;(zo) = €;,
es decir solucién de (3.7) con condicién inicial gy = é€; .

Observacién 3 Se observa que el conjunto de soluciones del sistema
(3.7) forman un espacio vectorial, de dimensién n, con las operaciones
usuales de suma de vectores y multiplicacion por escalares. n soluciones
linealmente independientes forman una base de este espacio. O

3.3. Sistema homogéneo con coeficientes
constantes.

A continuaciéon encontramos la solucién general de un sistema
lineal de coefientes constantes. Esbozamos la demostracion para un
sistema de dos ecuaciones y escribimos, sin mas, cémo encontrar la
solucion para un sistema con n ecuaciones.

Sistema homogéneo con dos ecuaciones.
Se considera el sistema:

Y = anyi + a2y
Yy = a1 + axys,

donde los coeficientes a;; son constantes. El sistema escrito en forma
matricial es:

—/ —

y =Ay

donde A es la matriz

Se busca la solucién de la forma e**é. Substituyendo en el sistema, tal
como se hizo en el ejemplo 31, se tiene que A debe ser un valor propio
de A y ¢ un vector propio asociado. Las posibilidades son:
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1. Hay dos valores propios de A , reales y distintos, A1, A\2. Sean ¢; un

vector propio asociado a Ay y ¢ un vector propio asociado a .
Se sabe, de la teoria de valores y vectores propios para matrices,
que ¢; v ¢ son vectores linealmente independientes. Por tanto, la
propiedad 4 nos permite asegurar que las soluciones 7; = eM?%¢,
o = €%, son linealmente independientes en (—oo, 00). Asf pues,
{eM?E), e*2%¢,} es un conjunto fundamental de soluciones del sis-

tema.

Hay un valor propio de A, real, de multiplicidad 2, \; = Ay. En el
caso de que haya dos vectores propios linealmente independien-
tes, 1 v G, asociados a \Aj, el conjunto {eM?¢;, eM?¢,} forma un
conjunto fundamental de soluciones del sistema. En el caso de
que s6lo hay un vector propio, ¢;, linealmente independiente aso-
ciado a A;, una solucién es e**¢,. Se busca la otra linealmente
independiente de la forma g, = (@, + d@y)eM®. Se deriva i, y se
substituye en el sistema 3’ = Ay. Igualando coeficientes de las
distintas potencias de x se tienen los siguientes sistemas que nos
determinan a; y as:

(A - )\12:)&1 =0 y (A - )\1I)C_LQ = Q.

Evidentemente, ¢ = ay, y ag, la solucién de (A — M Z)as = ay,
son vectores linealmente independientes, y {¢,e*®, (a2 + ay)eM®
forman un conjunto fundamental de soluciones.

Los valores propios de A son complejos conjugados. En este ca-
so, los vectores propios correspondientes a A, y a su conjugado,
son también vectores de componentes niimeros complejos con-
jugados. Las dos soluciones reales linealmente independientes,
asociadas a A, se obtienen calculando la parte real e imagina-
ria de e*¢. El conjunto fundamental de soluciones esté dado por:

{Re(e*c), Im(e*e)}.

Sistema homogéneo con n ecuaciones.
Generalizamos los resultados obtenidos para un sistema con dos

ecuaciones a uno de n. La base de esta generalizacién hay que buscarla
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en la reduccién de la matriz del sistema, A, a su forma candnica del
Jordan. Dado el sistema

y = Ay
donde A es ahora la matriz:
a;i; Az a3 -+ QAip
A — Qg2 Q22 Q23 --- A2p
Ani Gpg - Oy

se busca la solucién de la forma: e**¢. Se demuestra que A es un valor
propio de A y ¢ un vector propio asociado. Sean los valores propios de
este sistema A1, Ao, - -+, A\, en el cuerpo de los nimeros complejos. Las
posibilidades que pueden ocurrir son:

1. Se trata de n valores propios reales distintos. Para cada i =
1,2,---.n, sea ¢; el vector propio asociado a A;. Entonces, el
conjunto fundamental de soluciones del sistema esta dado por:

{eM7e, ey, o eMTE, )

2. Hay algun valor propio complejo A; simple. Entonces su conjugado
\; también es valor propio y los vectores propios asociados son
conjugados uno del otro. Para este valor propio hay dos soluciones
reales linealmente independientes asociadas:

{Re(e"E), Im(e®c)}.

3. Hay un valor propio \; real o complejo de multiplicidad k. Supon-
gamos primero que es real y que hay [ vectores propios linealmente
independientes con [ < k. ¢;,, G, -+, C;,. Entonces,

N = i = AT =
{eM¢,, e ¢y, -+ -, e, }
son [ soluciones linealmente independientes asociadas a \;. Si k =
[, éstas son todas las que buscamos. Si [ < k, obtenemos las k — [
soluciones restantes linealmente independientes buscando solucio-

nes de la forma: (@, 2+as)eN®, (dox?+dio+dy)e®, - - (fork =14
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s+ froim+ fr)et®, donde los coeficientes a;,d;, - - -, f; pue-
den ser 0 y se obtienen por sustitucién directa en el sistema, sin
mas que igualar coeficientes de distintas potencias de x.

Hay que observar que para k > 4 el proceso puede resultar com-
plicado.

En el caso de que \; sea complejo se procede como en el caso
real, pero ahora, los vectores &, a;, d;, - - -, f; tienen componentes
nimeros complejos. Separando parte real e imaginaria en las solu-
ciones buscadas antes, se tienen en total 2k soluciones linealmente
independientes asociadas a este valor propio y a su conjugado.

El hecho de que el método descrito en la posibilidad 2 cuando n = 2,
y en la posibilidad 3 cuando n > 2, nos permita encontrar k soluciones
linealmente independientes, asociadas al valor propio )\; de multiplici-
dad k, es una consecuencia del siguiente resultado del Algebra Lineal
(ver [5], por ejemplo):

Proposicién 2 Supongamos que la ecuacion det(A — A\Z) = 0 tiene p
raices distintas, {1, Ao, -+, A\, }, con multiplicidades ny,na, - - -, n, res-
pectivamente. Supongamos que A tiene v; < n; vectores propios lineal-
mente independientes asocitados al valor propio X\;. Entonces, la ecua-
cion (A — NZI)?*¢ = 0 tiene al menos v; + 1 soluciones linealmente
independientes. Mds generalmente, si la ecuacion (A — N\I)™¢ = 0
tiene solo m; < n; soluciones linealmente independientes, entonces
(A —NI)™te = 0 tiene al menos m; + 1 soluciones linealmente inde-
pendientes.

Ejemplo 33 La matriz del sistema

y/1 = Y
Yo = —Y1—2Y+Ys+ U
Ys = Ua

vy = Y1+Y2— Yz — Va,

tiene por valores propios A = 0, de multiplicidad 1, y A = —1, de
multiplicidad 3. A = 0 tiene un vector propio asociado: (1,0,1,0)T; la
solucién asociada es a A = 0 es justamente este vector constante, puesto
que €% = 1.
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A = —1 tiene un solo vector propio asociado linealmente inde-
pendiente (1,—1,0,0)7. Una solucién correspondiente a A = —1 es
e~*(1,—1,0,0)T. Otras dos soluciones linealmente independientes, aso-
ciadas a dicho valor propio, se buscan de la forma: (ag + ayz)e™?,
(bo + b1 + box?)e™®. Se demuestra que

(A+Z)a; =0, (A+T)ag = ay,

(A+2Z)by =0, (A+ )by = 2by, (A+TI)by = b;.

Asi, se calculan recursivamente los coeficientes y se tiene que la solucién
general es:

7 =a(1,0,1,0)"+e*(B(1,—1,0,0)"+~((1,-1,0,0) z+(1,0,1, —1)")

+6((1,-1,0,0)72% + (2,0,2, —2)Tx + (1,1,4, -2)T) ),

con «, 3,7, 0 constantes. Evidentemente las cuatro soluciones buscadas
son linealmente independientes en (—o0, c0), dado que su Wronskiano
en el punto x = 0 es no nulo. O

Observacién 4 Evidentemente, hay otros métodos de resolucién de
sistemas lineales de coeficientes constantes como puede ser su reduc-
cién a una ecuaciéon diferencial de orden n, reducir el sistema de or-
den (ver ejercicios 3y 6 — ¢).), el uso de la transformada de Laplace
(ver ejercicio 10 de la seccién 2.7, capitulo 2). Nosotros no abordamos
aqui estos métodos, sin embargo, debemos destacar el interés del uso de
la transformada de Laplace para sistemas no homogéneos en los cuales
intervienen funciones discontinuas, como las funciones salto o Delta de
Dirac. La transformada de Laplace puede resultar también util para
sistemas con coeficientes polinémicos. O

3.4. Sistema no homogéneo.

A raiz de los resultados de la seccién 3.2, si se conocen n so-
luciones de (3.7), {%1, 2, -, Un}, linealmente independientes en I, la
solucién general de (3.4) es:

191 (z) + a2 () + -+ + () + Yp(),
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donde los «; son constantes y 7,(x) es una solucién particular de (3.4).
En esta seccion encontramos la solucién particular aplicando el méto-
do de variacion de pardmetros. Utilizamos para ello, por comodidad,
notacién matricial. Dadas n soluciones de (3.7), se denomina matriz so-
lucion del sistema homogéneo a una matriz cuyas columnas son vectores
solucion:
P(x) = (41 (), y2(x), - Yn(2) ).
Asi, cuando las n soluciones son linealmente independientes, la solu-
cién general del sistema (3.7) se puede expresar como §(z) = ®(x).k,
con k un vector constante (n x 1). Si las soluciones son linealmen-
te independientes, se dice que ® es una matriz fundamental del sis-
tema. Como el determinante de ®(x) es justamente el Wronskiano:
W(g1, Y2, - -, Un)(x), una matriz solucién es matriz fundamental si y
solo si su determinante en un punto cuaquiera del intervalo I es no
nulo (ver propiedad 6 en la seccién 3.2). Evidentemente, una matriz
solucion verifica:
Q' (z) = A(z).®(x)

(ver ejercicios 7 — 8 para propiedades ttiles de la matriz fundamental
en el caso de que A sea una matriz constante).

Como para ecuaciones lineales, el método de variaciéon de parame-
tros consiste en encontrar la solucién particular de (3.4) de la forma:

Up(x) = @(2).c(z) = cr(2)i1(2) + c2(2)P2(@) + -+ + ca(2)Fn(), (3.8)

donde ®(x) es una matriz fundamental del sistema homogéneo asociado
y ¢(x) es una funcién vectorial, (¢1(z), ca(), -+, co(x))?, a determinar

derivando en la ecuacién (3.8) y substituyendo en (3.4). Se tiene que

@ (z) verifica la ecuacion:

(). (x) = b(x).

Puesto que ®(x) es una matriz invertible. Despejando ¢ (), e integran-
do, tenemos que la solucion particular es

gM@:¢@y/y@*amm, (3.9)

y la solucién general del sistema (3.4) es

M@:¢@M%+/M@*H@M% (3.10)
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siendo k£ un vector constante.

Ejemplo 34 Un sistema de tipo Euler es uno de la forma:

vy, = y1+ 3y + 2t
Ty, = —yi+ dys + x°e”.

(Ver ejercicios 5—6 para casos més generales). Sea A la matriz constante

. 1,3
A_<_175)

Para reducir el sistema a uno de la forma (3.4), hay que dividir por
el coeficiente, z, de la derivada. Asi, la matriz del nuevo sistema es de
coeficientes variables:

mientras que el término independiente es b(z) = (23, 2*e*)T. Los coe-
ficientes de nuevo sistema son ahora funciones continuas en (0, c0). Se
sabe que una solucion del sistema homogéneo es de la forma § = x"c.
Derivando y substituyendo en el sistema

8 |o8 |w

Ty, = Y1+ 3y
Ty, = —uy1 + Oy,

se demuestra que r debe ser un valor propio asociado a la matriz cons-
tante A de este sistema, y ¢ el vector propio correspondiente. Asi, dos so-
luciones linealmente independientes en (0, 00) son: x*(1,1)7, 22(3,1)T.
Una matriz fundamental es

<1><x>=(3$§ ’ )

¢ ., x

Aplicando ahora la férmula (3.10), se tiene que la solucién general del
sistema dado es:

2 4 2 4 z? z(_ x? _
() = < 31‘201 + x402 )—i—( 31;2 , 1;4 ) . < et + 2 ( St 1) ) .
r°cp + TC r ., T — + 3e’
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Si se imponen mas condiciones iniciales al sistema no homogéneo, por
ejemplo g(1) = (0,0)7, se determinan las constantes en la solucién
—1+2e

general: c; = —%, c1 = —;=. La solucién del sistema que verifica

7(1) = (0,0)T es tnica en (0,00). O

Observacién 5 A lo largo del capitulo se han resuelto sistemas ho-
mogénos de coeficientes constantes y otros que se reducen a ellos. Cuan-
do los coefientes del sistema son ”analiticos”, se puede intentar resolver
buscando soluciones en forma de series de potencias (ver ejercicios 9 y
11 de la seccién 2.6, capitulo 2). Cuando los coeficientes del sistema son
periddicos, la Teoria de Floguet nos garantiza que estos sistemas pueden
reducirse a uno de coeficientes constantes (ver ejercicio 10), pero en la
préactica, en general, es dificil hacer esta reducciéon. Un estudio detalla-
do de esta teoria puede verse por ejemplo en [26] y, principalmente, en
[36]. O

EJERCICIOS.

1. Demostrar que existen exactamente 2 soluciones linealmente in-
dependientes en (a, b) del sistema:

Yy = an(@)yr + an(r)y
Yy = an(2)y1 + axn(r)ys

siendo los coeficientes a;; funciones continuas en (a, b).
2. Resolver los siguientes sistemas lineales de coeficientes constantes:

y 1 9 ) y 5 =3 =2 .
-4 3 3
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1 1 1 1 00
y=| 2 1 -1 |g,5).9=| 410 |y,
-3 2 4 3 6 2

y1 = 4yt

Yy = s Yy = 4dy2 +ys
.3 v = y—3ys , m).q Yy = 4ys
ys = Y2+ 3ys, Yy = 4y
ys = 4dys,
Vi = 3y1— Y2+ Y3 v = 2y +ys
n).y Yo = 2y1—y3 , 0.4 Yy = Y1+Y3
vy = y1— Y2+ 2y3 Yy = Y1 — 2y
424y -2y = 0 2 = 3z+4y
{707 IR A
y+z4+x = 0 Yy o= —z—y

3. Reducir el ejercicio 2 — k). a una ecuacién diferencial y resolver.
Demostrar que se obtiene el mismo resultado que resolviendo el
sistema.

4. Resolver los siguientes sistemas de coeficientes constantes no ho-

mogéneos:
Yyi = —Yityetyste by e
T + = € -
0 ¥ = - vetustet b){Zz}—i—Z? = sinm—y;yQ
Ys = Y1+y2+ys+4 b
/
no_ B / Yy = 2y—z+zx
c%{gzu _ Omg e . k). 7= —Ady+ztet
s y(0)=3 , 2(0)=1

5. Buscar una solucién del sistema xy’ = Ay en (0,00) de la forma
y = "¢ con ¢ un vector constante. Supuesto que se ha encontrado
una matriz fundamental de dicho sistema, resolver el sistema no
homogéneo zy' = A+ b(x), utilizando el método de variacién de
parametros.
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6. Resolver los sistemas de tipo Euler, buscando soluciones del sis-

tema homogéneo de la forma y = x"¢:

a). El sistema no homogéneo:

Ty, = y1—y2 +2°
Ty, = —Yi+ Y

b). El problema de valor inicial:

vy = =3y + 4y — 2y3

Yy = Yi+ys

rys, = 6y — 6y2 + Sys
yl(l) =1 ’ y2(1) = an?)(l) = 0.

c). Encontrar una solucién, y = z"¢, de

Ty = W
Yy = Y1ty
Considerar el cambio de variable: § = (é1,2"¢)Zz, donde &, =

(1,0)T, para reducir el orden del sistema, y resolver.

Dada una matriz fundamental ®(x) del sistema homogéneo (3.7),
demostrar:

Ol

a). Cualquier solucién del sistema es de la forma y(z) = ®(x)
donde ¢ es un vector constante.

’

b). Cualquier otra matriz fundamental y(z) se puede escribir co-
mo x(z) = ®(z).M para alguna matriz M constante con
det(M) # 0.

Sea ®(z) la matriz fundamental de un sistema (3.7) con coeficien-
tes constantes verificando ®(0) = Z. Demostrar las propiedades:

Oz +1t) = (z).0(t),
B(—t) = (1),
Ot — ) = ®(t)P(x)?

(i.e. ®(z) verifica las propiedades de la matriz exponencial eA%).
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9.

10.

11.

Demostrar que si A = A(z) es una matriz constante en el sistema

(3.7), entonces ®(z) = e es una matriz fundamental tal que
¢(0) =T.

(Teorema de Floquet) Se considera el sistema (3.7) con A(x) una
matriz periédica de periodo T: A(z + 1) = A(z),Vx. Sea &(z)
una matriz fundamental del sistema.

a). Demostrar que ®(z+7') es también una matriz fundamental,
y por tanto existe una matriz M constante con det(M) # 0
tal que ®(x +T) = &(x).M.

b). Sea R una matriz tal que M = e y sea la matriz P(x) =
®(x).e~*E. Demostrar que P(z) es una matriz periédica de
periodo T'.

c). Se considera el cambio y = P(x)Z en el sistema (3.7). Demos-
trar que éste se reduce al sistema z' = RZ .

Y

NN

o

/ g

I/

S\

Figura 40 Movimiento esquemdatico de dos bloques unidos por
un resorte.

Estudiar las vibraciones de un sistema mecéanico formado por dos
masas unidas por un resorte (ver figura 40), en el que las ecua-
ciones del movimiento estan dadas por

myy! = d(y2 — 1) — kyi + ka2 (vh — y1)
mayy = d(yn — y2) + k2 (Y1 — v5),

donde d es proporcional a la constante de recuperacién del resorte
y las fuerzas de amortiguacién se suponen proporcionales a la
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velocidad. Supuesto que todas las constantes que aparecen avalen
1, m; = k; = d = 1, encontrar el valor de los desplazamientos

y(x) e ya().

12. El modelo matematico que describe paso de corriente eléctrica a
través de un circuito LRC', como indica la figura 41, esta dado
por las siguientes ecuaciones:

, 1
I(t) = TV
V() = S I(0) ~ 25V,

donde V (t) es la caida de voltaje a través del condensador. Su-
poniendo R = 1,C = %, L =1, encontrar la soluciéon general del

sistema. Encontrar la solucién que en el instante t = 0 verifica,
I1(0) =2, V(0) = 1. A qué tienden I(t) y V(t) cuando t — oo?.

c|l

> Il
R
t——/\\NNN——

L

L T ————

Figura 41 Representacion esquemdtica de un circuito RLC' en
paralelo.

Referencias Bibliograficas

Para bibliografia recomendada, enviamos a la ya citada en el capitu-
lo 2 y, mas especificamente, a las referencias citadas a lo largo de este
capitulo para algunos temas en concreto.



Capitulo 4

Sistemas no lineales. Plano
de fases.

4.1. Introduccion.

Dado un sistema diferencial de primer orden con dos ecuaciones:

{y/ - f(t,y,Z)
7= g(ty,=2),

o una ecuacién diferencial de segundo orden (la teoria puede extenderse
a ecuaciones de orden n) y” = F(t,y,y), cuyo sistema equivalente es

i
2 =F(ty,z),

lo ideal es conocer las soluciones (y(t), z(t)) y poderlas representar grafi-
camente como curvas de R3. No obstante, en general es dificil conocer
la solucion de estos sistemas y, andlogamente a como ocurria con las
ecuaciones diferenciales de primer orden, tener una idea sobre el com-
portamiento de estas soluciones es muy interesante. Bosquejar el campo
de direcciones en este caso es evidentemente mas complicado que pa-
ra las ecuaciones de primer orden (véase seccién 2.2 del capitulo 2),
sin embargo, para determinados sistemas, los sistemas autonomos, la
representacién de la solucion en el plano yz puede darnos una buena
idea de como se comportan las soluciones. Los sistemas auténomos son

133
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aquellos sistemas en los que no aparece una dependencia explicita del
tiempo (i.e., sistemas de la forma (4.1)). El plano yz se denomina plano
de las fases, y la diferencia entre sistemas auténomos y no auténomos
se pondra de manifiesto con un ejemplo.

De ahora en adelante, a lo largo del capitulo, sélo consideraremos
sistemas autéonomos de la forma:

con f y g funciones continuas en R?, asi como sus derivadas parcia-
les primeras con respecto a y y a z, de manera que el problema de
existencia y unicidad de solucién pasando por cada punto (%o, o, 20)
estd superado. Es decir, existe una tnica solucién del sistema (4.1),
B(t) = (¢1(t), ¢o(t)), definida en un intervalo maximal (w—,w-+) veri-
ficando ¢1(to) = vo, P2(to) = 20 con ty € (w—,w+) (ver observacién 1

del capitulo 1 y teorema 4 del capitulo 2).

Ay

s
2]
14
: : % ' : .
2 4 8 8 10 12

-1 +

2+

-3 L

Figura 42 Representacion del movimiento de un resorte lineal en el
plano yt: grdfica de la solucion.

En ocasiones, aunque se conozca la solucion del sistema o ecuaciéon
explicitamente puede ser mas conveniente, de cara a la interpretacion
fisica del problema, tener una representacién de las soluciones en el
plano de las fases. Esto se ve rapidamente, por ejemplo, en el estudio
del movimiento de un resorte sujeto en uno de sus extremos y del que
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Figura 43 Representacion del movimiento de un resorte lineal en el
plano yy': grdfica de las trayectorias.

pende un cuerpo de masa m que se mueve en linea recta. Supongamos
que no hay fuerza de rozamiento, ni fuerzas externas y que tanto la masa
del cuerpo, m, como la constante de recuperacién del muelle toman el
valor 1. La ley de Newton nos proporciona la ecuacion

y'+y=0

como modelo matemé&tico para describir el movimiento del resorte. ()
mide el alargamiento del muelle en el instante de tiempo ¢, y esta dado
por y(t) = rcos(t + ¢), donde r y ¢, son dos constantes que dependen
de las condiciones iniciales y(0) = «, ¢/(0) = 5. Evidentemente para re-
presentar la solucién en el plano ty necesitamos saber exactamente los
valores de v y 5, mientras que esto es innecesario para la representacion
de las soluciones en el plano yy'. La primera gréafica, figura 42, repre-
senta la solucion en el plano ty para valores a = 0,1,2,3,..., 8 = 0,
en un intervalo de tiempo fijo. Se observa un cierto caracter periédico
de la solucion, caracter que es evidente en la segunda grafica, figura
43, donde se representan las curvas y* + y? = r? (ver ejemplo 20 del
capitulo 2). El radio de cada circunferencia indica la amplitud méxima
del movimiento (evidentemente ésta no puede ser cualquiera, desde el
momento que una parte del resorte esta fija, pero al parecer el modelo
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refleja bastante bien el comportamiento del resorte para oscilaciones de
tamano no muy grande). La flecha indica el sentido del crecimiento de
t sobre la trayectoria, esto es, el sentido de recorrido de un punto para ¢
creciente; de esta manera, a cada solucion le corresponde no una curva
en el plano, sino .®! movimiento de un punto sobre la curva”. En el plano
ty estamos dibujando la grafica de una solucién (ésta se convertiria en
una hélice en el espacio tyy’, ver figura 44), mientras que en el plano
de fases yy’ representamos lo que se llama trayectoria de la solucion. A
este segundo grafico se le llama mapa de fases de las soluciones.

- -
1 4 /’ 4
/ ( /
{ / !
1 i 1
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\ ) \
T 1 T
\ \
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Figura 44 Representacion del movimiento del resorte en el espacio
tyy': grdfica de la solucion del sistema asociado.

Antes de seguir adelante veamos, mediante dos ejemplos sencillos,
cual es la diferencia entre representar el mapa de fases de un sistema
autonomo y otro no autéonomo. El sistema

y o=y

2 = =z
tiene como solucion y(t) = exp(t — ty), 2(t) = 2exp(t — ty), para condi-
ciones iniciales y(tg) = 1, z(tg) = 2, es decir, en el plano yz la trayecto-
ria de esta solucién es z = 2y independiente del instante inicial (véase

la primera gréfica de la figura 45). Para los mismos datos iniciales, el
sistema no auténomo:
{ y = yft

zZ = Z
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tiene por solucion y(t) = t/ty,z(t) = 2exp(t — ty). La correspondiente
trayectoria z = 2exp(to(y — 1)) depende del instante de tiempo inicial
to (ver segunda grafica de la figura 45). Inmediatamente deducimos que
la ventaja del sistema auténomo es que todas las soluciones pasando
por un mismo punto fijo (yo,20) en cualquier instante de tiempo ¢t
(y(to) = yo, 2(to) = 2p) tienen la misma trayectoria.

y
f I f 3
0.5 1 15 2

Figura 45 Diferencias entre las trayectorias para un sistema
autonomo y uno no autéonomo.

Los sistemas autéonomos suelen aparecer con frecuencia en Mecénica,
Electricidad, Ecologia, Astronomia, etc. Como los sistemas no suelen
ser lineales, en general la solucién no se conoce, y representar las tra-
yectorias puede ser complicado. Nosotros daremos aqui unos conceptos
y propiedades que nos permitan dibujar el mapa de fases asociado a
un sistema auténomo, bien entendido que, dada la simplicidad con que
se aborda el tema, solo podremos hacerlo para ecuaciones o sistemas
sencillos. Conocer el mapa de fases de un sistema nos permite obte-
ner informacién cualitativa sobre las soluciones, esto es, informacion
sobre su comportamiento sin necesidad de conocerlas explicitamente, y
las preguntas que se intentan resolver al iniciarse en el estudio de esta
teoria, teoria cualitativa, son fundamentalmente tres:

1. Predecir el comportamiento de la soluciéon para tiempos grandes.

2. Estabilidad de la solucién frente a pequenos cambios en los datos
iniciales (al parecer, uno de los motivos fundamentales por el cual
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se empezo a estudiar esta teoria en relacién a la estabilidad de
las érbitas que describen en su movimiento los satélites).

3. Estudiar cuando el comportamiento de la solucion de un sistema
no lineal puede ser aproximada por la solucién de un sistema
lineal.

4.2. Mapa de fases para un sistema autono-
mo.

A lo largo de esta seccién denotaremos por ¢(t) una solucién
(p1(t), pa(t)) del sistema (4.1) definida en R. Como se puede comprobar
facilmente, las soluciones de (4.1) verifican las siguientes propiedades:

1. Si ¢(t) es una solucién de (4.1) en R, entonces 1 (t) = ¢(t + c) es
otra solucién para cualquier constante c.

2. Si é(t), ¥(t) son dos soluciones de (4.1) en R, que verifican
d(t1) = ¥(ty), para algin ¢, 5 € R, entonces ¢(t) = (t+ta—t1).
(La demostracion de esta propiedad esta basada en el resultado
de existencia y unicidad de solucion del problema de Cauchy aso-

ciado.)

3. Una solucién ¢(t) de (4.1) es periddica si existen t1,1, € R tales
que ¢(t1) = @(t2). En este caso el periodo es to —t1 y la solucidn,
evidentemente, estd definida en todo R.

Damos a continuacién una serie de definiciones, algunas de ellas ya
introducidas en los ejemplos de la seccién 4.1, que utilizaremos a lo
largo del capitulo. Dada una solucién ¢(t) definida en R se denomina
trayectoria de ¢ al conjunto de puntos {(¢y(t),¢2(t)) ,t € R} en el
plano yz. El plano yz se denomina plano de fases ( espacio de fases, en
general, para un sistema con més de dos ecuaciones) y a la representa-
cién de las trayectorias en dicho plano se denomina mapa de fases. Un
ciclo es la trayectoria de una solucién periddica (también suele deno-
minarse 6rbita periddica, o trayectoria cerrada). Un punto critico es la
trayectoria de una solucién constante.
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Como se ha puesto de manifiesto en los ejemplos de la seccién 4.1
y, teniendo en cuenta las propiedades 1-3 de las soluciones del sistema
auténomo (4.1), se tienen las siguientes propiedades para las trayecto-
rias.

1. La trayectoria de la solucién ¢(t) es la misma que la de ¢(t + c).

2. Si dos trayectorias coinciden en un punto entonces son la misma
trayectoria.

3. Dada la trayectoria de la solucién ¢(t) , cualquier otra solucion
que tenga esta misma trayectoria es de la forma ¢(t + ¢) para
algun real c.

Un punto de una solucién se mueve a lo largo de su trayectoria
siguiendo la direccion indicada por el crecimiento de t. Asi, las trayec-
torias se representan como curvas dirigidas en el plano de fases. Damos
a continuacion algunos resultados tutiles para conocer el mapa de fases
de un sistema autonémo. Las demostraciones de todos estos resultados
(algunas de ellas asequibles al nivel del curso), asi como una amplia

exposicién de este tema con numerosos ejemplos, pueden encontrarse
en los libros [4], [18] v [36].

Teorema 12 Por cada punto del espacio de fases pasa una unica tra-
yectoria de (4.1) que puede ser:

- un arco de curva,

- una curva simple cerrada,

- un punto.

De las propiedades de las soluciones y trayectorias del sistema (4.1)
se deduce que la trayectoria de una solucién periédica (ciclo) es una
curva cerrada, mientras que la de una solucién constante (punto critico)
es un punto. Los puntos criticos corresponden en Fisica a estados de
equilibrio y es facil demostrar el resultado que nos permite reconocer los
puntos criticos para el sistema (4.1): Un punto del plano de fases (yo, z0)
es un punto critico si y solo si se verifica f(yo,z0) =0 v g(vo, 20) = 0.
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Teorema 13 Si ¢(t) es una solucion de (4.1) definida en (w—,w+),
y ¢(t) converge a un punto (yo,20) cuando t — w-+ ( respectivamente
t — w—), entonces (Yo, 20) es un punto critico del sistema y w+ = 400
(respectivamente w— = —00).

Observamos que el teorema 13 nos esta diciendo que los Unicos pun-
tos donde una trayectoria de una soluciéon no periddica puede empezar
(t — —o0) o terminar (t — 400) son los puntos criticos. Como dos tra-
yectorias no se cortan entre si, si una solucién pasa por un punto que no
es un punto critico, y su trayectoria permanece en una region acotada
del plano, entonces dicha solucién, cuando ¢t — +00, so6lo puede apro-
ximarse a un punto critico, a una curva cerrada o ser ella misma una
curva cerrada. Este resultado intuitivo es corroborado por el teorema
de Poincaré-Bendixon (ver teoremas 18 y 19, seccién 4.4).

En general, las trayectorias del sistema (4.1) se encuentran sobre
curvas solucion de la ecuacién diferencial de primer orden:

dz _9(y.2) (4.2)

dy — f(y,2)

Asi pues, para dibujar el mapa de fases es conveniente resolver la
ecuacién (4.2). Esto en general es dificil y a veces hay que emplear
técnicas de aproximacion, como el método de las isoclinas o métodos
numéricos. De una manera practica, los pasos a seguir para dibujar el
mapa de fases del sistema (4.1) son

a. Se encuentran los puntos criticos del sistema y se pintan.
b. Se resuelve la ecuacion (4.2) y se trazan algunas trayectorias.

c. Se determina el sentido de crecimiento det (es decir el sentido de la
flecha en cada trayectoria) utilizando alguna de las dos ecuaciones

de (4.1).

El siguiente ejemplo intenta ser ilustrativo sobre como dibujar de un
mapa de fases asociado a un sistema autéonomo y sobre la informacién
que dicho mapa nos proporciona.
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Ejemplo 35 En ausencia de amortiguacién se considera la ecuacién
de un resorte no lineal:

y'+ f(y) =0,

siendo (—f(y)) la fuerza de recuperacion del resorte que, para pequenos
alargamientos y(t) no nulos, debe satisfacer: yf(y) > 0. Se supone que
f es una funcién continua tal que f(0) = 0. Si f(y) = ky, con k > 0,
el resorte se dice lineal. Si existe una constante k > 0 tal que ) - k,
para y suficientemente pequeno, y # 0, el resorte se dice blando. Un
resorte blando ejerce una fuerza menor a la extensién o compresion que
el resorte lineal.

Asi, considerando f(y) =y — 3?, la ecuacién y” + f(y) = 0 modela
los alargamientos de un resorte blando para |y| < 1 (observamos que el
mapa de fases puede dibujarse para cualquier valor de y). Intentamos
estudiar el comportamiento del resorte cuando ¢ — oo, sabiendo que
en el instante ¢t = 0 verifica y(0) = yo, ¥’ (0) = 2.

La resolucién de la ecuacién y” +y — y> = 0,

1
=y,
VE =92+ %

(como en el ejemplo 22 del capitulo 2) no nos da practicamente in-
formacion sobre el comportamiento de las soluciones. Construimos el
mapa de fases asociado.

Se considera el sistema asociado:

y = z
7 o= —y -+

En el plano yz se pintan los puntos criticos del sistema (—1, 0), (0, 0), (1, 0)
(ver figura 46), y se dibujan algunas trayectorias. Las trayectorias del
sistema estan contenidas en las curvas solucién de la ecuacion, de va-
riables separadas:

ﬂ+C:/

dz= vy —y

dy =z

?

. 4
es decir, en las curvas 22 = 2F — y? + %, con E una constante. Para

E < 1 son curvas cerradas, y la correspondiente curva para E = 1 pasa
por el los puntos criticos (£1,0). El sentido de las flechas se estudia,
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por ejemplo, considerando la ecuacién iy’ = z: el sentido es hacia la
derecha para z > 0 y hacia la izquierda para z < 0.

Figura 46 Mapa de fases para un resorte blando.

Para alargamientos |y| < 1, el mapa de fases nos permite afirmar que
si la posicion inical, alargamiento g, y velocidad zg, son suficientemente
pequenas (i.e. (yo, 20) estd dentro de la curva que pasa por los puntos
(£1,0)), el resorte se comporta como un resorte lineal no amortiguado
y su movimiento es totalmente periddico (ver ejemplo 20 del capitulo
2). Si la posicién inicial es la de uno de los puntos criticos no nulos
(yo = £1, 29 = 0), la fuerza ejercida por el resorte es demasiado débil
como para moverse y el resorte permanece siempre en esta posicion. Si
el resorte se desplaza ligeramente de uno de estos puntos, de tal manera
que 23 = %—y%—i—%, y 2o # 0, el resorte tiende al otro punto de equilibrio
cuando t — oo siguiendo una trayectoria distinta, dependiendo de que
20 > 00 29 < 0. Los puntos (£1,0), junto con el (0,0), son los puntos
o estados de equilibrio del sistema. O

EJERCICIOS.

1. Estudiar el mapa de fases del resorte lineal, my” + ki’ + cy = 0,
dependiendo de la relacion entre las constantes m, k, c. Comparar
los resultados con los que se obtienen resolviendo explicitamente
la ecuacién (ver seccién 2.5 del capitulo 2).

2. Estudiar el mapa de fases de los resortes no lineales:
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resorte blando: v +y —y* = 0
resorte duro y”’ +y + 43 =0

Comparar ambos mapas de fases, asi como con el mapa del resorte
lineal (v +y =0).

3. Estudiar el mapa de fases del sistema

{y’ = —z(2-2)
o= (y—2)(2-2)

4. Estudiar el mapa de fases para y # 0 del sistema:

5. Estudiar el mapa de fases asociado a las siguientes ecuaciones:

v+ ye_y2 =0,

y//_’_y:#
(y —2)?

6. Estudiar el mapa de fases asociado a las ecuaciones (utilizar el
método de las isoclinas en caso necesario):

y'+2y +5y=0

y' +2cosy—1=0
y//+€y’_y2zo

4.3. Puntos criticos en el plano

Se ha dicho ya, que una trayectoria que empieza o acaba en
un punto, lo hace en un punto critico. De aqui, entre otras razones, la
importancia de estudiar el mapa de fases en un entorno de estos puntos.
Dependiendo de como lleguen, o se alejen las trayectorias de los puntos
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z z z
!
y y . y
1 Centro 2 Foco estable 3 Nodo propio estable
z
<\/ > y
6 Puerto
z z
y y 7% >y
7 Foco inestable 8 Nodo propio inestable 9 Nodo impropio inestable
z
y
10 Nodo impropio inestable 12 Centro

Figura 47 Puntos criticos en el plano.
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criticos, estos se clasifican en la seccion 4.3.1 de distintas maneras. Por
otro lado, en los sistemas lineales de coeficientes constantes el tnico
punto critico es el origen, por tanto estudiamos el comportamiento del
mapa de fases en un entorno del origen (ver seccién 4.3.2). Vemos en
qué casos el comportamiento del mapa de fases cerca de un punto critico
aislado de un sistema no lineal puede aproximarse por el de un sistema
lineal (ver seccién 4.3.3) y qué se puede decir sobre el punto critico
cuando esto no es posible (ver seccién 4.3.4).

En las secciones 4.3.3 y 4.3.4 se dan resultados basados en dos teorias
distintas que nos dan alguna idea sobre comportamiento de las trayec-
torias cerca de determinados puntos criticos de un sistema auténomo
no lineal. La primera teoria esta basada en la aproximacion del siste-
ma no lineal por uno lineal. Como esto no siempre es posible y como
ademads, el ”caracter” del punto critico del sistema lineal asociado no
nos da siempre informacién sobre el ” caracter” del correspondiente pun-
to critico en el sistema no lineal, necesitamos otras técnica que nos den
esta informacion. La segunda teoria estd basada en la construccion de
la llamada funcion de Liapunov. Para esta construccion no es necesa-
rio pasar al sistema lineal asociado ni conocer las soluciones del sistema
considerado; el problema en este caso radica en la construccion de dicha
funcién.

4.3.1. Clasificacién de los puntos criticos.

Sea el origen, un punto critico aislado del sistema (4.1). El punto
(0,0) se denomina:

- Centro, cuando existe un entorno del origen que contiene unicamente
ciclos (figura 47, gréfica 1).

- Atractor, cuando existe un entorno del origen B tal que, la solucién
de cada trayectoria que esta dentro de B en un instante de tiempo
t1, converge a (0,0) cuando t — +oo (ver gréaficas 2-5 de la figura
47).

- Repulsor, cuando existe un entorno del origen B tal que, la solucién
de cada trayectoria que esta dentro de B en un instante de tiempo
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t1, converge a (0,0) cuando t — —oo (ver graficas 7-10 de la figura
47).

Foco, cuando es un atractor (o repulsor) que tiene la propiedad de
que, en un entorno, todas las trayectorias se le aproximan girando
en torno a él ("enrollandose”) en forma de espirales (figura 47,
graficas 2 y 7).

Nodo propio, es un atractor (o repulsor) tal que toda recta que pasa
por el origen es tangente en (0,0) a alguna trayectoria que se
aproxima al origen (ver figura 47, graficas 3 y 8).

Nodo impropio, es un atractor (o repulsor) tal que existe una tnica
recta verificando que cada trayectoria, salvo a lo sumo dos, que se
aproxima al origen es tangente en (0,0) a dicha recta (ver figura
47, graficas 4, 5y 9).

Puerto, es un punto critico tal que sélo hay un ntmero finito de
trayectorias que se le aproximan cuando t — oo y t — —o0.
Evidentemente, un puerto no es ni atractor, ni repulsor, ni centro
(ver figura 47, graficas 6 y 11).

Los puntos criticos atractores se llaman también asintoticamente
estables, y los repulsores asintoticamente inestables. Un punto critico
7o se dice que es estable, cuando existe un entorno B de 7y tal que,
cualquier solucién ¢(t) que verifique ¢(¢;) € B en un instante ¢;, per-
manece en algin otro entorno B; de gy para tiempos futuros (t > ¢4,
B C B;) . Un punto critico se dice inestable si no es estable. Asi pues,
los centros son puntos criticos estables y los puertos inestables.

4.3.2. Puntos criticos para sistemas lineales con
coeficientes constantes.

Se considera el sistema lineal:

y = ay+bz
{z’ = cy+dz (4.3)
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siendo la matriz del sistema, A, una matriz real no singular y Ay, Ay los
valores propios de A. Es evidente que el origen es el tinico punto critico
del sistema (4.3) y, dependiendo de que los valores propios sean reales
de un determinado signo o complejos, se tiene la siguiente clasificacién
del punto critico (0,0)

Teorema 14 1. Si A\, Ay son complejos conjugados, \y = o + 13
con 3 # 0, entonces:

a. Sia=0, el origen es un centro (figura 47, grdfica 1).
b. Sia > 0, el origen es un foco inestable (figura 47, grifica 7).
c. Sia <0, el origen es un foco estable (figura 47, grdfica 2).

2. 51 A\, Ay son reales tales que \y = Ay y A no tiene dos vectores
propios asociados a A1 linealmente independientes, entonces el
origen es un nodo impropio (figura 47, grificas 5y 10), estable si
A1 < 0 e inestable si Ay > 0.

3. Si A, Ay son reales y A tiene dos vectores propios linealmente
independientes, puede ocurrir:

a. Si Ay = Xg, el origen es un nodo propio; es estable si A\ < 0,
e inestable si \y > 0 (figura 47, grdficas 3y 8).

b. Si A < Ay <0, el origen es un nodo impropio estable (figura
47, grifica 4).

c. Si0 < A\ < Ay, el origen es un nodo impropio inestable (figura
47, grafica 9).

d. Si A\ <0< Ay, el origen es un puerto (figura 47, grificas 6 y
11).

La demostracién de este teorema es relativamente sencilla, pero es
omitida aqui, puede encontrarse por ejemplo en [36]. Observamos que
el teorema 14 nos proporciona informacion precisa sobre la estabilidad
del origen para un sistema lineal. También nos proporciona informacién
sobre la estabilidad de cualquier otra solucién (ver seccién 4.4).
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4.3.3. Puntos criticos para sistemas no lineales:
aproximacion lineal.

Supongamos ahora que el sistema auténomo (4.1) no es lineal (es
decir no es de la forma (4.3)) pero se puede escribir en la forma:

2 = cy+dz+Qy,2)

con P(0,0) = Q(0,0) = 0, P(y,2) v Q(y,2) funciones continuas en
R? asf como sus derivadas parciales primeras, y P(y, z), Q(y, z) ”sufi-
cientemente pequenas cuando (y, z) muy proximos a (0,0)”. Supuesto
que (0,0) es un punto critico aislado de (4.4), parece légico pensar
que el mapa de fases de (4.4), cerca del punto critico (0,0), tenga una
geometria andloga a la del sistema lineal asociado (4.3). El siguiente
resultado nos permite asegurar cuando esto es cierto.

{y’ = ay+bz+ Py, z) (4.4)

Teorema 15 Se considera el sistema (4.4) con ad—bc # 0 y P, Q tales
que:

[Py, 2)| +[Q(y, 2)|
(Jyl + [2[)1Fe

— 0 cuando (|y| + |z|) — 0, para algin e > 0.

Entonces, el origen es un nodo, foco o puerto del sistema (4.4) cuando
es un nodo, foco o puerto (respectivamente) del sistema lineal asociado
(4.3). Si el origen es un centro de (4.3), entonces puede ser un centro

o un foco de (4.4).

La demostracion del teorema 15 queda fuera del alcance del cur-
so (puede encontrarse en [8], por ejemplo). Debemos observar que las
hipétesis pueden ser debilitadas, en el siguiente sentido: Si ad — bec # 0
y P, (@ tales que:

|P(y, 2)| + |Q(y, 2)|
(lyl +12])

entonces, el resultado del teorema anterior se sigue salvo en el caso en
que los valores propios de (4.3) son reales e iguales. En este caso el
origen puede ser un nodo propio o impropio, o un foco de (4.4) (ver [31]
y [16], por ejemplo).

— 0 cuando (|y| + |z]) = 0.
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Observacion 6 Los resultados relativos a la aproximacion del mapa
de fases de un sistema no lineal por el de uno lineal, se refieren siempre
a un entorno del origen. En puntos alejados del origen, ambos mapas
de fases no tienen por qué parecerse (véase el ejemplo del péndulo no
amortiguado, figura 48). Cuando hay otro punto critico distinto del
(0,0) hay que hacer un cambio de variable para llevarle al origen. O

4.3.4. Estabilidad de los puntos criticos: Método
de Liapunov.

A raiz del teorema 15 observamos que si el origen es un centro
del sistema lineal (4.3), no se puede asegurar que lo sea del sistema no
lineal (4.4) ni tampoco determinar la estabilidad (ver, por ejemplo, los
ejercicos 1 —4). Por otro lado, no todos los sistemas (4.1), que tienen al
(0,0) como punto critico, se pueden escribir en la forma (4.4). A conti-
nuacion damos ciertos resultados que, al menos en determinados casos,
nos permiten decir algo sobre la estabilidad de dicho punto critico. Estos
resultados, pertenecientes a la teoria conocida con el nombre de método
directo de Liapunovy que no demostraremos aqui (ver [3], por ejemplo,
para una idea geométrica de dicha demostracion), estan basados en la
generalizacion de dos principios fisicos para sistemas conservativos:

a). ”"La posicién de equilibrio es estable si la energia potencial tiene
un minimo local, de otra forma es inestable”.

b). ”La energfa total del sistema es constante durante cualquier mo-
vimiento”.

Comentamos lo que nos dicen estos principios fisicos, desde un punto
de vista matemético, mediante un ejemplo.

Ejemplo 36 Consideremos la ecuaciéon que modela las oscilaciones de
un péndulo no amortiguado (comparar con los resultados obtenidos en
la seccién 2.2 del capitulo 2 y con los ejercicios 2 y 9 de esta seccién):

y" +siny =0.
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El correspondiente sistema asociado:

{ vo= (45)

—siny

tiene como puntos criticos o estados de equilibrio los puntos z = 0,y =
+km, parak =0,1,2,---. El mapa de fases asociado puede dibujarse sin
mas que dibujar las curvas que contienen a las trayectorias: 22—2 cosy =
C' (ver figura 48). De esta manera, se comprueba que los puntos criticos
(£2k7,0) son centros del sistema y por tanto estables, mientras que
(£(2k + 1)m,0) son puertos y por tanto inestables.

Para cada k fijo, el sistema lineal asociado a (4.5) en un entorno
(km,0) es

y = =z

2 o= —(y—km)(=1)k.
Asi pues, el punto (km,0) es un centro del sistema lineal asociado si
k par y es un puerto si k impar. Observamos que la geometria del
mapa de fases del sistema (4.5) en un entorno de cada punto critico es
parecida a la del correspondiente sistema linealizado. Esto se ha podido
hacer gracias al conocimiento explicito de las trayectorias del sistema
no lineal; algin resultado menos preciso, sobre los puntos (+2km,0),
puede darse sin utilizar estas trayectorias.

Figura 48 Mapa de fases asociado a y" + siny = 0.

Desde un punto de vista fisico cabe esperar que los puntos y =
+2km, 2z = 0 (y = £(2k + 1)7, 2 = 0, respectivamente) tengan equili-
brio estable (inestable, respectivamente), dado que corresponden a la
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posicién vertical del péndulo con el peso hacia abajo (hacia arriba, res-
pectivamente). Los primeros puntos coinciden con los puntos en que
la energia potencial del sistema, U(y, z) = 1 — cosy, tiene un minimo
local igual a 0, mientras que los segundos coinciden con los puntos en
que la energia potencial presenta un maximo igual a 2. La energia total
del sistema (la energia potencial ([J sinudu) més la energia cinética
(3(3)°). X
V(y,z) =1—cosy+ 522,

es constante a lo largo de las soluciones. Es decir,

av oV d oV dz

—(y2) = 52+ 2= =0,

dt Jy dt ~ 0z dt
lo cual, se ha podido calcular sin conocer explicitamente las soluciones
del sistema. Por tanto, teniendo en cuenta los principios fisicos antes
mencionados, podemos afirmar que los puntos (+2km, 0) son puntos de

equilibrio estables, mientras que los puntos (£(2k + 1)7,0) son inesta-
bles. O

La funcién V (y, z), construida en el ejemplo 36, es lo que se lla-
ma una integral primera del sistema (4.5), esto es una funcién tal que
es constante a lo largo de cualquiera de las soluciones del sistema,
{y(t),z(t)}, vy los teoremas que se enuncian a continuacién nos mues-
tran que lo que ocurre en el ejemplo del péndulo considerado no es una
simple casualidad.

Sea D un entorno (0,0) en el plano yz. Una funcién V' definida en
D se dice definida positiva (definida negativa) sobre D, si V(0,0) =0y
V(y,z) >0 (V(y,z) <0, respectivamente) en cualquier otro punto de
D. La funcion V se dice semidefinida positiva o negativa si los signos >
y < son cambiados por > y < respectivamente.

Se considera el sistema:

{y; = fly.2) (4.6)

£ = g(y,z)

Para una funcién V(y, z) definida en alguna regién del plano yz, deno-
taremos por V', la funcion definida como:

. oV

V(y,z) = afy(y, 2) fly, 2) + ?:(y, 2)g(y, 2) .
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Teorema 16 Supongamos que el origen (y,z) = (0,0) es un punto
critico aislado del sistema (4.6). Si existe una funcion V- continua y con
derivadas parciales primeras continuas, definida positiva, y tal que V es
definida negativa en algun entorno D del origen, entonces, el origen es
un punto critico asintdticamente estable. Si' V' es semidefinida negativa,
entonces el origen es estable.

Teorema 17 Supongamos que el origen (y,z) = (0,0) es un punto
critico aislado del sistema (4.6). Sea una funcion V' continua y con de-
rivadas parciales primeras continuas en algun entorno del origen. Su-
pongamos V(0,0) = 0 y que en cada entorno del origen hay al menos
un punto en que V' es positiva (negativa, respectivamente). Supongamos
que existe un entorno del origen D, tal que V oes definida positiva (de-
finida negativa, respectivamente) en D, entonces, el origen es un punto
critico inestable.

La funciéon V' de los teoremas 16 y 17 se denomina funcidn de Lia-
punov. Observamos que V(¢ (), ¢2(t)) = D (¢1(t), ¢2(t)), para ¢(t) =
(¢1(t), d2(t)) una solucién del sistema (4.6). Es decir, V(¢ (t), da(t))
nos da la variacién de V' a lo largo de la solucién. Si el sistema (4.6)
modela algin fenémeno fisico, puede intentar tomarse como posible
funcién de Liapunov, V(y, z), la energia total del sistema. Para otros
sistemas cualesquiera, en general, es dificil encontrar una tal funcién
y, el siguiente resultado de sencilla demostracién (ver [31], por ejem-
plo) puede ser de utilidad para la construccién de funciones definidas
positivas o negativas para determinados sistemas.

Proposicién 3 Sea la funcién V(y,z) = ay?® + byz + cz%;
V es definida positiva si y solo si a > 0 y 4ac — b* > 0,
V es definida negativa si y sélo si a < 0 y 4ac — b* > 0.

Observacion 7 Los conceptos de estabilidad de puntos criticos pue-
den extenderse a estabilidad de ciclos y, en general, de trayectorias
para sistemas auténomos (ver secccién 4.4) y también para sistemas no
autonomos. En estos casos la teoria se complica considerablemente. En
la seccién 4.4 damos una idea de estos conceptos para sistemas autono-
mos, asi como algunos resultados 1tiles para la localizacion de ciclos en
el plano. O
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EJERCICIOS.
1. Estudiar el mapa de fases del péndulo amortiguado
mi%y" + cly + mglsin(y) = 0.

Comparar con el mapa de fases del sistema lineal asociado en un
entorno de los puntos criticos.

2. Estudiar el mapa de fases del péndulo no amortiguado
ml*y” + mgl sin(y) = 0.

Comparar con el mapa de fases del sistema lineal asociado en un
entorno de los puntos criticos, asi como con el mapa de fases del
péndulo amortiguado del ejercicio anterior.

3. Estudiar el mapa de fases en un entorno del origen para los sis-

temas:
v = y+z+y?+ 22
2= —y+2+2yz
y = siny+e¥* —1
2 = e*+cos(yz) —2

(Considerar el desarrollo en serie de Taylor de una funcién f(y, z)
en un entorno del punto (0,0)).

4. Comparar el mapa de fases del sistema
yo= —zty(l—y* = 2%
o= y+z(l-y =2
con el del sistema lineal asociado (escribir para ello las ecuaciones

en coordenadas polares).

5. Estudiar el mapa de fases relativo al modelo de competicion de
dos especies con densidades y(t) y z(t) respectivamente:

y = y(l-y—=2)
2 = 2z(0,5—-0,75y — 0,25z)

{y’z y(l—y —2)
2= z(1,h—y—2)
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Estudiar el mapa de fases cerca de los puntos criticos de los sis-
temas:

o 22 ro_ 2
a)' y/ - ! Y : b)- y/ 2y 22 !
7 = 2yz 7 = 6by—z2"+1

Buscar una funcién de Liapunov de la forma V (y, z) = ay?®+byz+

cz? para el sistema

y = —y—yf
2 o= —y—yz
comprobando que el origen es asintoticamente estable.

Buscar una funcién de Liapunov de la forma V (y, z) = ay® + c¢2?
para los sistemas

a). { 7 o= P23
b) y/ — y3 _ 23
] Y = 2y 4 4ytr 4228

comprobando que el origen es asintoticamente estable para el pri-
mer sistema e inestable para el segundo.

Se considera la ecuacion generalizada del péndulo no amortigua-
do:

y" +9ly) =0,
donde g es tal que: g(0) =0y ug(u) > 0 para 0 < |u| < K (K
una constante positiva). Demostrar que (0,0) es un punto critico
del sistema asociado a la ecuacién, y que la funcién energia:

Viy2) =2+ [ gl du

es definida positiva. Utilizar el resultado anterior para deducir
que el origen es un punto critico estable del sistema.

Comparar el resultado del ejercicio anterior con los obtenidos en
el ejemplo 35 y en el ejemplo 36 del péndulo no amortiguado.
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4.4. Localizacion de ciclos en el plano.

De una manera informal, introducimos aqui el concepto de esta-
bilidad de una solucion ¢(t) del sistema (4.1) (ver por ejemplo [5] para
mas detalles): Se dice que ¢(t) es estable si cualquier solucién ¢(t) que
en un tiempo t; se encuentre ”cercana” a ¢(t), permanece ”cercana’ a
ella en un tiempo futuro. Se dice que ¢(t) es inestable si existe una solu-
cién @(t) que estd "cerca” de ¢(t) en un instante t = t; y no permanece
"cerca” cuando t — +o0o. Se dice que la solucién ¢(t) es asintéticamen-
te estable si es estable y, ademaés, cada solucion que esté cerca de ella
en un instante t; tiende a ella cuando ¢t — +o00.

Obviamente, la estabilidad de una solucién para un sistema auténo-
mo lineal pasa por el estudio de la estabilidad del punto critico (0, 0):
una solucién ¢(t) es estable, inestable o asintGticamente estable si y s6lo
si lo es el punto critico. Por tanto, el dibujo del mapa de fases para sis-
temas lineales ha quedado totalmente caracterizado en la seccién 4.3.2.
Esto no ocurre para sistemas no lineales. Como ya se ha comentado
en la seccién 4.2, parece que la trayectoria de una solucién no periédi-
ca que permanece en una regién del plano debe aproximarse cuando
t — 400 a un punto critico o a un ciclo, que en este caso seria estable.
Una trayectoria cerrada (o ciclo) se denomina un ciclo-limite cuando
alguna otra trayectoria en el plano de fases, que no sea un ciclo, tiende
en forma espiral hacia ella, para t — 400 (6 t — —o0) (ver ejercicios
y figura 49). Como criterio, para saber si un sistema no lineal tiene o
no ciclos en una region del plano, damos los siguientes resultados cuya
demostracién (ver [27] y [16], por ejemplo) queda fuera del alcance del
curso.

Se considera el sistema (4.1), con f y g funciones continuas y con
derivadas parciales primeras continuas en R?2.

Teorema 18 Cualquier ciclo del sistema (4.1) debe contener al menos
un punto critico en su interior (dicho punto critico, si es tunico, no
puede ser un puerto).

Teorema 19 Sea D un dominio acotado del plano yz y D la region
formada por el dominio D y su frontera. Supongamos que D no contiene
puntos criticos del sistema (4.1). Si la trayectoria de una solucion del
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sistema permanece en D para t > ty, para algun ty, entonces dicha
trayectoria es un ciclo o tiende en forma espiral hacia un ciclo cuando
t — 400 (en cualquier caso, hay al menos un ciclo en D).

El teorema 19 se conoce con el nombre de Teorema de Poincaré-
Bendixon. Observamos que a raiz del resultado del teorema 18, para
que se verifiquen las hipétesis del teorema 19, D debe ser una ”regién
de forma anular” (asf lo es, por ejemplo, regién comprendida entre dos
circulos concéntricos).

Az

]

-

9

Figura 49 Representacion de un ciclo-limite en el plano de fases.

EJERCICIOS.

1. Discutir la existencia de ciclos del sistema:

Y 1+ y?+ 22
2yz

w
Il

2. Discutir la existencia de ciclos dentro del circulo unidad para el
sistema:

Yy’ Y422 -1
A B
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3. Demostrar que ninguna trayectoria del sistema

puede atravesar del exterior de la curva cerrada y? + 22 = %
hacia el interior y ninguna puede atravesar del interior de la curva
y* + 2* = 3 al exterior. Deducir que el sistema tiene un ciclo

comprendida entra ambas curvas.

4. Utilizar el cambio a coordenadas polares para estudiar el mapa
de fases de los sistemas:

y = —z+y(l—y* -2
7= y+z2(1—y*—2?)
y = —y—z+y(l—y*—2?)
7= y—z+z2(1—y?— 2%

(Escribir las ecuaciones en coordenadas polares y comprobar que

todas las trayectorias tienden a en forma espiral a la circunferencia
unidad).

5. Comparar el mapa de fases de las ecuaciones de Van der Pol,
lineal: ¢ —e(y? — 1)y +y = 0, y no lineal: 3" — ey’ +y = 0,

Referencias Bibliograficas

Como libros recomendados a un nivel asequible al del curso citamos
a [3], [5], [19] y [31]. Libros més especializados en la materia son [4],
[18] v [36]: en [4] y [36] puede encontrarse un estudio detallado sobre la
estabilidad de soluciones para sistemas diferenciales con dos o més ecua-
ciones y no necesariamente auténomos; en [18] se introducen técnicas
de perturbaciones singulares para el estudio de ecuaciones y sistemas
autonomos no lineales, en los que aparecen pequenos parametros.
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Capitulo 5

Problemas de contorno.

5.1. Introduccion.

Este capitulo estd dedicado al estudio de problemas de contorno
requlares, y de valores propios o de Sturm-Liouville para ecuaciones au-
toadjuntas. Aunque una teoria general puede exponerse para ecuaciones
de orden n, n > 2, sélo consideraremos aqui las de orden 2 por razones
obvias de simplicidad y porque son las que nos aparecen en los proble-
mas de Ecuaciones en Derivadas Parciales que estudiamos en el capitulo
6. Los problemas de contorno (al igual que los de valores iniciales) y
de valores propios aparecen de una manera natural al intentar resolver
Ecuaciones en Derivadas Parciales utilizando el método de separacion
de variables. Dichos problemas también aparecen en otros modelos ma-
tematicos de la Fisica y la Técnica.

Por ejemplo, un problema de contorno es el que modela los despla-
zamientos de una viga sujeta en sus extremos y sometida a una fuerza
externa p(z). Se supone que la viga estd situada en el eje de las x, en
el intervalo (0, 1), y los desplazamientos y(x) se miden en el eje de las
y (ver figura 50). La ecuacién que describe este desplazamiento es:

Ely"+Ty=m(z), z€(0,1)

y las condiciones en los extremos de la viga:
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son las condiciones de contorno. EI es la constante llamada rigidez
a flexién, la constante T' es el esfuerzo axil, y p(x) denota fuerzas,
actuando sobre puntos x de la viga, que generan un momento m(z):
" = p (aqui la consideracién del modelo EIy™ + Ty" = p(x) nos
llevaria a imponer otras condiciones adicionales en los extremos; ver
ejemplo 30 del capitulo 2 para otra ecuacién de cuarto orden).
Se trata pues de encontrar el desplazamiento en cada punto y(x),
x € (0,1). Observamos ya una diferencia fundamental respecto a los
problemas de valores iniciales estudiados en el capitulo 2:

- En este problema no se nos da un punto xy y el valor de la solucién
y su derivada en él (y(zo), vy (z0)), sino que se tienen dos puntos
7extremos” y condiciones sobre la funcién y (o) su derivada en
estos puntos.

- En los problemas de valor inicial, habia que encontrar el intervalo
(xo — v, o + @) en el que existia la solucién, mientras que en este
problema, el intervalo viene dado por la longitud de la viga: (0, 1).

(x)

T - —— - —— - —— — g = —— — //{4—>X
N et £ A e el
U TN 7
\ B

Figura 50 Desplazamientos en una viga sujeta en los extremos.

La forma ma&s general de un problema de contorno para una ecuacién
de segundo orden es:

ao(x)y" + a1 (x)y + ax(x)y = h(z) , z € (a,b),
ary(a) + agy'(a) + azy(b) + aay' () = 71, (5.1)
Bry(a) + B2y’ (a) + By (D) + Bay'(b) = 72,

donde se supone ag(z) # 0 en [a,b] y las constantes «ay, §; afectando a
los extremos a y b no todas nulas a la vez, de manera que las condiciones
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de contorno afecten a los dos extremos del intervalo (a,b). En el caso
h(z) = 0,71 = 0,7 = 0 se dice que el problema (5.1) es un problema
de contorno homogéneo. Cuando en las condiciones de contorno az =
ay = 1 = B = 0, se dice que las condiciones son de tipo separado.
Asi el problema (5.1) se dice problema de contorno regular cuando se
puede escribir de la forma:

(p(x)y) +q(x)y = h(z), =x€(a,b),
ay(a) + aoy'(a) = 7, (5.2)
Bry(b) + Bay/ (b)) = 72,

conp(z),p'(z), q(x), h(x) funciones continuas en el intervalo [a, b], p(x) >
0,Vz € [a,b], —co <a<b<oo,y |ag]+|az| #0, |B1] + |B2] # 0. Un
problema de este tipo se dice singular cuando no es regular. El problema
de contorno homogéneo asociado a (5.2) es

(p(2)y') +q(x)y = 0, =€ (a,b),
ay(a) + aoy'(a) = 0, (5.3)
Bry(b) + B2y (b) = 0

Este problema homogéneo (también conocido como problema de
contorno regular de Sturm Liouville) juega un papel importante a la
hora de dar un resultado de existencia y unicidad de solucién de (5.2),
como se vera en el teorema 20. Antes, analicemos la forma de la ecuacién

n (5.2) o (5.3).
Derivando py/, vemos que (5.2) es de la forma general de la ecuacién
n (5.1), mientras que la ecuacién agy” 4+ a1y’ + asy = h puede escribirse
en la forma (py') + qy = h sin més que multiplicarla por la funcién:

exp(f 24 dx)

rlr) =

supuesto que ao no se anula en todo el intervalo [a,b]. Se tiene asi:
p(x) = exp([ 255 d), a(w) = 2gexp(f 25 d), hiz) = JEsexp(f 245 da).
O sea, que no es un hecho restrictivo el escribir la ecuaciéon en la forma
(py") + qy = h. Dicha ecuacién se dice que estd escrita en forma auto-
adjunta. Asi, la ecuacién de Legendre, (1 —22)y” —2xy' +n(n+1)y =0
esta escrita en forma autoadjunta, y son muchas las ecuaciones que
aparecen en problemas de la Fisica y la Técnica escritas en esta forma.
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De ahora en adelante dedicaremos nuestra atencién al estudio de
problemas de contorno regulares para ecuaciones de segundo orden,
dado que son los que nos apareceran en el capitulo 6. La teoria general
para otros problemas puede encontrarse en [14] y, mucho més detalla-
da y extensa en [8]. Enunciamos a continuacién un resultado que nos
serd de utilidad para saber cuando el problema (5.2) admite solucién y
ésta es unica. Dicho resultado se conoce con el nombre de alternativa de
Fredholm y su demostracion, sencilla, es omitida aqui. Ver por ejemplo
[24] para esta demostracién, asi como para la de otras propiedades que
se veran a lo largo de este capitulo.

Teorema 20 FEl problema de contorno regular (5.2) admite solucion y
ésta es unica para cualesquiera valores de las constantes vi,vs y de la
funcion h(x) si y sdlo si el problema homogéneo asociado (5.3) admite
solo la solucion trivial y = 0.

Hay que senalar que si el problema homogéno asociado (5.3) admi-
te una solucién distinta de la trivial, en general, (5.2) puede admitir
solucién o no, pero si la admite, ésta no sera tnica. Asi por ejemplo, la
ecuacién y” —y = h(x) no puede admitir dos soluciones con la gréfica de
la figura 51, mientras que y” + y = h(z) puede admitirlas dependiendo
del dato h(x). Esto se debe a que y = sin z es una solucién del problema
homogéneo asociado a la segunda ecuacion en (0, 7) (y(0) = y(7) = 0).

AY

10 +

Figura 51 Graficas de posibles soluciones de
y'+y=h), z € (0,7),y(0) =y(r) = o
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Nosotros s6lo nos ocuparemos de la resolucion de los problemas del
tipo (5.2) que tengan solucién tnica. Para ello, en la préxima seccién,
construimos esquematicamente la funcion de Green, que nos proporcio-
na un método alternativo al estudiado en el capitulo 2, de encontrar
la solucién de (5.2) una vez que se conoce la solucién general de la
ecuaciéon homogénea asociada: (py’)’ + qy = 0. En la seccién 5.3 estu-
diaremos los problemas de valores propios asociados a (5.1), también
conocidos con el nombre de problemas requlares de Sturm-Liouville.

5.2. La Funcion de Green.

A lo largo de toda la seccién se supone que (5.3) admite sélo la
solucioén trivial. Teniendo en cuenta la linealidad de todas las ecuaciones
interviniendo en (5.2), la solucién de éste problema se puede escribir
como la suma de tres soluciones de tres problemas distintos: y(x) =
uy(z) + uz(z) + u(x), donde u; es la solucién de

(p(2)y") +q(z)y = 0, =€ (a,b),
ay(a) + azy'(a) = m, (5.4)
Biy(b) + Boy'(b) = 0,
ug es la solucion de
(p(@)y) +q(x)y = 0, z€(a,b),
ay(a) + agy'(a) = 0, (5.5)
Bry(b) + Boy/ (b)) = 7,
y u(x) es la solucién de
(p(@)y) +a(x)y = h(z), =€ (a,b),
ay(a) + avy'(a) = 0, (5.6)
Bry(b) + Bay'(b) = 0

Supuesto que y1,y» son dos soluciones linealmente independientes
de (py')'+qy = 0, las soluciones u; se buscan de la forma u; = ¢;y; +coy2
para algunas constantes ¢;. La solucién de (5.6) se busca de la forma:

u() = [ Gl M) dc 5.7
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siendo GG la funcién de Green.
La funcion de Green, G = G(x,(), asociada al problema (5.3) es
una funcién definida en [a, b] X [a, b] tal que verifica las propiedades:

1. G es continua en [a,b] X [a, b], y las derivadas parciales G, = % ,

Gow = ?;7(2; son continuas para xz,( € [a,b], z # (.

2. El salto de la derivada G, en = ( esta dado por la férmula:

8G x=¢t

1
%(J/‘;C)b:C = G,(C" ) —Go(¢,0) = ——

p(¢)

3. Para cada ¢ fijo, ( € (a,b), G verifica la ecuacién diferencial
homogénea para x # ( y las condiciones de contorno homogéneas

de (5.3). Asi, (p(2)G(2,())z+q(x)G(z,() = 0,Vx € [a,{)U((, b]

Teniendo en cuenta la tercera propiedad, es 16gico buscar la fun-
cién de Green como ¢1(x)C1(¢) cuando z € [a, () (p2(x)Cs(C) cuando
x € (C, b] respectivamente ) siendo ¢1(x) (p2(x), respectivamente) una
solucion de la ecuacion homogénea que verifica la condicion de contorno
homogénea ;i (a) + asp’(a) = 0 (B1p2(b) + Baph(b) = 0, respectiva-
mente), 1, ps2 linealmente independientes (que existen), y, C1, Cy dos
funciones dependientes de la variable (. Imponiendo ahora que se veri-
fiquen las propiedades 1 y 2 se obtienen C y Cy. Asi:

] Coi(x)pa(Q), siz € a,(]
Glz,0) = { Cior(Opala), stz e [C,b] (5:8)

donde C' es la constante (ver ejercicio 3) definida:

1
p(@)W 1, o] (2)

Esta construccion de Green, nos permite observar dos propiedades
importantes de la funcién: la de simetria, (G(z,() = G((,x)), y la de
la unicidad de esta funcién. Derivando en (5.7), para G dada por (5.8),
se demuestra que la funcién (5.7) es la solucién de (5.6). Observamos,
por tanto, que la ventaja fundamental de buscar dicha solucién a través
de la funcién de Green es que no se tiene que encontrar una solucién

C:
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particular de la ecuacién no homogénea (ni determinar constantes al
imponer condiciones de contorno a la solucién general de dicha ecua-
cién).

Si buscamos un significado fisico de la funcién de Green, podemos
interpretarle en el siguiente sentido: Para determinados datos, h(x) =
d(z — ¢) (ver ejercicio 7), la funcién de Green puede ser identificada
como la respuesta en el punto x a una fuerza o impulso unidad en el
punto ¢. Por ejemplo, G(x, (1)h((;) puede representar el desplazamiento
en el punto x de una cuerda debida a la accién de la fuerza h((;)
en el punto (;. El desplazamiento del punto x debido a las fuerzas

h(C1), h(C2), - -+, h(Ck) en los puntos (i, o, - - -, G es:

k
> Gz, G)h(Ga) -
n=1
Un término més general no homogéneo, h(z), puede ser mirado como un
conjunto de impulsos, con h(z) midiendo la magnitud del impulso en el
punto z. La solucién en términos de la funcién de Green, férmula (5.7),
es el resultado de superponer las respuestas al conjunto de impulsos
representados por el término no homogéneo (véase [13], por ejemplo,
para més detalles).

Observacion 8 Funciones de Green generalizadas pueden también cons-
truirse en el caso de que (5.3) admita una solucién distinta de la trivial
yn(z). En este caso, para que exista solucién de (5.2), h(x) debe ser tal
que

/ab yn(z)h(x)dz =0

Véase [24], por ejemplo, para la construccion de esta funcién generali-
zada y propiedades. O

EJERCICIOS
1. Reducir las siguientes ecuaciones a forma autoadjunta:
2,1

de Bessel: 2%y + xy' + (2* — v*)y =0,

de Laguerre: xy” + (1 — z)y’ +ny = 0,
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de Hermite: v’ — 22y’ + 2ny =0,
de Tchebycheff: (1 — 22)y” — 2y’ + ay =0,

2. Decir cuéles de los siguientes problemas de contorno son regulares:

{((1—x2)y'>'+6y = 2z, z€(-1,1),

{(x2y’)’+y = 1, z€(0,00),
=0

y(0) lim, 00 y(x) < 00,
{ (Q—2¥y) +6y = 2z, z€(—13,0),
y(_%) =0 ) y<0) :37

3. Sean 1, y2 dos soluciones de la ecuacién homogénea (py') + qy =
0. Demostrar que p(x)Wyy, y2](z) es una constante independiente
de x.

4. Resolver utilizando la funcién de Green los siguientes problemas
de contorno:

{—x?’y”—3x2y’—x = 2?2, €(1,2),
y(1) =5, y(2)+2y(2)=

(G2

{ —cos’zy” +sin(2z)y = cosx, x€ (0,5
y(0) =y (0)=1 , wy(F)+y(3) =0

{ (z—1)%" +2(z — 1)y ,
y(2)=0 , y(3)
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5. Intentar construir la funcion de Green para el problema de con-
torno:
{ y' = flz), z€(01),
y(0)=0 , y(1)—y'(1)=0.

Demostrar que para f(x) = 1 el problema no admite solucién,
mientras que para f(x) = 2 — 3z el problema admite infinitas
soluciones.

6. Calcular las deformaciones y(x) que se producen en una viga de
longitud [, sujeta en los extremos y sometida a una carga externa
h(x) = x?, supuesto que la relacién entre las constantes de rigidez

a flexién y el esfuerzo axil es tal que 27 # (%)%, con k € Z.

7. Encontrar la soluciéon del problema:

{ y' = dxz—¢), z€(01),
y(0)=0 , y(1)=0,

siendo ¢ cualquier punto del intervalo (0,1). Comprobar que la
funcion solucién dependiente de ¢ coincide con la funcién de Green
asociada al problema homogéneo.

8. Demostrar que el problema de contorno
y” = e&Xp (_IQ)y S (CL, b>7
y@) =7 , yb) =17

admite sélo una solucion.

9. Encontrar para qué valores de «, el problema

{ y' = 22, x€(0,2),
y(0)=1 . y(2)+ay'(2)=3

admite solucién unica.
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5.3. Problemas de valores propios.

Volviendo al ejemplo de la viga considerado en la seccién 5.1
(ver también el ejercicio 6 de la seccién 5.2)), una cuestién interesante
es qué relacién deben de verificar las constantes K1 y T para que en
ausencia de carga externa la viga se deforme, y cudl es la forma que
toma la viga. Esto es lo que se denomina un problema de calculo de
valores propios (cargas criticas de pandeo en Ingenieria) y funciones
propias. A saber, denotando por A = %, se plantea el problema de
calcular los A tales que exista una solucién no nula del problema

{ y'+xy = 0, x€(0,1),
y(0)=0 , y(1)=0.

Un simple célculo nos demuestra que tales A deben ser de la forma (km)”
((2%)%, en el caso de que los extremos de la viga sean 0 y [), para cada
k=1,2,3, -y las correspondientes soluciones no nulas del problema
son yr = sin (krz) (sin (£7z) para la longitud de la viga ). Es decir,
para la relacién - = (km)? la viga se deforma adquiriendo la forma de
la funcién sin (k7). Los Ay = (km)* se denominan valores propios y las
funciones sin (kmzx) funciones propias asociadas a .

En este ejemplo se observa que hay una infinidad numerable de
valores propios: 72 < (2m)? < --- < (km)? < --- que convergen a 0o
cuando k — oo. Para cada uno de ellos, (k7)?, hay una tnica funcién
propia linealmente independiente asociada, sin (kmz) (evidentemente
C'sin (kmx) es otra funcién propia para cualquier constante C'). Ademaés,

se comprueba facilmente

5
5

donde ¢;; es la Delta de Kronecker: §,; = 0 sii # jy 0 = 1. Esta
ultima propiedad se conoce con el nombre de ortogonalidad de funciones
propias asociadas a distintos valores propios.

Todas estas propiedades de valores y funciones propias son generales
para problemas de valores propios regulares . A continuacién enuncia-
mos el teorema general que nos asegura la afirmacion que acabamos de
hacer. Antes, introducimos algunas definiciones. La demostracion del
teorema queda fuera del alcance del curso (ver [8] y [14], por ejemplo).

1
/ sin (kmx) sin (jmx) de =
0
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En los libros [3], [14], por ejemplo, se ve que esta teoria puede es-
tudiarse en un contexto que abarca problemas mas generales que los
tratados aqui (problemas no regulares, ecuaciones de orden superior,
etc.). Es interesante el estudio de problemas de valores propios regu-
lares y singulares, ya que aparecen en la resolucion de problemas de
Ecuaciones en Derivadas Parciales relativos a ecuaciones de propaga-
cion de ondas, del calor, etc...

Resolver un problema de wvalores propios reqular, es encontrar los
valores A (wvalores propios) tales que existe una solucién no nula y(z)
(funcién propia) de:

(P(2)y) +q(x)y +As(r)y = 0, x€(a,b),
ary(a) +azy'(a) = 0, (5.9)
Pry(d) + Bay'(b) = 0,

siendo p, q, o; y B; como en el problema (5.2), s(z) continua en |[a, b
y estrictamente positiva en dicho intervalo. Este tipo de problemas
se denomina también problemas requlares de Sturm-Liouville y, muy a
menudo, la funcidn peso s(x) toma el valor constante 1.

Teorema 21 Supongamos que el problema (5.9) sea reqular, entonces:

1. Existe una infinidad numerable de valores propios, {\;}2,, que
convergen a infinito:

M <A< A3 << A\ <+ =00, cuando k — oo.

2. Para cada valor propio, A, hay una unica funcion propia asocia-
da, ¢r(x), linealmente independiente.

3. Funciones propias asociadas a distintos valores propios son orto-
gonales entre si en el intervalo (a,b), para el peso s; es decir:

b
/ ok(2)pj(x)s(z) de = 6;Cte. ,Vk,j =1,2,3, -

4. Para cada funcion f(x) continua a trozos en [a,b] admite un
desarrollo en serie de Fourier relativo a las funciones propias

G

o0

f(x) =Y (), (5.10)

k=1
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donde las constantes c,, son los llamados coeficientes de Fourier
y estan dados por la formula:

= f; f(x)op(x)s(x) dx |
J? i ()2s(x) da

La convergencia de la serie en (5.10) hacia la funcion f tiene
lugar en el sentido de la media cuadratica; es decir:

(5.11)

/b |f(z) — g: crdr(z)*s(z) dr — 0 cuando N — oo.  (5.12)
@ k=1

En la propiedad 4 del teorema anterior debemos observar que la
convergencia de la serie de Fourier no es en general puntual. La conver-
gencia (5.12) indica una convergencia en términos de dreas. Por ejemplo,
para s(z) = 1, se tiene la convergencia de las dreas; esto es, el drea en-
tre la grafica de la funcién S0 | cxor(z) v el eje o se aproxima al de
f(z) en el intervalo [a, b] cuando N crece (N — o), tal como indica la
figura 52. Ademads, los coeficientes de Fourier (5.11) son los que hacen
que dicha convergencia (5.12) en media cuadratica sea la més répida:
minimizan el funcional

Fler e e ox) = /ab @) = X extula)s(e) do

En general, este tipo de convergencia no implica la convergencia de la
serie para cualquier punto de [a, b] (ver observacién 9), y una serie, de
funciones cualesquiera, puede converger en cada punto y, sin embargo,
no converger en media cuadratica.

Ejemplo 37 Los valores propios del problema:

y'+xy = 0, ze(-1,1),
y( 0

son A, = (km)?, vp = (%-17)?, para k = 1,2,3,---. La funcién propia
asociada a Ay es sin (kmz) mientras que la asociada a vy, es cos (%1 mz).
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La funcién f(z) = e es continua en [—1, 1] y admite un desarrollo en
serie de Fourier:

2k -1

Tz) + Y dysin (krz),

oo
e’ ~ Y cpeos
k=1 k=1

donde ¢, d;, son los coeficientes de Fourier:

b = I e? cos () d _ Zolr(—1)* <1 o)
1, cos? (2L nr) d 1+ (ELr)2 e ’

y [t ersin (krx)de  kx(—1)

£ [Yosin? (krz)de 1+ (k??T)Q(

En las graficas de la figura 52 vemos la aproximacién de la funcién

a través de 8 sumandos y de 16, respectivamente. Se observa que la

serie aproxima a la funcion exponencial en cada punto del intervalo

(—1,1) y, esta aproximacién no es vélida en los extremos z = £1, como

consecuencia de que cada funcion propia satisface las condiciones de
contorno y(—1) = 0 = y(1) y €” no las satisface.

1

e

e),

AY AV

3 4+ 3 +

Figura 52 Aproximacion de e* mediante el desarrollo en serie de
Fourier relativo a funciones trigonométricas.

Consideremos en cambio los polinomios de Legendre

A
nl2n dzn

Pn(flf): <x2_1>n7 n:071727'”7
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que son, para cada n fijo, la funcion propia del problema singular de
Sturm:

(1=2Hy) +Xxy = 0, ze€(-1,1),
y(x),y' (x) acotadas , cuando z — 1,
y(z),y'(z) acotadas , cuando x — —1,

para A = n(n + 1). El desarrollo en serie de Fourier,
e’ ~ Z fkpk(x)a
k=0

siendo

B f_ll e’ P(x) dx
Ji= f_ll Pi(z)2dw

La figura 53 nos muestra la aproximacion de la funcién exponencial a
través de la suma de los dos primeros polinomios foPy(z), f1Pi(z), y
los cuatro primeros respectivamente. Como la funciéon exponencial es
acotada en x = +£1, la aproximacion de e” es ahora buena en todo el
intervalo [—1,1]. O

El ejemplo 37 es ilustrativo en el sentido de que nos muestra cémo
una funcién suficientemente regular puede ser aproximada por sumas
de funciones trigonométricas, funciones polinémicas y otras..., en un
mismo intervalo. Por otro lado, vemos como modificando conveniente-
mente condiciones de contorno para un determinado problema singular
(ver ejercicios 2 de la seccién 5.2 y 3 — 4 de ésta) también es cierto el
resultado del teorema 21. Otros problemas singulares y desarrollos en
series de Fourier, que aparecen a menudo en la Fisica y la Técnica, son
los relativos a las funciones de Bessel (ver [3] por ejemplo). Por otro
lado, a raiz del ejemplo, cabe esperar que si la funcién a desarrollar
es suficientemente regular, y satisface las condiciones de contorno del
problema, la convergencia de la serie es puntual: Basta con que f(z)
sea continua, f’ continua a trozos en [a,b] y f satisfaga las condiciones
de contorno (ver observacién 9).
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Figura 53 Aproximacion de e* mediante el desarrollo en serie de
Fourier relativo a los polinomios de Legendre.

Notemos que una funcién definida en un intervalo [a,b] # [—1,1]
siempre se puede expresar en términos de las funciones propias tri-
gonbémetricas del ejemplo 37 asi como de los polinomios de Legendre:
basta considerar el cambio de variable: + — t = ax + 3, para deter-
minados « y B que nos transforma un intervalo en otro (ver ejercicio
5,¢e).).

Una pregunta obligada, en el contexto de desarrollos en serie de
Fourier, es qué relacion hay entre los desarrollos del teorema 21 y los
clasicos ya conocidos en serie de las funciones trigondémetricas:

{1,sin (kx), cos (kx)}72; .

Se comprueba facilmente que estas funciones trigonémetricas son las
funciones propias del siguiente problema de valores propios:

y'+ Xy = 0, x€&(-mn),
{ y(—m) =y(r) , Y (-m)=y(x). (5.13)

Los valores propios del sistema (5.13) son \g = 0y A\, = k?, para k =
1,2,3,---.y las correspondientes funciones propias son yg = 1 asociada
a Ao, y, {sin (kx), cos (kx)} asociadas a \g. Vemos pues que no se verifica
la segunda propiedad del teorema 21, pues hay dos funciones propias,
linealmente independientes, asociadas a cada valor propio distinto del
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primero. Esto no es extrano si se observa que las condiciones de contorno
de (5.13) no son del tipo de las de (5.9), sino que son periddicas.

Los problemas de contorno relativos a ecuaciones (py') +qy+ Asy =
0, con p,qy s como en (5.9),y p(a) = p(b), con el tipo de condiciones de
contorno de (5.13) se llaman problemas de contorno requlares periddicos,
y la propiedad sobre la existencia de dos funciones propias asociadas a
cada valor propio distinto del primero puede darse en ellos, siendo estas
funciones ortogonales entre si, para el peso s(z). Se verifican el resto de
las propiedades del teorema 21.

Asi, una funcion f(x) continua a trozos en el intervalo [—m, 7] admite
un desarrollo:

fz) =~ ap + i oy cos (kx) + i B sin (kx) , (5.14)
k=1 k=1
siendo
ap = 217r/—7:r flx)dr, o= 71r _7; f(z)cos (kx) dx
y
Br = i/wf(zt)sin(kx) dx ,

los coeficientes de Fourier. La figura 54 nos muestra el conocido fenémeno
de Gibbs (corroborado por el segundo resultado en la observacién 9):
Si f y f’ son continuas a trozos, el desarrollo en serie (5.14) converge

al valor medio de la funcién en cada punto z € (—m,7): w

; en
los extremos del intervalo la serie converge hacia: W (ver [31],
por ejemplo, para la demostracién de este resultado)

Las clasicas desigualdad de Bessel e identidad de Parseval, validas

para el desarrollo (5.14), también son ciertas para (5.10):

St esta) e < [ f(afs(ayds. .

b

St [ olofsta)do = [ floste) o

a
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Figura 54 Aprozimacion de la funcion —u(z + 1) + 2u(x) por los
primeros términos del desarrollo de Fourier (5.14).

Observacién 9 En relacién a la convergencia de la serie (5.10), se
tienen los siguientes resultados:

1. Sea f(x) una funcion continua en [a,b] y tal que sus derivadas
fy 7 también lo son. Supongamos que ademds f satisface las
condiciones de contorno de (5.9). Entonces, la serie de Fourier
(5.10), relativa a las funciones propias del problema (5.9), con-
verge uniformemente en [a,b].

2. Sea f(x) una funcion continua a trozos en [a,b] tal que su de-
rivada también lo es. Entonces, el desarrollo en serie de Fourier
(5.10) relativo a las funciones propias del problema (5.9), conver-
ge en cada punto x € (a,b) hacia el valor w Si ademds

f satisface las condiciones de contorno de (5.9), entonces la serie

también converge en los extremos del intervalo.

Hay que observar que en el caso en que f continua a trozos, f’ puede no
estar definida en los puntos de discontinuidad de f. La demostracion de
estos resultados, verdaderos teoremas, supera el nivel del curso y puede
encontrarse por ejemplo en [14] y [10] respectivamente. O
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Figura 55 Aproximacion de la funcion —u(x + 1) + 2u(x) por los 20
primeros términos del desarrollo de Fourier (5.14)

Observacién 10 Los problemas de contorno tratados en este capitulo
son lineales y, para resolverles, es necesario obtener la solucion de la
ecuacion lineal homogénea asociada al problema. A menudo, las ecua-
ciones son no lineales o no se saben resolver, lo cual hace que sea conve-
niente obtener una aproximacién numeérica de la solucion de los valores
y funciones propias. Este tipo de problemas pueden consultarse en [17]
y [11] por ejemplo. O

EJERCICIOS

1. Encontrar los valores propios y funciones propias de los siguientes
problemas de Sturm-Liouville:

o) {(1+x)2y”+2(1+x)y’+)\y = 0, z€(0,1),

yv'+xy = 0, z€(0,m),
) { y(0) = y/(0) =0 , y(m)=0.

0 { v'+xy = 0, z€(0,m),
1 Y(0)=0 , y(r)=0.

0) 2?2y +2xy + Ay = 0, ze€(l,e),
' y(1)=0 , y(e)=0
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3 {y”+2y’+(1—)\)y = 0, z€(0,1),
' y(0)=0 , y(1)=0.

2. Expresar el desarrollo de las funciones a). f(x) = €*, b). f(x) = x,
¢). f(x) = z—1 en serie de Fourier relativo a las funciones propias
de los problemas de contorno a), b), c), d) y e) del ejercicio 1.

3. Encontrar los valores propios del problema singular de Sturm

' +xy = 0, z€(0,00),
y(0)=0 , y,y acotadas cuando z — co.

4. Encontrar los valores y funciones propias del problema singular
de Sturm, para la ecuacion de Bessel:

(29 +Aay = 0, z€(0,1),
y(1)=0 , v,y acotadas cuando = — 0.

Utilizar dichas funciones propias para escribir el desarrollo en serie
de Fourier de una funcién f continua en [0, 1].

5. Escribir el desarrollo en serie de Fourier relativo a las funciones
propias de (5.13) para las siguientes funciones:

0). £(x) :{ z, si x € [—,0] |

0,,siz € [0,n]

—1,si z € [-7, 0]

b)f(ﬂﬂ):{ 1,,siz € (0,7] 7

o).flx) = 2* — 7%,
d).f(z) =2+,
e).g(t)=(t—2)r,t e2,4].

Para cadad una de ellas, hacer una grafica aproximada de la fun-
cién y las aproximaciones por los 3 (5 y 15, respectivamente)
sumandos de la serie.
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6. En el ejercicio anterior, demostrar que en el desarrollo de una
funcién par (f(z) = f(—=)) aparecen sélo suma de funciones
coseno mientras que en el de una funcién impar (f(x) = — f(—x))
solo senos.

7. Considerando el desarrollo de f(x) = 1, en serie de Fourier rela-
tivo a las funciones propias del problema homogéneo asociado al
dado aqui, calcular el desarrollo en serie de Fourier de la solucién

de:
{ yv'+vy = 1, z€(0,1),
y(0)=0 , y(1)=0,

para a). v no valor propio del problema homogéno asociado, b).
v valor propio de dicho problema.

8. Encontrar las cargas criticas de pandeo para la viga empotrada
en el extremo izquierdo y libre en el derecho, cuya deformacion
esta descrita por la solucion del problema:

Ely"V +Ty" = 0, z€(0,1),
y(0) =0,y(0)=0 , "(1)=y"(1) =0,
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mas generales, nos parece interesante la exposicion de [14].



Capitulo 6

Ecuaciones en Derivadas
Parciales.

6.1. Introduccion.

En los capitulos anteriores se han estudiado y resuelto ecua-
ciones (o sistemas diferenciales) donde la funcién (las funciones, res-
pectivamente) incégnita dependia de una variable independiente. Nos
dedicamos ahora al estudio de ecuaciones en que la funcién a determi-
nar depende de dos o mas variables independientes. Una ecuacion en
derivadas parciales de primer orden con dos variables es una ecuaciéon

del tipo:
Ju Ou

" O0x’ 8y)
donde x e y son las wvariables independientes y u = u(x,y) la funcion
incognita. Resolver dicha ecuacién, consiste en encontrar una funcion

u definida en algin dominio D C R?, tal que sea continua y admita
derivadas parciales primeras en D, y que verifique:

ou ou
F(J:,y,u(x,y), %(.I,y), @(xay)) - 07 \V/(I',y> S D.

F(z,y,u

Se dice que la ecuacion es de primer orden con m variables cuando
en ella intervienen las variables independientes 1, xo, - - -, Z,,, v las de-

rivadas parciales de u con respecto a estas variables: %, 1=1,2,---,m.
k2

179
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Ahora la solucién estard definida en algin abierto de R™. Utilizamos
i4n- — Ou — 0%
la notacion: u,, = do; 0 Ynie; = B0y
La ecuacién es de sequndo orden cuando intervienen también las
derivadas parciales segundas. En general una ecuacion en derivadas

parciales de orden k con m wvariables tiene la forma:

Flay. 2o, 1oyt Ou Ou  Ou 0%u
Y Y ) mo Y axl ) al’z ) ) axm ) 8{[_% )
0r10xy T 0x2 0x3 T Ooxy T OxOxRr---0xr’ 7 Okxy, '

Un ejemplo de ecuaciones de primer orden son las ecuaciones linea-
les: Au, + Bu, =0, con Ay B constantes. La solucién general es de la
forma u = f(Bx— Ay), con f cualquier funcién derivable. Una ecuacién
lineal de segundo orden es por ejemplo, u,, = 0, cuya solucién general
es de la forma u(z,y) = f(z) + g(y) para cualesquiera funciones f y
g derivables. La ecuacion g, + Ugy Uy, + u? = 0 es segundo orden no
lineal.

Un interesante ejemplo de ecuacién no lineal de primer orden nos
lo proporciona la ecuacion de Burger (ver [9] y [24], por ejemplo):

ur + c(z,u)u, =0,

que modela la propagacién de las ondas en un canal. u(z,t) indica la
altura del agua en el punto = del canal en el tiempo t. Supongamos que
f(z) describe el estado inicial: u(x,0) = f(x). Para unas determinadas
funciones ¢, se puede asegurar que, aunque f sea muy regular, la onda
rompe; esto es, en algin instante ¢ la funcién u(x,t) tiene gradiente
no acotado (ver figura 56 para f(¢) = ﬁ, c(x,u) = c(u) = u). Este
fenémeno no ocurre con las ecuaciones lineales: Suponiendo ¢(z,t) = ¢,
¢ una constante, la solucién de la ecuacién es u(z,t) = f(x —ct); i.e. la
onda se desplaza a lo largo del eje x sin ningtin cambio de forma. Por
razones de simplicidad, en este capitulo solo estudiamos las ecuaciones
lineales con coeficientes constantes.

También, en la practica, aparecen a menudo sistemas de ecuaciones
en derivadas parciales, donde hay varias funciones incégnitas. Asi ocu-
rre con el sistema de la elasticidad lineal:

O (div(@) = filwr, 0, 25) i = 1,2,3.
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u
t=0
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u
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Figura 56 Grdfica de la solucion de la ecuacion de Burger.

donde las incognitas w;, u; = wu;(xq,x2,23), describen los desplaza-
mientos del punto x en las direcciones de los ejes x; respectivamente,
u = (uy,us,uz), A\, son los coeficientes de Lamé, y f; las componen-

tes de una fuerza actuando sobre el cuerpo. Los operadores A y div
3 9%

que aparecen en las ecuaciones son respectivamente: Av = Y7 4 o7 ¥
() — N3 Ouy
div(n) = 37 52

Si encontrar soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias era
ya complicado, mucho mas lo es el resolver las ecuaciones en derivadas
parciales y son pocas las que se saben resolver. Nosotros nos dedica-
remos al estudio de las ecuaciones en derivadas parciales lineales, de
segundo orden, con dos variables, y mas concretamente centraremos
nuestra atencién a tres ecuaciones; a saber:

la ecuacién de Laplace: ug, + uyy = f(2,y),

la ecuacién de ondas: uy — Uz = f(z,1) y
la ecuacién del calor: u; — ug, = f(x,t).

Los operadores en derivadas parciales que aparecen aqui se denominan
operador de Laplace (A), ondas y calor respectivamente. Estas ecua-
ciones, y en general las lineales, aparecen en numerosos problemas que
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modelan algin fenémeno de la naturaleza: problemas de calor estaciona-
rio, de potenciales eléctricos, de elasticidad, de fluidos, de propagacion
del calor, de difusiéon en medios porosos, de propagaciéon de ondas, etc.
La variable ¢, en las ecuaciones de Burger, calor y ondas, juega el mismo
papel que la variable y. Cuando a la variable y se le da el significado
fisico del tiempo, se denota por t.

La razon de estudiar las ecuaciones con dos variables es obvia: bre-
vedad y simplicidad. La mayor parte de los resultados y las técnicas
que utilicemos se pueden generalizar a ecuaciones con mas variables.
En cuanto a la importancia de las tres ecuaciones que acabamos de
citar, queda reflejada en la seccion 6.2: cualquier ecuacion lineal de se-
gundo orden puede reducirse a una en que la parte correspondiente a
las derivadas de mayor orden coincida con los operadores de Laplace,
ondas o calor (observemos que esta afirmacién es unicamente vélida
para ecuaciones con dos variables).

6.2. Clasificacion de las ecuaciones linea-
les de segundo orden.

Una ecuacion en deriwvadas parciales lineal de seqgundo orden, es
una ecuacion de la forma

Aty + 2Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu = p(z,y), (6.1)

donde los coeficientes A, B,C, D, E y I pueden ser funciones depen-
dientes de (x,y) o constantes; en este dltimo caso (6.1) se denomina
ecuacion lineal con coeficientes constantes.

Sien (6.1) p = 0 se dice que la ecuacién es homogénea. Si uq(z,y),
uz(x,y) son soluciones de la ecuacién lineal homogénea, entonces cual-
quier combinacién lineal de ellas, c;u; + caus, también es solucion (¢, co
constantes). Esta propiedad comin a ecuaciones diferenciales ordina-
rias y sistemas lineales, difiere ahora de los casos anteriores (entre otras
cosas) en que el conocimiento de varias soluciones no nos permite en-
contrar cualquier solucién de la ecuacién homogénea.

Una ecuacion en derivadas parciales se dice semilineal, si sélo la
parte correspondiente a las derivadas parciales de segundo orden es
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lineal. Es decir, es una ecuacién de la forma:
Atgy + 2Bugy + Cuyy = F(x,y, u, Uy, uy) - (6.2)

Evidentemente para las ecuaciones lineales F' es una funcion lineal en
los argumentos u, Uy, u, .

Las ecuaciones lineales o semilineales se pueden clasificar en tres
tipos: elipticas, parabolicas e hiperbolicas. Esta clasificacion estd basada
en la posibilidad de reducirlas a una forma candnica o standard, segin
que el llamado discriminante, AC' — B2, sea positivo, nulo o negativo.

Supuesto que A, B, C son constantes, se considera el cambio de va-
riable:

(=axr+pBy, n=odr+yy,

cuyo jacobiano sea no nulo: ay — 50 # 0. Se calculan todas las de-
rivadas parciales primeras y segundas de u en funcién de las nuevas
variables (,n y se substituye en (6.2). Para una conveniente eleccién de
las constantes «, 3, d, 7, la ecuacién (6.2) es ahora de la forma:

L. uee + upy = G(C,n, u, ue, uy), supuesto que AC — B? > 0. Se dice
que la ecuacion es de tipo eliptico.

2. uee = G(¢,n,u,uc, uy), supuesto que AC — B* = 0. Se dice que
la ecuacién es de tipo parabolico.

3. Uy — uce = G(¢,n, u,ue, uy), supuesto que AC' — B* < 0. Se dice
que la ecuacion es de tipo hiperbolico.

Evidentemente, si los coeficientes A, B, C' son variables dependientes
de = e y, la clasificacion de las ecuaciones puede variar segiin la regién
del plano. Este es el caso de la ecuacién de Triccomi, Yz, + tyy = 0,
tan utilizada en aerodinamica: Es eliptica para y > 0, hiperbdlica para
y < 0 y parabdlica en y = 0.

Nosotros, en general, estudiaremos ecuaciones lineales con coeficien-
tes constantes. Es evidente que si la ecuacion en (6.2) era lineal, las
ecuaciones de los tipos 1,2 y 3 son lineales, y ejemplos de estos tres
tipos de ecuaciones son las de Laplace, calor y ondas respectivamente.
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Observacién 11 Observamos que la clasificacion es la misma si impo-
nemos la condicién de que la matriz:

A B
B C

tenga los dos valores propios del mismo signo, uno de ellos cero, o los dos
de distinto signo. De esta manera, la clasificacién dada aqui se puede
generalizar a ecuaciones con mas variables. Sin embargo, para tres o
mas variables, no todas las ecuaciones son de tipo eliptico, parabdlico o
hiperbélico, aunque si son las que méas aparecen en problemas que sirven
de modelo a diversos fenémenos de la naturaleza (ver [9], [23] y [25],
por ejemplo). Escribimos aqui la forma candnica de estas ecuaciones
para tres variables x,y, 2:

la ecuacién de Laplace: g, + wyy + u,, = p(x,y, 2) ,

la ecuacién de ondas: uy — Uy — u,, = p(x,t,2) y
la ecuacién del calor: u; — ugy — u,, = p(x,t, 2)

(en el caso més general p puede también depender de u, u,, u,, u,; y =
t). O

Esta clasificacién, que en principio parece caprichosa, determina
importantes propiedades de las soluciones, y es fundamental tenerla en
cuenta a la hora de imponer condiciones adicionales de manera que la
ecuacion describa algin fenémeno real (ver seccién 6.3). Por otro lado,
las ecuaciones de tipo eliptico suelen describir procesos estacionarios,
mientras que las de tipo parabdlico e hiperbdlico estan ligadas a procesos
de propagacion y difusion.

Supuesto que la ecuacién (6.1) tiene coeficientes constantes, defini-
mos las rectas caracteristicas que nos seran de utilidad en la siguiente
seccién. Dichas rectas se definen como las soluciones de la ecuacién
diferencial ordinaria:

dy B++vB?>—AC

dr A '
Obviamente, para esta definicion estamos sumoniendo A # 0. Si los
coeficientes de la ecuacién no son constantes, las soluciones de estas
ecuaciones diferenciales son las curvas caracteristicas.
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Asi, la ecuacion de Laplace no tiene caracteristicas reales. Las rectas
caracteristicas de la ecuacién de ondas, uy — a’ug, = 0, son x4 at = cte
y x —at = cte, con cte indicando una constante cualquiera, que al variar
nos va dando distintas rectas paralelas, unas con pendiente a y otras
—a (ver primera gréfica de la figura 57). Las rectas caracteristicas de
la ecuacién del calor son ¢t = cte (ver segunda grafica de la figura 57).

At

V<

|
o~

|
]
N+
>

Figura 57 Rectas caracteristicas de las ecuaciones de ondas y calor
respectivamente.

6.3. Problemas bien propuestos.

Si se quiere concluir la descripcion de un problema fisico, no po-
demos limitarnos a la ecuacién diferencial, sino que es necesario adjun-
tar unas condiciones suplementarias que, usualmente, tienen el caracter
de las llamadas condiciones iniciales o condiciones de contorno. Clari-
ficamos esta afirmacion con un ejemplo.

Ejemplo 38 Se sabe que para pequenas oscilaciones las vibraciones de
una cuerda elastica, de material homogéneo, que se mueve en un plano
vertical, son descritas por la ecuacién diferencial:

Uy — @2 Ugy = 0, (6.3)

donde la constante a depende de las caracteristicas de la cuerda: tension
y densidad. Suponemos que la cuerda tiene una longitud [, que en el
estado de equilibrio ocupa el segmento [0,[] del eje de las z, y que no
hay ninguna fuerza externa actuando sobre ella. Supongamos que en
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el tiempo t = 0 la cuerda es desplazada de su posicion de equilibrio,
toma la forma de la funcién f(x), y empieza a vibrar, siendo g(z) la
velocidad en el instante inicial ¢ = 0 del punto x de la cuerda. El
problema consiste en examinar el desplazamiento u(z,t) del punto de
abscisa = € [0,!] (que se supone se mueve sélo en un plano vertical) en
el instante de tiempo ¢. La gréafica de la funcién = € [0,1] — u(z, 1)
nos da la forma de la cuerda en el instante ¢t. Es decir, el dominio del
plano zt donde hay que buscar la solucién es {(z,t) /z € [0,1],t > 0}
(ver gréfica 1 de la figura 58) y las condiciones impuestas a la cuerda
en el instante de tiempo ¢ = 0, son condiciones iniciales:

u(z,0) = f(z),u(x,0) = g(x), z €[0,1]. (6.4)

Las funciones f y g son los datos iniciales o de Cauchy. Si, ademas, no
permitimos que los extremos de la cuerda se muevan, estamos impo-
niendo condiciones de contorno:

u(0,t) =0, u(l,t) =0, Vt>0. (6.5)
Ast, D = {(z,y) /x € (0,1),t > 0}, y la solucién del problema (6.3),

(6.4) y (6.5) describe las vibraciones de la cuerda. La representacién de
esta solucién en el espacio xtz serd la superficie z = u(z,t) (ver figura
58).

Si queremos que la solucion se comporte de " manera regular”, habria
que anadir a los datos f y g lo que se denomina condiciones de compati-
bilidad y condiciones de reqularidad (ver observacién 13): Por ejemplo,
en este caso, para que la solucién sea continua en [0,1] x [0,00) hay
que imponer f(0) = f(I) =0, y, f continua en [0,l], f' y g continuas
a trozos en [0,]. A mayor regularidad de los datos se obtiene mayor
regularidad de la soluciéon. En ocasiones, no se obtiene una solucién en
el sentido clésico, sino en "el sentido de las distribuciones”, pero no
entramos en detalles de este tipo, pues superan el nivel del curso.

Por supuesto, otras condiciones no homogéneas (ver ejercicios 13
y 14) podrian haber sido impuestas tanto en la ecuacién como en las
condiciones de contorno. Por ejemplo:

a). Cada punto = de la cuerda podria estar sometido a una fuerza
externa en el instante de tiempo ¢, F(xz,t):

Uy — @ Ugy = F(x,1).
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b). Los extremos de la cuerda podrian también moverse:
U(O,t) = ll(t)a U(l,t) = ZQ(t)’

siendo [y, ls funciones que nos dan la posicion de estos extremos,
en funcion del tiempo.

uh t

At

P NS R

0 u,uy

Figura 58 Descripcion de las vibraciones de una cuerda.

El problema planteado en el ejemplo 38 se denomina problema mixto
ya que las condiciones adicionales que acompanan a la solucion son: ini-
ciales y de contorno. Otros problemas pueden plantearse: los llamados
problemas de Cauchy o de valores iniciales donde sélo intervienen con-
diciones iniciales, y los problemas de contorno en que sélo intervienen
condiciones de contorno.

Un problema de Cauchy es, por ejemplo, el que modela la propaga-
cién de las ondas en una cuerda de longitud infinita que en el instante
t = 0 tiene la configuracién de la funcién f(z) y una velocidad inicial

g(z) :

(6.6)

Ut — a2uzx = 07
{ u(z,0) = f(z) , w(z,0)=g(z), z € (—00,00).

Un problema de contorno es, por ejemplo, el que modela la variacién de
la temperatura en el interior de un circulo D, D = {(x,v) / 2*+y* < 1},
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sabiendo que la temperatura sobre la circunferencia 0D = {(x,y)/z*+

y* = 1} estd descrita por la funcién f(z,y) (ver figura 59):

umm+uyy - O’(xay>€D7 (67)

u(z,y) = flz,y),(z,y) €ID.

El operador que interviene en (6.7) es el operador de Laplace, y puede

modelar problemas de calor estacionario, es decir, en que la funcién

temperatura u no depende del tiempo ¢. En el problema (6.7) no inter-
viene el tiempo.

u(a,0)=£(0)

Figura 59 Dominio de definicion de la ecuacion (6.7).

Observamos ya una diferencia fundamental entre un problema de
contorno y uno de Cauchy: Como en ecuaciones diferenciales ordinarias,
en el primer problema, el dominio D donde esta definida la solucion
estd determinado, y los datos se dan sobre la frontera 0D del dominio.
En el segundo problema, los datos estdn dados sobre una curva (puede
ser y = 0), y el dominio de definicién de la solucién debe ser calculado.

Como en ecuaciones diferenciales ordinarias, nos interesan proble-
mas, en los que intervienen ecuaciones en derivadas parciales, bien plan-
teados. Recordamos que un problema se dice que esta bien propuesto
si existe solucion, es Unica y a ”"pequenas variaciones” de los datos le
corresponden ”pequenas variaciones” de la solucion. Vemos a continua-
cién como el hecho de que la ecuacion que aparece en el problema sea
de tipo eliptico, parabdlico o hiperbélico tiene importancia en el hecho
de que un problema esté bien planteado o no.

En relacién con el buen planteamiento de un problema de Cauchy
enunciamos a continuacion el teorema de Kowalewsky, de manera muy
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simplificada, para ecuaciones lineales de coeficientes constantes y datos
iniciales sobre la recta y = 0. La demostracion de dicho teorema queda
fuera del alcance del curso y s6lo hacemos algunos comentarios sobre
el resultado.

Teorema 22 Sean f(x), g(z) dos funciones definidas en el intervalo
(a,b) C R, analiticas en un entorno del punto o, xo € (a,b). Supon-
gamos que C' # 0 en la ecuacion:

Atgy + 2Bugy + Cuyy + Duy + Fuy + Fu =0,

entonces, existe una unica solucion u(zx,y) de esta ecuacion, analitica
en un entorno B del punto (x0,0) ( B C R? con (z0,0) € B), y tal que

u(z,0) = f(z) yuy(z,0)=g(z),Ve e BN(a,b).

Observamos en el teorema, que el hecho de que C' # 0 ya implica
que y = 0 no es una recta caracteristica. El teorema de Kowalewsky
tiene un enunciado mucho més general (ver [13] y [23], por ejemplo):
ecuaciones no necesariamente lineales, y curvas donde se dan los datos
iniciales mds generales que sobre la recta y = 0; también el dato g(z)
puede ser una condicién inicial para una derivada en una direccion
no tangencial a la curva. En el caso de que la ecuacién (6.1) no sea
homogénea, en el teorema 22 hay que suponer que p(z,y) es analitica
en un entorno de (zo,0).

La solucién del teorema de Kowaleswky tiene un caracter local, y,
de una manera intuitiva, se puede construir la solucion a partir de los
datos f y g: el desarrollo en serie de Taylor de u en un entorno del
punto (xg,0) es

u(z,y) =Y Zﬁ < i ) W<x070> (2 — o) y" ",

n=0k=0 """

donde todas las derivadas parciales en el punto (z¢,0) se obtienen a
partir de las derivadas de f y g, y de la ecuacién. Asi, si en el teorema 22
los datos son analiticos en todos los puntos del segmento (a, b), podemos
conocer la solucién tnica del problema de Cauchy en un entorno de

(a,b).
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Es importante notar que en el caso de que y = 0 sea una recta
caracteristica de la ecuacion, el problema de Cauchy no esta en general
bien propuesto para cualesquiera datos iniciales f y g (deberian estar
relacionadas de alguna forma). Esto es lo que ocurre con la ecuacion del
calor: t = 0 es una recta caracteristica; como consecuencia, se denomina
problema de Cauchy para la ecuacion del calor en una barra conductora
al problema:

U — a*uy, = 0,
{ u(z,0) = f(x), z € (—00,00), (6.8)

mientras que el problema de Cauchy para la propagacion de ondas
estd dado por (6.6).

Asi pues, un problema mixto para la ecuacién del calor es (ver tam-
bién ejercicio 18):

U — Uy, = 0,2 € (0,1),t>0
uw(z,0) = f(z), z€(0,1), (6.9)
uw(0,t) =u(l,t) = 0,t>0.

Un problema de Cauchy para la ecuacion de Laplace es por ejemplo:

Ugy + Uyy = F(ﬂj‘, y) ’
{ uw(z,0) = f(z) , uy(z,0)=g(z), z € (—o00,00), (6.10)

y si F, f y g son funciones lo ” suficientemente regulares”, el teorema

22 nos garantiza que el problema (6.10) admite una unica solucién
"regular en algin entorno de y = 0”. Sin embargo, un ejemplo dado
por Hadamard (ver observacién 12) pone de manifiesto que, en general,
los problemas de Cauchy para ecuaciones tipo eliptico no suelen estar
bien planteados: pequenas variaciones de los datos nos pueden llevar a
variaciones grandes de la solucion.

Observacién 12 Hadamard tomé F = 0, f = 0,9 = g, = + sin (nz)
en el problema (6.10). Se comprueba facilmente que la solucién de dicho
problema es u, (z,y) = 25 sh(ny) sin (nz) en R*. Mientras que | g, ()| —
0 uniformemente cuando n — oo, la solucién u,(x,y) no estd acotada,
cuando n — oo para cualquier valor y # 0, x # kn, k€ Z. O
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Esta observacién, nos hace pensar que no a todas las ecuaciones
se las puede anadir cualquier tipo de condicion adicional para tener un
problema bien propuesto. Ademés de este ejemplo, en [23] puede encon-
trarse un ejemplo que muestra como los problemas de contorno suelen,
en general, estar mal planteados para ecuaciones de tipo hiperbdlico.

La demostracion de que , bajo determinadas condiciones de regula-
ridad de los datos, todos los problemas que estudiamos en este capitulo
estdn bien planteados puede verse en [23], [25] y [30] . Aunque son
interesantes y apropiadas para el curso, omitimos aqui estas demostra-
ciones; en particular, pueden resultar utiles las demostraciones de [30].
En ocasiones, para datos no regulares, es imposible encontrar una so-
lucion clasica y hay que buscarla en el sentido de las distribuciones. En
relacién a esta observacion no entraremos en ningun tipo de detalles
por entender que supera el nivel del curso.

En la seccion 6.4 nos ocupamos de dar la solucion de los problemas
de Cauchy para las ecuaciones de ondas y del calor, y, en la seccién
6.5 resolvemos problemas mixtos para estas ecuaciones utilizando el
método de separacion de variables.

El método de separacién de variables también sera utilizado para
resolver diversos problemas de contorno para la ecuacion de Laplace.
Estos problemas de contorno se clasifican en:

= problemas de Dirichlet, cuando se conoce la soluciéon u sobre la
frontera 0D del dominio dado (ver (VIecalorl) y ejercicio 15).

= problemas de Neumann, cuando se conoce la derivada normal de
la solucién % sobre la frontera del dominio dado (ver ejercicio

16). n indica aqui el vector normal unitario a la curva 9D.

= problemas de contorno mixtos, cuando en el problema de con-
torno aparecen condiciones de tipo Dirichlet sobre una parte de
la frontera y Neumann sobre la otra (ver ejercicio 17).

6.4. Problemas de Cauchy.

Las férmulas de D’Alembert y de Poisson nos dan la solucién
de los problemas de propagaciéon de ondas y del calor, respectivamente.
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Ambos problemas se resuelven de una forma bien distinta como vemos
a continuacion en las secciones 6.4.1 y 6.4.2, respectivamente. Una di-
ferencia fundamental entre ambos problemas es la reversibilidad de las
soluciones para t < 0 en la ecuacion de ondas, e irreversibilidad en la
del calor: Es decir, en la ecuacion de ondas la solucién vale para t < 0,
mientras que el segundo problema estd mal planteado para estos valores
de t (ver [30], por ejemplo).

6.4.1. Férmula de D’Alembert.

Consideremos el problema que modela las vibraciones de una
cuerda elastica de longitud infinita, que en el instante ¢ = 0 tiene la
forma de la funcién f(z) y una velocidad inicial g(x):

0

{ u(z,0) = f(;)z T U;(ﬁ,o) =g(z), v € (—00,00) . (6.11)

Haciendo el cambio de variables: ( = x + at, n = x — at, la ecuacién
diferencial se transforma en u¢, = 0. Una simple integracion de esta
ecuacion nos da la solucién general de la forma: u(¢,n) = F(¢) + G(n),
para cualesquiera funciones derivables F'y G. Esto es: u(z,t) = F(z +
at) —G(x—at). Imponiendo ahora las condiciones iniciales del problema
(6.6) se determinan F'y G a partir de las ecuaciones:

F(z) + G(z) = f(z),

F'(x) = G'(x) = g(x).
Se tiene asi que la posicion del punto de abscisa x de la cuerda, en el
tiempo t estd dado por la formula de D' Alembert:

flz+at) + f(x — at) N 1 /Hat

u(z,t) = 5 % g(s)ds. (6.12)

x—at

Se observa la importancia que tienen las rectas caracteristicas x +
at = cte: Dado un punto xy y un tiempo ty, la soluciéon u en un punto
(x0,t0) depende sélo de los datos iniciales f y g en el intervalo [z —
aty, To + atp]. Asi, si trazamos dos rectas caracteristicas pasando por
(xo,to): xE£at = zotaty (véase figura 60), la solucién en cada punto del
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interior del triangulo rayado depende sélo de los valores de la solucién
(es decir, de los datos iniciales) en [zg — aty, zo + ato] . g — ato, xo +
aty son los puntos de corte de las caracteristicas con el eje t = 0. A
dicho intervalo se le denomina dominio de dependencia de la solucion
relativo al punto (z, to). Las modificaciones de los datos iniciales fuera
de este intervalo no afectan a u(zo,t). Reciprocamente, el valor de
la solucién (los datos iniciales) en el punto (Zg,0) sélo influye en los
valores de la solucién en una region no acotada, definida a través de
las caracteristicas (ver segunda grafica de la figura 60), denominada
dominio de influencia.

At At
x<ct
.;.”c}' x>ct -;.’o
(Xoito)
/\ - \/
(xu—th.O) (xo+cto,0) =X (xoro) -

Figura 60 Dominios de dependencia e influencia respectivamente.

Por otro lado, la férmula (6.12) nos pone de manifiesto un hecho
muy conocido: la velocidad de propagacion de las ondas es finita. En
efecto, supongamos por ejemplo g = 0, y, f(x) = 0 fuera de un intervalo
[av, B]. Se observa que no todos los puntos de la cuerda empiezan a vibrar
instantaneamente. Nos preguntamos en qué instante t*, el punto x* de
la cuerda empieza a vibrar. Evidentemente, la solucién u(z*,t*) = 0
hasta que el punto (z*,t*) quede dentro de la caracteristica = + at =
a pasando por el punto (a,0) (ver figura 61). Dicho de otra forma,
cuando [z* — at*,z* 4+ at*] N [, f] # @. O sea, t* debe ser tal que:
”C*tjo‘ = a. Por tanto, las ondas se propagan con velocidad a que depende
obviamente de la densidad de la cuerda. Estos cdlculos nos permiten
también observar que el punto z* de la cuerda se desplaza de su posicién
de equilibrio sélo en un intervalo de tiempo finito y luego vuelve a su
posicién de equilibrio (ver ejercicios 2 y 4 en relacién a la propagacién
de las ondas en una cuerda).
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Figura 61 EIl punto x* tarda un tiempo en ser alcanzado por la
perturbacion.

6.4.2. Formula de Poisson.

Como se ha visto en la secciéon 6.3, por ser ¢ = 0 una recta
caracteristica de la ecuacion del calor, el problema de Cauchy asociado
bien propuesto para esta ecuacion es:

{“t—azum = 0,7 € (=00,0),t>0, (6.13)

u(z,0) = f(x), xz € (—00,00).

u(x,t) describe ahora la temperatura en el punto x de una barra con-
ductora de calor de longitud infinita, en el tiempo ¢, sabiendo que en
el instante inicial t = 0 la temperatura de cada punto x estda dada por
el valor f(x). Se ha supuesto que la barra es delgada y de material
homogéneo, y esta siguada en el eje de las x; la constante a depende
de la densidad, del calor especifico y de la conductividad térmica de la
barra.
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La solucion de (6.13) estd dada por la formula de Poisson:

(z=0)?

u(z,t) = LI b f(Q)e aa? d(. (6.14)
2&\/H —00

Esta formula nos muestra que aunque en el instante de tiempo ¢t = 0 la
fuente de calor f(x) sélo afecte a un entorno muy pequeno de un punto
xo, u(z,t) # 0,Ve,t > 0, es decir 7 el calor alcanza instantdneamente
cualquier punto de la barra”. Este fenomeno, contrario a la experiencia
fisica, se enuncia diciendo que wvelocidad de propagacion del calor es
infinita. No obstante, observamos que si el punto z estda muy alejado
de la fuente de calor, para tiempos t pequenos, la temperatura u(z,t)
también es pequena, debido a la aparicion del término exponencial en
la férmula (6.14).

La demostracién de (6.14) esta basada en la transfromacion de Fou-
rier. Dicha transformada, de propiedades similares a la de Laplace, es
una herramienta muy util en la resolucién de problemas de ecuaciones
en derivadas parciales, planteados en dominios no acotados (en este ca-
so, el semiplano {(z,t)/t > 0,2 € (—o0,00) }; ver ejercicios 7 y 8). El
interés de esta transformada en ecuaciones radica en la existencia de un
resultado de inversion. Como en el caso de la transformada de Laplace,
es importante conocer tablas de transformadas de Fourier y podemos
encontrarlas, por ejemplo, en [32].

Sin entrar en detalles, damos a continuacion la definicién de dicha
transformacion asi como algunas propiedades, de manera esquematica,
que son necesarias para demostrar la féormula de Poisson. Otras pro-
piedades muy interesantes, y de utilidad en la resolucién de ecuaciones
en derivadas parciales, pueden encontrarse por ejemplo en [25], [29] y
[32]. También puede encontrarse en estas referencias bibliogréficas la
aplicacion de la transformacién de Fourier a problemas de elasticidad
y a otros interesantes problemas de la Fisica y la Técnica. Su relacion
con los desarrollos en serie de Fourier, asi como con la transformada de
Laplace, es puesta de manifiesto en la observacion 14.

Se define la transformacion de Fourier, como una aplicacion que
transforma una funcién de una determinada clase, en otra funcién. En
particular, esta definida en el conjunto de funciones f continuas a trozos
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en (—o0,00) y absolutamente integrables, i.e. tales que

+o00
/_OO f(2)| dz < oo.

Para una funcion f del tipo mencionado se define la transformada
de Fourier de f:

FINQ) = = [~ e @) da (6.15)

Denotando por F'(¢) = F[f]({), F' es ahora una funcién de la variable
¢ € R, con valores complejos en C:

—+00

FIQ) = o= ([ eos@Of(@)de +i [ sin (@) (@) do),

acotada cuando |¢| — oo.
La transformada inversa de Fourier de F' se define como:

FUF) () e R () dC, (6.16)

-l

supuesto que la integral de la férmula sea convergente. Si f es una fun-
cién suficientemente regular y cuya transformada de Fourier (6.15) exis-
te, la funcién definida a través de (6.16) coincide con f(z): F 1 [F|(z) =
f(z). La demostracién de este resultado de inversién queda fuera del
alcance del curso (consultar la bibliografia citada anteriormente).

Ejemplo 39 Sea f(x) = u,(z)e ?%, con a, 8 > 0. Es una funcién con-
tinua a trozos, y

+00 q _e—ﬁa
| lf@)de = G <o

La transformada de Fourier esta dada por:

Flf](¢) = —= lim +R6'1’Cua($)e—,3x dr — 1 e (—iC+h)a |

dado que limp_,o e PR = 0. O
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Propiedades de la transformada de Fourier

1. Linealidad: Si F[f](¢), Flg](¢) existen, entonces F[c1 f+c2g](¢) =
a1 F[f1(C) + 2 F[g](C) , para cualesquiera constantes ¢y, cs.

2. Sobre la derivada: F[f'](¢) = —iCF[f1(C), FIf™](C) = (=iQ)"F[f1(C),
supuesto que f, f',---, f existan, sean absolutamente integra-
bles, f™ continua a trozos en (—oo,00) y las (n — 1) primeras
derivadas de f converjan a 0 cuando z — 4o00.

3. Sean f y g funciones continuas a trozos en (—oo,00) y absolu-
tamente integrables. Supongamos que una de ellas, f 6 g, es conti-
nua y acotada en (—oo, 00), entonces F[fx*g](¢) = F[f](¢) Flg](C),
donde f x g es la funcién definida por:

Fra@ = —= [ ftae—ar.

Es interesante observar que la definiciéon y propiedades de la transfor-
mada de Fourier se pueden generalizar al caso en que x € R", n > 1;
de aqui la utilidad de esta transformada en la resolucién de ecuaciones
con mas de dos variables en dominios no acotados.

Estamos ahora en condiciones de resolver, formalmente, el problema
(6.13). Aplicamos transformada de Fourier a la ecuaciéon. Teniendo en
cuenta que la variable ¢ no interviene en la integral que define dicha
transformacién, y aplicando las propiedades 1 y 2, se tiene:

{Ut—cﬂ(z'g)?U = 0,
U(C7O) = F[f](g)a C € (_OO7OO>7

donde U((,t) denota U((,t) = Flu(.,t)]({).

El problema (6.17) es un problema de Cauchy para una ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden en ¢ (¢ es un parametro en dicha
ecuacién), y la solucién estd dada por: U((,t) = F[f]()e <%, Se
busca en las tablas una funcion g; tal que su transformada de Fourier sea
e—C2a2t

(6.17)

22
, v se utiliza la propiedad 3. La funcién g; es: g,(z) = %mefm
(ver ejercicio 9), y la solucidn:

U(¢,t) = FIFQ)Flal(€) = FLf * g.](C)
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(de nuevo, t juega en esta férmula el papel de un parametro). Tomando
transformada inversa de Fourier, se llega a la férmula (6.14).

El nicleo g(z) en algunos libros se denomina funcién de Green.
Como en la seccién 5.2 del capitulo 5, el significado fisico de la férmula
de Poisson, es que la distribucién de temperatura inicial f(x) es des-
compuesta en una serie de impulsos, en cada punto x = (, de magnitud
f(C) para dar lugar a la temperatura f(¢)g:(x — () en cada punto x de
la barra en el tiempo t. Aplicando un principio de superposicion, esta
funcién ”temperatura” es integrada para encontrar la solucién de (6.8).

6.5. El método de separacién de variables.

El método de separacion de variables para resolver una ecuacion
en derivadas parciales (6.1):

Augy + 2Buyy + Cuyy + Duy + Fuy + Fu =0, (6.18)

consiste en buscar soluciones de la forma:

u(z,y) = X(2)Y(y),

donde la funciéon X (Y respectivamente) depende sélo de la variable
independiente x (y, respectivamente). Derivando la expresién X (z)Y (y)
con respecto a x e y y substituyendo en la ecuacién diferencial (6.18),
se tiene:

AX"(2)Y (y) +2BX'(2)Y'(y) + CX (2)Y" (y)+
+DX'(x)Y(y) + EX(2)Y'(y) + FX(2)Y (y) =0.

Como el nombre ”separacién de variables” indica, se trata de agrupar, si
se puede, en esta expresion funciones dependientes de la variable x, por
un lado, y funciones dependientes de la variable y por otro, para obtener
ecuaciones diferenciales ordinarias en dichas variables. Evidentemente,
esto no se puede hacer para cualquier ecuacién (6.18), y por tanto
tenemos ya una restriccién sobre el tipo de ecuacién a resolver (ver
ejercicio 5).

Por otro lado, observemos que en todos los problemas de la seccién
6.3 hay condiciones adicionales aniadidas a la ecuacién y, el dominio de
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definicién de la solucién, bien estd dado por el problema (problemas
de contorno y mixtos) o bien hay que calcularle. Cuando el método de
separacion de variables se aplica para resolver problemas de contorno
o mixtos, otra restriccién a hacer es la forma del dominio: puede ser
un cuadrado, un rectdngulo, un circulo, una banda, (ver figura 62 y
ejercicio 6) y, en general, cualquier dominio tal que en las condiciones de
contorno o iniciales las variables = e y puedan separarse (en dimension
3 un cubo, una esfera, etc...). Asi pues, un problema planteado en un
dominio cualquiera no puede resolverse por este método y puede ser
necesario aplicar un método numérico para encontrar una aproximaciéon
de la solucién (ver [28] y [30] por ejemplo).

Usualmente, la aplicacién del método a ecuaciones en derivadas par-
ciales nos lleva a problemas de valores iniciales o problemas de contorno
para ecuaciones diferenciales ordinarias en la variable independiente x
(o en la variable y ).

AY At Y

X X
o |

Figura 62 Dominios del plano en los que se puede aplicar el método
de separacion de variables.

Aplicamos directamente el método de separacion de variables a un
problema mixto, para la ecuacién de la cuerda vibrante. El ejemplo
40 intenta ser ilustrativo sobre la descripcién del método. La forma de
operar en el resto de los problemas es la misma: ver ejercicios 10-20. En
general, el proceso descrito en el ejemplo 40 nos lleva a un problema de
valores propios y hay que aplicar la teoria de la seccion 5.3, del capitulo
5, para obtener la soluciéon. No obstante, en ocasiones se puede aplicar
este método para encontrar soluciones particulares de ecuaciones en
derivadas parciales (ver ejercicios 13 y 14).
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Ejemplo 40 Se considera el problema del ejemplo 38, relativo a las
vibraciones libres de una cuerda que en el instante inicial toma la forma
de la funcién f(z) y la velocidad inicial dada por g(z). Suponemos, por
ejemplo, a =1y [ = 1. Es decir, el problema es:

Uy — Uz = 0,2 € (0,1),6>0
u(z,0) = f(z) , w(z,0)=g(z),z € (0,1), (6.19)
u(0,t) =u(l,t) = 0,t>0.

Los pasos a seguir para encontrar la solucion utilizando el método de
separaciéon de variables son:

1. Se busca la solucién de la forma u(z,t) = X (x)T(t). Se deriva, se
substituye en la ecuacion y se separan variables. Se obtiene:
T”(t) B X”(.’,U)
()  X(z)’

lo que nos dice que ambas ecuaciones deben ser iguales a una

constante \:
T”(t) B X”(I)

Tt)  X(z)

O sea, X y T deben ser soluciones de las ecuaciones:

=\

T'(t) — AT(t) =0Vt >0,

X"(x) = XX (z) =0,Vx € (0,1),
respectivamente, para el mismo valor de A.

2. A continuacion se imponen las condiciones de contorno homogéneas:
u(0,t) = u(1,t) = 0 que nos dan X (0) = X (1) = 0. Estas ecua-
ciones junto con la obtenida en el paso 1 nos llevan a afirmar que
A debe ser un valor propio del problema:

{ X"(z) = AX(z) = 0,2€(0,1), (6.20)

X0)=0 , X(1)=0,

y X la funcién propia asociada a . Es decir, A = \, = —(km)?,
X = Xi(z) = sin (krz) para algin k =1,2,3,---.
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Por tanto, la correspondiente funcién 7'(t) = Ty () es la solucién

de la ecuacion
T/ (t) + (k7)*Ti(t) = 0.

Resolviendo esta ecuacién: Ty(t) = Ay cos (knt) + Bysin (knt),
donde Ay, By son constantes a determinar.

3. Se llega pues a que la solucién buscada es de la forma:
(A cos (kmt) + By sin (knt)) sin (kmz) |

para algin k£ = 1,2,---. Imponiendo las condiciones iniciales
u(z,0) = f(z),u(z,0) = g(x) se tiene:

Apsin (kmx) = f(x), (km) By sin (krx) = g(x),

lo que es, a todas luces, imposible para cualesquiera funciones f
y g. Asi, nos damos cuenta de que la suposicion v = Xy (z)T}(¢)
hecha en 1 debe ser modificada convenientemente.

Observamos que si se supone f(z) = 5sin (4rx) y g(x) = sin (27z),
la solucién del problema (6.19) esta dada por:

5 cos (4rt) sin (47x) + 217r sin (27t) sin (27x) .
es decir, por sumas de funciones Xy (z)T}(t). Esto es debido a
que tanto f como ¢ coinciden con las funciones propias X (x)
para algiin k£ multiplicadas por constantes. Evidentemente, si f
(g respectivamente) es suma de varias de estas funciones propias:
f =X, +cXs, g =X, + ¢ Xy con ¢, cq,cp, g constantes
dadas, es facil demostrar que la solucién es de la forma:

T ()X (2) + To(t) Xo(2) + Tp(0) Xp (@) + T4(1) Xy (2) ,

para determinados valores de las constantes A;, B; apareciendo
en la féormula de T;. Esta propiedad se conoce con el nombre de
Principio de Superposicion.

Para funciones f y g mas generales, ” funciones continuas a trozos
en [0, 1]”, se sabe que se pueden escribir como desarrollos en serie
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de las funciones propias del problema (6.20). Esto es,

Z ag sin (kmx) , Z By sin (krz) ,

k=1

donde ay, B son los coeficientes de Fourier del desarrollo de f y g
respectivamente, dados por la férmula (5.11) del capitulo 5. Esto
nos sugiere buscar la solucién v como una suma de infinitas fun-
ciones X, T). Asi, la hipotesis hecha en el primer paso, se cambia
de la manera indicada a continuacién (en 4).

Buscamos

[e.e] [e.e]
=Y Xy(2)Ty Z (Ag cos (kmt)+ By sin (krt)) sin (k7x) ,
e imponemos a esta suma las condiciones iniciales:

0) = i Apsin (krx) = f(z) = i ay sin (kmx) ,

k=1 k=1
uy(z,0) = (km)Bysin (krz) = g(x Z By sin (k) .
k=1

Ahora, como los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier
son unicos, se obtienen los valores de las constantes A y Bi:
A = ay, B, = 1=f.

Observamos que en este proceso, ademas del problema de valores
propios en la variable x, hemos resuelto un problema de Cauchy
en la variable ¢ :

T(t) + (k) Ti(t) =0, Ti(0) = ax, T3(0) = By.

Supongamos que, por ejemplo , f(z) = z(1 — x),g(x) = 0. La
solucion es:

(—=1)%) cos (kxt) sin (k7z)

e 4
=2 G

donde se observa que solo intervienen en la suma los términos
impares. O
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Lo que se ha obtenido en el ejemplo 40 es una expresién formal de
la solucion cuya validez hay que garantizar en cada caso concreto. Las
técnicas de este ejemplo se pueden utilizar para encontrar soluciones de
otros problemas. Sin embargo, para tener la seguridad de que hemos
encontrado la solucién del problema planteado, habria que comprobar
que existe solucion unica, que la serie candidata a solucion es una serie
convergente, es decir, define una funcién de dos variables, y, se puede
derivar término a término siendo las series resultantes también conver-
gentes (ver observacién 13). Todas estas cuestiones pueden encontrarse
resueltas en [30], por ejemplo.

Observacién 13 En el problema (6.19), si se quiere estar seguro de
obtener la solucién clésica (u continua en [0,1] x [0,00), asi como sus
derivadas parciales primeras y segundas), es suficiente imponer las con-
diciones adicionales: f, f', f”, f” continuas en [0,1], g,¢’, ¢ continuas
en 0.1, £(0) = f(1) =0, g(0) = g(1) = 0, y f'(0) = f'(1) = O (ver

23], por ejemplo, para este resultado). O

Noétese que tanto la ecuacion diferencial como las condiciones de
contorno deben ser homogéneas para poder aplicar la teoria de Sturm-
Liouville (o de Fourier) del capitulo 5. En el caso de que estas ecua-
ciones no sean homogéneas es necesario homogeneizarlas. El proceso de
homogeneizacién de una ecuacién lineal no homogénea, L{u] = p(z,y),
consiste en buscar una funcién u; verificando L[ui] = p (u; solucion
particular), de manera que u — uy sea ahora solucién de la homogénea
L{u — u;] = 0; por L indicamos aqui cualquier operador lineal (ver
ejercicios 12 y 13).

En ocasiones, si la ecuacién en derivadas parciales es no homogénea
y no se sabe encontrar una solucion particular de ella, se puede in-
tentar resolver buscando desarrollos en serie de Fourier del término no
homogéneo p = p(x,t) con coeficientes ahora dependientes de la varia-
ble t (ver [25], por ejemplo).

Cuando la ecuacion estd planteada en un circulo, como es el caso
del problema (6.7) de la seccién 6.3 (una esfera para 3 variables), es
conveniente hacer el cambio a coordenadas polares: x = rcosf,y =
rsinfé. El dominio de variacién de 7,6 es ahora el rectangulo (0, 1) x
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(0,27), y la ecuacién de Laplace en coordenadas polares es:

1
Upr + —Up + 7U99 =0.
r r

Se observa, que aunque los coeficientes de esta nueva ecuacién no son
constantes, también se puede aplicar el método de separacion de varia-
bles: una de las ecuaciones obtenidas ahora es la ecuacién de Euler. Se
impone la condicion de que f sea continua en toda la circunferencia,
y de que la solucién obtenida esté acotada cuando r — 0. Buscando
la solucién de la forma u(r,0) = R(r)T(0), se llega a la solucién del
problema (6.7) (ver ejercicio 15, ¢)), que se puede expresar como:

2T

u(r,0) :/o G(r,R,H,a)f(R,a) do, (6.21)

donde f(R, 0) = f(z,y),¥(z,y) € D, R es el radio del circulo consi-
derado (R=1en (6.7)),y

1 R? — 2
Glr, R, 0, a) = 21 R? + 12 — 2Rrcos (6 — «)
es el llamado nicleo de Poisson. Se observa la analogia de esta funcion
con la funcién de Green construida en la seccion 5.2 del capitulo 5. Al
igual que el nicleo g; en la seccion 6.4.2, el conocimiento del nicleo G
nos permite obtener la soluciéon de una ecuacién en derivadas parciales
sin mas que integrar convenientemente el dato sobre la frontera.

Generalizaciones de la funcién de Green, tal como se estudié en
el capitulo 5, para problemas de contorno en ecuaciones en derivadas
parciales, pueden encontrarse en [23], [30] y [35], por ejemplo.

El método de separacién de variables puede utilizarse para resol-
ver determinadas ecuaciones (6.1) con coeficientes no constantes. Este
método, también se aplica para resolver ecuaciones en derivadas par-
ciales donde aparecen mas de dos variables (ver ejercicio 20), con las
convenientes restricciones sobre las ecuaciones y los dominios donde se
plantean.

Debemos observar que ha sido el intento de utilizar este método, de
separacion de variables, para resolver ecuaciones en derivadas parciales
el que ha llevado al estudio de muchas ecuaciones diferenciales ordina-
rias, como las de Bessel, Legendre, etc...(ver ejercicio 20), asi como al
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desarrollo de diversas teorias para el estudio de diferentes ecuaciones
diferenciales ordinarias: Teoria de Frobenius, Teoria de Sturm-Liouville,
etc. Véase, por ejemplo, [29] y [35] para la resolucién de problemas de
ecuaciones en derivadas parciales, relativos a la propagacion de ondas
y del calor, que dan lugar a las ecuaciones de Bessel y Legendre (ver
también ejercicio 20).

Observacion 14 La transformacion de Fourier fué introducida por
Fourier a principios del siglo X1X para el estudio de la ecuacion del
calor en dominios no acotados. Fourier, intenté resolver la ecuacion del
calor utilizando el método de separacion de variables, y llegd a la con-
clusion de que cualquier funcién regular se podia escribir como suma de
funciones trigonométricas. Esta afirmacion no fué creida por los cientifi-
cos de su época, y fué demostrada més adelante por Sturm y Liouville
que pusieron de manifiesto que, ademas de por sumas de funciones tri-
gonométricas, una funcién podia ser aproximada por sumas de ciertos
polinomios y de otros tipos de funciones.

Segun la teoria estudiada en el la seccion 5.3 del capitulo 5, recor-
damos que cualquier funcién f(x) continua a trozos en [—[,[] se puede
escribir como un desarrollo en serie de Fourier relativo a las funciones

trigonémetricas:

. kmx kmx | o
{1,SIH<T)7COS(T>}I€:17

que no son mas que funciones propias del problema regular periddico
de valores propios:

© kmx s Y
f(@) ~ ag+ > aycos (%) + > Besin (%) , (6.23)
k=1 k=1
siendo
1 /! 1 /! kmx
ao—ﬂ/_lf(x)dx, O‘k_f/_ f(x)cos(T)dx
y
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los coeficientes de Fourier.
Teniendo en cuenta que

eiocac _ e—ia:v eioza: + e—iaac
sin (ax) = 5 , y cos(ax) = 5 :
i

es facil deducir la férmula del desarrollo en serie compleja de f(x):

fla)~ Y e, (6.24)

k=—o0

donde Lo
k= Z/_lf(a:)e’i(k%x) dz .

Si f(x) es una funcién continua a trozos en (—oo, 00), el desarrollo

(6.24) tiene lugar en (—I,1) para cualquier [ > 0. Si denotamos por

h =7, (6.24) se escribe:

1 .- ikhx

fl@)m 5= Y R(khhe™ (6.25)
T

k=—o00

siendo

Fy(kh) = /l f(2)e ") dy

De una manera totalmente formal, pasamos al limite en (6.25) cuando
[ = oo (h — 0), se tiene:

f) = o [ eEQ)dc,

[e.e]

donde
+

F(¢) = / - e f(z) da .
—00
En el caso de existir estas dos tltimas integrales impropias, vemos que
F(¢) (f(x), respectivamente) coincide con la transformada de Fourier
de f definida en (6.15) multiplicada por la constante /27 (la transfor-
mada inversa de Fourier de F', respectivamente).

Estos célculos efectuados, en absoluto rigurosos, permiten relacio-
nar los desarrollos en serie de Fourier con la transformada de Fourier,
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y pueden ser tenidos en cuenta de cara al calculo numérico de la trans-
formada de Fourier (transformada discreta de Fourier).

En cuanto a la analogia observada entre las definiciones y propie-
dades de las transformadas de Laplace y Fourier, conviene tener en
cuenta que las condiciones impuestas para la existencia de la transfor-
mada de Laplace (ver seccién 2.6 del capitulo 2) son menos restrictivas
que las impuestas para la existencia de la transformada de Fourier. En
particular, una funcién f(z) continua a trozos en (—oo,00) puede no
ser absolutamente integrable (por ejemplo, f = sinz), pero si serlo la
funcién g(x) = f(x)e 7", prolongada por cero en z < 0. Aplicando la
férmula de inversién (6.16), se obtiene un resultado de inversién para la
transformada de Laplace (ver [32], por ejemplo). La relacién entre am-
bas transformadas se pone también de manifiesto a través de la llamada
transformada Fourier-Laplace; un estudio de esta teoria involucra cono-
cimientos de variable compleja y de teoria de distribuciones que quedan
fuera del alcance del curso. O

EJERCICIOS

1. Clasificar y reducir a su forma candnica la ecuacién

Ugpg — gy + 4Uyy = Uyl .

2. Supongamos que una cuerda de longitud infinita es desplazada de
su posicién de equilibrio en el instante t = 0 y toma la forma de la
funcién f(z) definida como f(z) = (2?2 —1)?si|z| <1y f(z) =0
si |z| > 1. Encontrar el instante 7" en el que el punto = 100 de la
cuerda empieza a vibrar, sabiendo que la velocidad inicial de cada
punto es 0. Hacer lo mismo para el punto x = —100. Tomando
a = 2 en la ecuacion (6.3), hacer una grafica de la forma que toma
la cuerda para los valores del tiempo: t = 0, ¢t = 1/4, t = 1/2,
t=4,t=100.

3. Resolver el problema de Cauchy:

U — Ugy = O’
u(z,0) =sinz , w(r,0)=cosz, x € (—00,00).
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En el problema (6.6) se consideran los datos iniciales: u(z,0) =
f(z),u(z,0) =0, siendo f la funcién definida:

2, sixe(—1,1)
f<x)_{ 0, sizeR—[-1,1]

Demostrar que

]2, sixe(—1+at,1+at)
ﬂx_“”‘{ 0, sizeR—[-1+at,1+at] °

y determinar de manera andloga f(x + at). Considerando el valor
de la constante a = 2, hacer un dibujo de la solucién para el
tiempo: t = 0,t = 1/2a, t = 1/a y t = 2/a. Intentar explicar el
fenémeno que se observa.

Se considera la ecuacién en derivadas parciales:
Su¢e — dugy + Uy, = 0.

Hacer el cambio de variables x = (+%, y = 1, para reducirla a una
ecuacion de Laplace, ondas o calor. ;A cual de las dos ecuaciones
se le puede aplicar el método de separacion de variables?

Se considera la ecuacién ug, + uy, = 0 en el interior del rom-
bo de vértices (0,0),(2,0),(3,2),(1,2), con condiciones de con-
torno de tipo Dirichlet, nulas sobre todos los lados excepto el que
se encuentra sobre la recta y = 2. Plantear el problema e in-
tentar resolverlo mediante el método de separacion de variables.
. Qué problema se encuentra?

Utilizar la transformada de Fourier para encontrar la solucién del
problema de Dirichlet en el semi-plano y > 0:

Upy +Uyy = 0,2 € (—00,00),y >0,
u(z,0) = g(z),z € (—00,00),
u acotada cuando y — 00,

u, Uy, — 0 cuando |z| = oo,
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8. Utilizando la transformada de Laplace, encontrar, en el cuadrante
x,y > 0, la solucién del problema para la ecuacion de ondas:

Ut — Uge = f(t),xE(O,oo),y>0,
w(z,0) =0 , w(z,0)=0,z¢€ (0,00),
u(0,t) = 0,t>0
uz(x,t) = 0 cuando x — 00, t > 0.
22
9. a). Demostrar que la transformada de Fourier de f(z) = a\}%e_m

2.2 . , ..
es e ¢ %t siendo a,t dos pardmetros positivos.

b). Encontrar la transformada de Fourier de las funciones: b.1).

f(z) =e ¥ b2) f(z) =6(z —a)+ 6(z + a),

ar si x€0,1],
b,3.). f(z) = 0 si z>1, :
flz)=f(-z) si x<0,

r+2 st xe[-20],
z € [0,2],
0 si 2| > 2,

siendo a una constante.
10. Resolver los problemas mixtos para la ecuaciéon del calor:

U — Uy = 0,2€(0,1/2),t>0,
uw(z,0) = sin(2rz)—1, 2 € (0,1/2),
w(0,8) =0 , u(l/2,6)=0,¢>0.

u —duge —u = 0,z €(0,1),t>0,
u(z,0) = 2%(x—1),z€(0,1),
u.(0,8) =u(l,t) = 0,t>0.

11. Resolver los problemas mixtos para la ecuacion de ondas:
Uy — Uz = 0,2 € (0,m),t>0,

uw(z,0) =3sinz |, w(x,0)=0,x € [0,7],
uw(0,t) =u(m,t) = 0,t>0.



210 Capitulo 6. Ecuaciones en Derivadas Parciales.

Uy — Upy = 0,2 € (0,7),t>0
u(z,0) =cosz , wu(z,0)=z(x—mn),z€(0,n],
uz(0,t) = ux(m,t) = 0,t>0.

Uy — Uyy = 0,2 € (
uw(z,0) =sinz , 6uy(x,0
uw(0,t) =u(m,t) = 0,t

0,m),t>0,
)

=22 —nx,z€0,7,

Uy — 4z, = 0,2 €(0,2),t>0,
uw(x,0) =ze®(x —2) , w(x,0)=2*—2z,2€[0,2],
u(0,t) =u(2,t) = 0,t>0.

12. Resolver el problema mixto para la ecuacién del calor a lo largo
de una varilla:

w — Uy = 0,2 € (m,m),t>0,
w(z,0) = 24sin3z+5cosTer+5s8inTz,x € [—7, 7],
u(—m,t) =u(m,t) = 0,t>0,
Ug (=7, t) = ug(m,t) = 0,t>0.

Calcular la temperatura del punto x = 0 en el tiempo ¢ = 50
segundos.

13. a). Comprobar que v(z,t) = m(lgﬂ es una solucién particular de

la ecuacion uy — u,, = x y verifica v(1,t) = v(0,t) = 0. Utilizar el
método de separacién de variables para encontrar esta solucién.

b). Resolver el problema mixto para la ecuacién de ondas:

Uy — Uz = x,2 € (0,1),£>0,
w(z,0)=0 , w(z,0)=0,z€l0,1],
u(0,t) =u(l,t) = 0,t>0.

14. a). Comprobar que ze' es una solucién particular de la ecuacién
up — 4y —u = 0y verifica v(1,t) = €', v(0,¢) = 0. Utilizar el
método de separacion de variables para encontrar esta solucion.
b). Resolver el problema mixto para la ecuacién del tipo del calor:

u —4dug, —u = 0,z2€(0,1),t>0,

u(z,0) = 2%, z€(0,1),
w(0,t)=0 , w(l,t)=¢e,t>0.
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15. Resolver los problemas de Dirichlet:

Upz + Uy, = 0,2,y €(0,1),

u0,y)=yly—1) , wu(l,y) =sinmycosny,y € [0,1],
w(z,0)=0 , wu(z,1)=0,z€]0,1],

urr—i_%ur_'—r%uHO = 07T€<O71>796(077T/2)7
u(r,0) =u(r,m/2) = 0,r€][0,1],
u(1,0) = g(6),0¢€[07/2

urr—f—%ur—'_r%uee = O,TE((],]_),@E(O,QTF),
u(1,0) = g(0),6 € 0,27].

16. Resolver el problema de Neumann sobre el cuadrado [0, 7] X [0, 7].

Upy + Uy, = 0,2,y € (0,7),
ug(0,9) =0 ug(my) =0,y €[0,7],
uy(z,0) =cosxz , wuy(r,m)=0,z¢€l0,7],

17. Resolver el problema de contorno mixto:

Upy + Uy = 0,2,€(0,7),y € (0,1),
uz(0,y) =0, wu(my)=0,y€0,1],
uy(z,0) =cosz , wuy(z,1)=0,z¢€l0,7],

18. Intentar aplicar el método de separacion de variables al problema:

U — Uy, = 0,2€(0,m),t>0,
u(r,0) =sinz , wu(r,0) =22 —mx,z€[0,7],
uw(0,t) =u(l,t) = 0,t>0.

. Qué dificultades se encuentran?.
19. Resolver el problema mixto para la ecuacién del telegrafista:

U — Uge T U +u = 0,2 €(0,1),t>0,
u@0) = f() . w.0)= 0.2 € [0.1.
u(0,t) =u(l,t) = 0,t>0.
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20. Resolver el problema mixto que modela las vibraciones tranversas
en una membrana elastica sujeta en el borde:

Uy — Ugy — Uy, = 0 ena?+y*<1,t>0,
w(@,y,0) = f(z,y) , w(r,y,0)=0ena?+y* <1,
u(r,y,t) = Oena?+y>=1,t>0.

f(x,y) describe la configuracién inicial de la membrana. Para
la resolucién, hacer el cambio a coordenadas polares y utilizar el
ejercicio 4, de la seccién 5.3 del capitulo 5, relativo a las funciones
de Bessel.
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Capitulo 7

Problemas propuestos.

7.1.

1.

Sobre el capitulo 1.

Sea f(x,y) una funcién continua en R?, tal que f(x,y1) > f(z, y2),
Vr,y1,y2 € R tales que y; < yo. Demostrar que si existen dos
soluciones del problema de Cauchy (1.17), éstas coinciden a la
derecha del punto x.

Sea f = f(x) una funcién continua y derivable en R, que no sea
nula en ningin punto, y tal que f'(x+vy) = f'(x)f(y), ,Vz,y € R.
Hallar f(x).

Estudiar el dominio de definicién de de la ecuacion diferencial iy =
ycotg(zr). Bosquejar las curvas integrales y encontrar la solucién
que pasa por el punto (1, 1), diciendo si es unica y el intervalo en
el que esta definida. Aproximarla mediante el método de Euler,
haciendo variar el paso h para obtener una buena aproximacion
de esta solucion.

. Resolver la ecuacién y® = y — 1. Bosquejar las curvas integrales.

Hay existencia y unicidad de soluciéon pasando por los puntos
(1,1) y (2,3) respectivamente?. ;Se puede aproximar alguna de
ellas por el método de Euler? Razonar las respuestas.

Resolver la ecuacién y = xy’ — y'?, v representar las soluciones
determinando cudntas soluciones pasan por cada punto (xg,yo)
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10.

11.

12.

13.

Capitulo 7. Problemas propuestos.

del plano.

Resolver la ecuacién y — 1 = zy/ + 1, y representar las soluciones
determinando cudntas soluciones pasan por cada punto (z,yo)
del plano.

Estudiar la existencia y unicidad de solucién de y' = |y — 1|
pasando por cada punto del plano. Calcular las soluciones y hacer
un dibujo aproximado de ellas.

Resolver la ecuacién (y' + 1) = 27(y + z)?. Bosquejar la familia
de curvas integrales y demostrar que la recta y + x = 0 es la
envolvente de dicha familia.

Se considera la ecuacién diferencial y' = /|y — 2|. Estudiar la
existencia y unicidad de solucién de dicha ecuaciéon pasando por
cada punto del plano. Resolverla y dibujar las soluciones. Com-
parar la solucién o soluciones pasando por el punto (3,2) con la
aproximacién obtenida por el método de Euler.

Estudiar la existencia y unicidad de solucién e intervalo de defi-
nicion de ésta, para el problema de Cauchy:

vy =xy, y0)=1.

Construir una aproximacién de la solucién en [-1,1] utilizando el
método de Euler para los pasos h = 0,1 y h = 0,05, y comparar
en cada caso con la solucion exacta.

Resolver la ecuacién y = zy’ + ' — y'?, estudiando las soluciones
que pasan por cada punto del plano. Demostrar que la solucion
singular obtenida es la envolvente de la familia uniparamétrica de
soluciones.

Comprobar que la ecuacién diferencial (z + sinz + siny) dx +
cosydy = 0 no es diferencial exacta. Encontrar algin factor in-
tegrante y resolver.

Resolver la ecuacién x(y')? + 22y’ — y = 0, haciendo un andlisis
de las soluciones que pasan por cada punto del plano. Calcular la
envolvente de la familia solucién, si la hay.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Bosquejar las curvas integrales mediante el campo de direcciones
asociado a las ecuaciones:

: ) _ o
a)y =z(y—1) b)Yy = .
) (y—1) b) P

Comparar el resultado con el obtenido resolviendo ambas ecua-
ciones.

Dibujar el campo de direcciones y representar aproximadamente
las curvas integrales de la ecuacién y' = 5. Comparar con el
dibujo de las curvas integrales de la ecuacion.

Encontrar la familia de curvas ortogonales a 12 = 4cy. Represen-
tar ambas familias de curvas.

Encontrar un factor integrante dependiente de zy, y resolver:

8y dx + 8z dy + x*y* (4y dx + Sz dy) = 0.

a). Sabiendo que [sin™"az dr = % log|tan(%)|, integrar la ecua-
cion

sin (22)y" = 2(y + cos z) .
b). Estudiar la existencia y unicidad de solucién de la ecuacién
pasando por cada punto del dominio: {(z,y)/0 <z < 7,y € R}.
. Doénde estan definidas dichas soluciones y cuantas de ellas estan
acotadas?. Hacer una gréafica aproximada de dichas soluciones.

Encontrar un factor integrante dependiente de £ y decir si alguna
de las siguientes ecuaciones admite dicho factor (resolverla en este
caso):

ydx—xdy:2x3tan(%)dx, y(x+y*)dr +2°(y —1)dy =0.

Resolver la ecuacion que se pueda haciendo el cambio de variable
z=262z=4.
Yy x

Encontrar la familia de curvas ortogonales a 2% — % = cx.
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21.

22.

23.
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Dado el problema de valor inicial:

Ly
— =1,
V= y(1)

a). Utilizar el campo de direcciones asociado a la ecuacién dife-
rencial para bosquejar las curvas integrales de la ecuacion.

b). Encontrar la solucién explicita del problema de Cauchy, asi co-
mo el intervalo de existencia y unicidad de ésta.

¢). Calcular, mediante el método de Euler, la aproximacién numéri-
ca de la solucion en = 1,3 y en x = 0,7 para el tamano del paso
h = 0,1. Comparar estos valores con la soluciéon exacta en dichos
puntos. ;Cudl es el error que se comete? (trabajar con radianes).

Se considera el problema de Cauchy:

a). Encontrar la solucién explicita y el intervalo de existencia y
unicidad de ésta.

b). Mediante el método de Euler, calcular la aproximacién numéri-
ca de la solucion en z = 0,2 para los tamanos del paso h = 0,1 y
h = 0,05.

¢). Encontrar los cuatro primeros términos del desarrollo en serie
de potencias de la solucién. Comparar el valor aproximado de la
solucién dada por la serie en x = 0,2 con los obtenidos en b).

Sea la ecuacién diferencial ¥/ = /|1 — 22 — y?|.

a). Pueden las gréficas de dos soluciones de dicha ecuacién cor-
tarse, en algin punto del plano, tal como indican algunan de las
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siguientes figuras:

Ay

X X X

v
\J

b). Hacer una grafica aproximada de la solucién de la ecuacién
pasando por el punto (0,0).

24. Resolver la ecuacién zy’ = y + /y? — 22

a). Dibujar las regiones del plano en que el campo de direcciones
asociado a la ecuacion diferencial esta definido.

b). Dibujar el las regiones del plano en que existe solucién unica
pasando por cada punto.

¢). Dibujar las rectas o semirectas en las que el campo de direc-
ciones esta definido y no se tiene garantizado que exista solucién
unica pasando por cada punto. Dar al menos una solucién que
pase por cada punto de las rectas o semirectas dibujadas.

25. Se consideran las ecuaciones:
y=y+log(z+1), y =y’+log(z+1)

a). Resolver la ecuacién que se pueda de las dos dadas. ;Cudntas
soluciones de cada ecuacién verifican y(0) = 1, y qué se puede
decir del intervalo de definicién de éstas?.

b). Considerar la ecuacién no resuelta en el apartado a)., junto
con la condicién inicial y(0) = 1. Calcular una aproximacién de
la solucién, utilizando los cuatro primeros términos del desarrollo
en serie de Taylor de la solucién. Decir dénde es ésta un buena
aproximacién de la solucion.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.
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¢). {Cuantas soluciones de cada ecuacién pueden verificar y(0) =
1,/(0) = 27.

Se considera el problema de Cauchy:

v +y=xy, y0)=1.

Estudiar la existencia y unicidad de solucion, asi como el intervalo
de definicion de ésta. Resolverla, si se puede, y hacer una grafica
aproximada de la solucion.

Resolver la ecuacién diferencial:

) y?

e
sabiendo que admite un factor integrante dependiente de xy?.
Hallar la familia de curvas ortogonales a: x + % =Y.

Bosquejar, a través del campo de direcciones asociado a la ecua-
cién diferencial, las curvas integrales de ¢y’ = e~* — 2y. Comparar
con las graficas de las curvas integrales obtenidas al resolver la
ecuacién diferencial.

Se considera la ecuacién de Riccati ' + 2ye® — 3% = €2 + €%, que
tiene una solucion particular y = e®. Calcular las curvas integrales
y hacer un dibujo aproximado de ellas. ; Cuantas soluciones pasan
por el punto (0,1)? (Razonar la respuesta).

Se considera la ecuacién

P
1+ye =

a). Encontrar un factor integrante dependiente sélo de la variable

x o de la variable y.

b). Encontrar la solucién pasando por el punto (0,1/2) y el inter-
valo de definicién de ésta. Hacer lo mismo para el punto (0, —1/2).
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¢). Dibujar, razonando la respuesta, el dominio del plano donde
el campo de direcciones esta definido, asi como donde existe solu-
cién unica pasando por cada punto. jPuede la grafica de alguna
solucion pasar del semiplano y < 0 al semiplano y > 07.

32. En una reaccién quimica que involucra la interaccion de una
molécula de una substancia P con la de otra substancia @, se
produce una molécula de una nueva substancia Y. Se supone que
Py g son respectivamente las concentraciones iniciales de las subs-
tancias Py @, p < ¢, e y(t) es la concentracién de Y en el instante
de tiempo t. Asi, (p—y(t)) y (¢—y(t)) son las concentraciones de
P y @ respectivamente en el tiempo ¢, y la ecuacién que modela
el incremento de la concentracién y(t) estd dada por:

dy
— = alp—y@)(q —y(t)),
dt
siendo a una constante estrictamente positiva. Se supone que en
el instante incial (¢t = 0), y(0) = yo .
a). Sin resolver la ecuacién (ayudarse con alguna grafica):
a.1). Encontrar la solucién o soluciones de equilibrio (y'(0) = 0)
y los correspondientes valores de y .

a.2). Supuesto yo # p. (Puede y(t) tomar el valor p en algin
instante t*?. Razonar la respuesta.

a.3). Supesto yo = 0, razonar el intervalo [0,) en que estéd defi-
nida la solucién y(t) y hacia qué converge cuando t — §.

b). Resolver el problema de Cauchy asociado a la ecuacién dife-
rencial dada para los valores: p = 1,q¢ = 2,y = 0. Comprobar
que el resultado coincide con el obtenido en el apartado de a,3).

33. Se considera la ecuacion diferencial:

T+y

vy =y + (¢ +y)log(——).

a). Rayar el dominio del plano donde estd definida la ecuacién.
Razonar cuantas soluciones de la ecuacién pueden tener graficas

pasando por el punto (1,1).
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34.

35.

36.

37.

38.
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b). Resolver la ecuacién. Escribir la solucién que verifica y(1) = 1,
asi como el intervalo en que esta definida.

Encontrar la familia de curvas ortogonales a la familia

V¥ =Ce"+ax+1.

Se considera la ecuacién diferencial (1 — 2?)y’ — 2zy? = zy. Re-
solver la ecuaciéon. Encontrar la soluciéon pasando por el punto
(0, —1) asi como el intervalo de definicién de ésta (razonar la res-
puesta).

Se considera la ecuacién:
y(x + 5y dr +2*(y — 1)dy = 0.

a). Hacer el cambio de variable u = o Y escribir la nueva ecuacion
en términos de las variables y, u (lo mismo para las variables x, u).
Resolver la ecuacion.

b). Escribir exactamente los puntos del plano en que el campo de
direcciones asociado a la ecuacion diferencial no esta definido.

¢). Escribir exactamente los datos iniciales (¢, yo) para los cuales
no se tiene garantizado que la solucién numérica del problema
de Cauchy asociado, ¢p(x), aproxime cuando h — 0 a la solucién
exacta, en algin intervalo conteniendo a xy. Razonar la respuesta.

Resolver la ecuacién diferencial
(sin®y 4+ zcoty)y’ = 1.

Escribir las curvas integrales pasando por (0, 5) y hacer una grafi-
ca aproximada de ellas. ;Ddénde se puede decir que esta definida
de manera tnica la solucién que pasa por (0,%) ?. Razonar la
respuesta.

Resolver la ecuacion diferencial:

dy e Y
dr 2y —+ze v’
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39.

40.

41.

Sobre el capitulo 1. 221

a). Escribir la solucién general. Escribir las curvas integrales pa-
sando por el punto (0,0) ((e, 1), respectivamente).

b). ;Se puede encontrar una unica solucién explicita y = ¢(x), o
alguna aproximacién de ella, del problema de Cauchy:

dy e Y

= y(0)=0

dr 2y + zev
en algin intervalo (—6,0)?. ;Y para el problema de Cauchy:

dy e Y
= — — 1
dr 2y -+ xeV y(e) ’

en algin intervalo (e — d,e 4+ §)?. Razonar las respuestas.

¢). Hacer un dibujo aproximado de la curva isoclina en la que las
curvas integrales de la ecuacion diferencial pasan de decrecientes
a crecientes. Dibujar el vector del campo de direcciones sobre esta
isoclina y rayar la regién del plano donde las curvas integrales son
crecientes. Razonar la respuesta.

Sea la ecuacién y' = f(%), con f una funcién continua y con

derivada continua en R. jPuede alguna solucién de esta ecuacién
diferencial ser tangente a alguna recta y = ax, en algin punto
(20, Y0), siendo zg # 0 e yo # 07 (« es una constante). Razonar
la respuesta. En caso afirmativo dar condiciones para f, a y la
solucion.

Resolver la ecuacién diferencial:

1
Y =—— -2+,
x x
sabiendo que y = 2" es una solucién particular para algun r.

Se considera el modelo de crecimiento de una poblacion:

dN k
—r =N(5) NO)=No,

siendo K una constante positiva y N(t) el tamafio de la poblacién
en el tiempo t¢.
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a). Encontrar las soluciones de equilibrio diciendo si el equilibrio
es estable o inestable.

b). Considerando 0 < Ny < K, determinar qué condicién debe
verificar IVy para que N(t) cambie de concavidad.

c¢). Para 0 < Ny < K, razonar si para algun instante t* puede
verificarse N (t*) = K.

7.2. Sobre el capitulo 2.

1. Se considera la ecuacién y” + a(x)y’ + b(x)y = 0, con a(x),b(z)
funciones continuas en un intervalo I de R. Sean ¢1(x), p2(x) dos
soluciones linealmente independientes de dicha ecuacién en I. jSe
pueden conocer a(z) y b(x) en funcién de ¢1(x), p2(x)?. Razonar
la respuesta.

2. Resolver las siguientes ecuaciones:
y" + 4y + 4y = e 4+ 8z +8
vy +y° =0
3. Encontrar la solucién del problema de Cauchy:

{ y'+Ary + (4 +2)y = e,

y0)=a , ¥Y(0)=«a,
buscando una solucion de la ecuacién homogénea de la forma:
a). y = e,

b). en forma de desarrollo en serie de potencias. {En qué intervalo
estd definida la solucién del problema? ;Coincide éste con el de
convergencia de la serie de potencias solucién?.

4. Resolver la ecuacién:

2
y" + (tanz)y' = o8 T

sinz
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Sobre el capitulo 2. 223

;Hay alguna solucién tal que verifique las condiciones y(5) =
0,4(5) =1oy(}) =0,y(F) = 17. (Es tinica?. En caso afirma-
tivo encontrarla, asi como su intervalo de definicién. Razonar la
respuesta.

5. Sea y = ¢(x) una solucién de la ecuacién y” + p(x)y’ + q(x)y =0

en el intervalo (a, b) con p, ¢ funciones continuas en dicho intervalo
y ¢(x) # 0, Vo € (a,b). Demostrar que existen una constante C,
y una funcién v = v(z) solucién de una ecuacién de Riccati, tales
que:

o(z) = exp (/U(ac) dx).

(indicacién: considerese para ello v(z) =

Se consideran las ecuaciones diferenciales:
(a).y' = f(x,y), con f, f, funciones continuas en R?

(b).y" + p(x)y" + q(x)y = 0, con p, q funciones continuas en R

. Pueden las soluciones de estas ecuaciones tener las graficas (1) o
(2)7. Razonar la respuesta considerando los problemas de Cauchy
asociados a dichas ecuaciones.

AY AY

- X - X

7. Aplicar la transformada de Laplace para resolver el problema de

Cauchy:
y/l/+3y//+3y/+y: 07

y(0) =0, y'(0) =1,9"(0) = 1.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

Capitulo 7. Problemas propuestos.

Se considera la ecuacion que modela las vibraciones de un resorte
que, en ausencia de amortiguacién, es excitado por una fuerza
externa: y” + 4y = f(t). Tomando f(t) = cos(at) y suponiendo
que el movimiento parte del reposo (y(0) = y'(0) = 0), estudiar
las vibraciones dependiendo del valor a # 0. Hacer un grafico
aproximado de las soluciones.

Resolver la ecuacién diferencial 3" + 6yy™ = 0.

a). Resolver la ecuacién y” — zy = 0, buscando la solucién en
forma de un desarrollo en serie de potencias.

b). {Qué se puede decir sobre la existencia y unicidad de solucién
del problema de Cauchy:

y”—xy’ —
y(0)=0 , 2(0)=17.

Dar una idea sobre cémo calcularla.

Aplicar el método de variaciéon de pardametros para encontrar la

solucion de la ecuacién de Euler no homogénea:
3,

>y + oy —y==x.

Escribir un problema de Cauchy asociado a la ecuacion de Legen-
dre, diciendo dénde se tiene garantizada la existencia y unicidad
de solucidén, y dar una idea sobre cémo encontrarla. Témese para
ello el valor del parametro a = 2.

Se considera la ecuacién diferencial zy” + ysinz — x = 0.

a). Encontrar los cinco primeros términos del desarrollo en serie
de potencias de la ecuacion, verificando las condiciones iniciales
y(0) =1,4'(0) = 1.

b). Comparar la solucién del problema a). con la solucién que se
obtiene al hacer la aproximacién sinx = x, en la ecuacion.

Encontrar los cinco primeros términos del desarrollo en serie de
la solucion del problema de valor inicial

y —ye ™ =0, y(0)=1,4(0)=0.
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15.

16.

17.

. Qué se puede decir sobre la existencia y unicidad de solucién?.
., Coincide el intervalo de existencia con el de convergencia de la
serie solucion?.

a). Aplicar el método de variacién de pardmetros para resolver la
ecuacion y” — 2xy’ + 2y = 0, sabiendo que una solucién particular
es un polinomio de primer grado. b). Encontrar la solucién del
problema de Cauchy:

{y”+—2xy’+2y = e,
y)=a , y(1)=0.

¢). Teniendo en cuenta el tipo de ecuacién considerada, ;qué otro
método se puede utilizar para resolver el problema del apartado
b).?7 {Se obtendria la misma solucién que en b)? ;Cuél es el in-
tervalo de definicién de éstas?. ;Qué ventajas y desventajas se
observan con cada uno de los métodos utilizados? Razonar la res-
puesta.

Se considera un sistema resorte-masa no amortiguado, que en el
instante ¢ = 0 esta en reposo en la posicion de equilibrio y se pone
en movimiento bajo la accién de una fuerza de 1 Newton durante
1 segundo. Resolver el problema que modela las vibraciones de
dicho resorte utilizando la transformada de Laplace:

{ y'+y = —ult)+u(t—1)
y(0)=0 , ¢(0)=07

Hacer una grafica apréximada de la solucion.

Se consideran los problemas de Cauchy:

n - "yxby = 0
O PSS R (PO o

a). Encontrar la solucién numérica en [—0,2,0,2] de p,1
tamano del paso h = 0,1.

\_/\_/

para el

b). Calcular los 11 primeros términos del desarrollo en serie de
potencias de la solucién de p,2). ; Qué potencias de x™ aparecen?.
.Donde converge la serie solucion?.
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18.

19.

Capitulo 7. Problemas propuestos.

¢). Escribir el correspondiente problema de Cauchy para la ecua-
cién linealizada de la del problema p,1) en un entorno de y = 0.
. Cuando se puede afirmar que la solucién de este problema es una
buena aproximacién de la del problema p,1).? ;Y de la del pro-
blema p,2)?. Comparar la solucién obtenida con la que se obtiene
en los apartados a) y b) en el intervalo [—0,2,0,2].

d). ;Qué se puede decir sobre el intervalo en que existe solucién
para los problemas de los apartados a),b) y ¢).?. Intentar resolver
el problema p,1) y decir qué problemas se presentan en dicha
resolucion.

e). Dibujar aproximadamente el mapa de fases asociado a la ecua-
cién y” + 3®> = 0. Hacer lo mismo con la ecuacién linealizada en
un entorno de y = 0. ; Qué trayectoria corresponde a la solucion
del problema p,1)?. ;Y a la del problema en c).?

Considerar los distintos valores de n: n = 1,n = 2,;n = 3.
. Cuantas soluciones de la ecuacion

d’n
d—xz:y—l—log(x—irl)

pueden verificar y(0) = 1,4(0) = 27. Razonar la respuesta.

Dada la ecuacién diferencial: (22 + 1)y” + (2z — 1)y’ — 2y = 0,

a). Buscar la solucién como un desarrollo en serie de potencias
Yomoapx™, y calcular los cinco primeros términos del desarrollo
en funcién de las constantes ag y ay.

b). Utilizando el resultado obtenido en a), comprobar que la solu-
cién de la ecuacién que verifica y(0) = 1,4/(0) = —les y(z) = e~*

c). Utilizando b), y sabiendo que otra solucién de la ecuacién
dada es un polinomio de primer grado, calcular el intervalo en
que ambas soluciones son linealmente independientes. Utilizar el
método de variacién de pardmetros para resolver la ecuacién no
homogénea:

(v + 1)y + 2r — 1)y — 2y = (2v + 1)*.
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20.

21.

22.

23.

Dada la ecuacién diferencial: (z — 1)y” —zy’ +y = 0,

a). Buscar la solucién como un desarrollo en serie de potencias
Yool apx™, calculando los cinco primeros términos del desarrollo
en funcién de las constantes ag y aq.

b). ;Se puede saber a qué funcién elemental converge el desarrollo?
(Indicacién: considerar a; = ag + C, con C otra constante.

c¢) Utilizando el resultado de b) y el método de variaciéon de

pardametros, resolver la ecuacién: (r — 1)y —xy' +y =2 — 1.

Se considera el problema de Cauchy:

y'—2*y =0, y(0)=1y(0)=1.

Utilizando los seis primeros términos del desarrollo en serie de
potencias, y(z) = ag + a1z + asx® + -+ + a,a™ + - -+, dar una
aproximaciéon de la solucién.

b). Escribir el término general, a,, de la serie en funcién de los
anteriores, diciendo los coeficientes que se anulan en el desarrollo.

¢). ;En qué intervalo converge la serie solucién?. Razonar la res-
puesta.

Sea f = f(x,y) una funcién continua y con derivadas parcia-
les primeras continuas en R?. Razonar si pueden las funciones
oi1(z) = 7y po(x) = x + 2% ser dos soluciones, definidas en

(—00,00) de las ecuaciones:
a).y = f(z,y),b).y" = f(z,y).0).y" = f(z,y)
(Hacer alguna gréfica en caso necesario).
Se considera el problema de Cauchy:
y' =y +e*y=e", y(logm) =0,y (logm) = 0.

a). Sabiendo que una solucién particular de la ecuacién homogénea
asociada es y1(z) = cos(e”), aplicar el método de variacién de
parametros para resolver el problema.
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24.

25.

26.

27.

Capitulo 7. Problemas propuestos.

b). Sin conocer la solucién particular dada en el apartado a).,
razonar el intervalo donde existe solucién tnica del problema de
Cauchy planteado, y como puede encontrarse.

Se considera el problema de Cauchy:

i

v =2y y(0)=1,y(0)=~1.

a). Escribir la aproximacién de la solucién utilizando los seis pri-
meros términos del desarrollo en serie.

b). Escribir la solucién exacta.

¢). Comparar la aproximacion obtenida en a) con la solucién exac-
ta (;donde es una buena aproximacién de la solucién?).

d). Teniendo en cuenta c), razonar si puede ocurrir lo mismo con
la solucién del problema de Cauchy:

y'—y +e¥y=0, y(0)=1,y(0)=-1.

Escribir la solucién general de la ecuacion que modela los des-
plazamientos que se originan en una viga sometida a una carga
externa p(x) = e*:

EIy® — Ty = e,

dependiendo de la relacion entre las constantes rigidez a flexién
ET y esfuerzo axil T', EI,T > 0.

Dar la aproximacién de la solucion del problema de Cauchy

1
1+ 22

1/

y y=0, y(0)=0,4(0)=1

utilizando los ocho primeros términos del desarrollo en serie de
potencias. Escribir el término general en funcién de los anteriores.
Razonar en qué intervalo se ha encontrado la solucion.

Resolver las ecuaciones diferenciales:

CL). y/// o 2y// o y/ + 2y — 6—290
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28.

29.

7.3.

1.

2.

3.

b) ) 3..m 2.1 2

2y 4+ Yy’ — 2y 2y = a”

¢). Reducir la ecuacién b). a un sistema lineal. Escribir el sistema
en notacion vectorial. Escribir la matriz fundamental asociada al
sistema homogéneo y la solucion del sistema no homogéneo.

Se considera la ecuacion diferencial:
y" 4+ sin(z)y = 0.

a). Escribir los siete primeros términos del desarrollo en serie de
potencias de la solucion del problema de Cauchy:

y" +sin(z)y=0, ,y(0)=1,4(0)=0.

b). Escribir los siete primeros términos del desarrollo en serie de
potencias de dos soluciones linealmente independientes (y;(z) e
y2(x)) de la ecuacién diferencial. Razonar en qué intervalo con-
vergen las series encontradas.

Resolver el problema de Cauchy:
y'+3xy —6y =1, y(0)=0,y(0)=0.

Dar una solucion particular de la ecuaciéon homogénea asociada.

Sobre los capitulos 3 y 4.

Resolver el sistema:
2" =223y

y'=z-2y

Resolver el sistema no homogéneo

I
yé = 2y1 — Y2

Resolver el sistema:

v=v2, Y =11
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4. Utilizando transformada de Laplace, resolver el problema de Cauchy:

z—l—y’ — e—t B B
{3Z+Z/ — y_3y/ ’ y(O)—l,Z(O)—l

5. Resolver el sistema:

Vi =2y , Yh=—2uy
yh=—3ys , Yy=3ys

6. Resolver el sistema:

i = 3yi—y2—1
Vo = y1tyzt+de®

7. Encontrar la solucion del sistema:

ity = e —p
2ty = sinz—ys
que verifique y;(0) = =2, y2(0) = 1.

8. Encontrar la solucion del sistema:

Yy = dp—u
vy = 3ys— 2y +e

verificando y;(0) = y2(0) = 0.
9. Resolver el sistema:

y’l = 3Jy1+y2+€*
Yo = —2y1—y2—1

10. Resolver el sistema:

Yyl =5y =25y —y1 = 0
vi+yh+4ys = 0
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11

12.

13.

14.

15.

16.

Utilizar la transformada de Laplace para encontrar la solucion del
problema de Cauchy:

Yyl +3y+2y, = 0
Yy +3y2—2y; = 0
y1(0) =12(0) =0 , wi(0) =2,95(0)=1.

Resolver el sistema:

y§’+5yg—|—2y’1+y1 =0
3yy +5y2 +yy +3y1 = 0

Resolver, utilizando el método de variaciéon de parametros, el pro-
blema: )
cos 2x

yi = 2y — 4y +
Yo = —2y2+ 2y
92(0):1 ) y1(0)=1,y;(0):0.

Resolver el problema de Cauchy:

Y1 = Y1 — 4ys + 2e” cos2x
Yog = Y1 +yYz—e"sin2x
y1(0) = , 42(0)=1.

Resolver el sistema

V=20 — 2, Yo=—y1+ 20
Ys = +Yo+2ys+ys , Yi=—Y1— Yo+ ys+2.

Escribir la matriz fundamental del sistema y comprobar que lo
es. Escribir la solucién a partir de la matriz fundamental.

Resolver el problema de Cauchy

Yy, = o+ (tanz)? -1
Yo = —y +tanw
Z/1(0) =0 , 592(0) =1.

.En qué intervalo se tiene garantizada la existencia y unicidad de
solucion?. Escribir la matriz fundamental.
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17.

18.

19.

20.

Capitulo 7. Problemas propuestos.

Encontrar los cinco primeros términos del desarrollo en serie de
potencias de la solucién del problema de Cauchy:

Y = TY1 T+ Y2
Yo = Y1+ 2Y2
91(0) =1, 92(0) =0.

(Buscar la solucién de la forma g(x) = ag + a1 + dox® + -+ - +
a,x" + - - -, siendo ahora a; vectores.

a). Encontrar el término general de la serie, a,1, en funcién de
los dos anteriores, a,_1 y a,, para n > 1.

b). Escribir el problema de Cauchy, para una ecuacién diferencial
de segundo orden, de que es solucién ys(z).

¢). Razonar cuél es el intervalo de convergencia de la serie solucién
del sistema dado.

Resolver el problema de Cauchy:

vy = 251 — Y2
Yy = Yo+ 2"
91(0):0 ) 92(0) =0.

Escribir: a). la solucién del sistema homogéneo, b). La solucién del
sistema no homogéneo, c). la solucién del problema de Cauchy.

Resolver el problema de Cauchy:

yy = 4y +5ys +€”
Yps = —2y1— 2y
3/1(0) =3 , y2(0) =-2.

Utilizar la notacién vectorial para escribir: a). la solucién del sis-
tema homogéneo, b). La solucién del sistema no homogéneo, c).
la solucién del problema de Cauchy.

Resolver el problema de Cauchy:

v o= Ay -y
Yy = Y1+ 2
91(1) = —¢? ) yz(l> = —e®.
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21.

22.

23.

Utilizar la notacién vectorial para escribir: a). la solucién del sis-
tema homogéneo, b). La solucién del sistema no homogéneo, c).
la solucién del problema de Cauchy.

Resolver los problemas de Cauchy:

Y1 = —Y1—Y2

a). yé = 2y1 — Yo
yl(o) =1, yQ(O) =1.

TY, = Y1 — Yo

b). Yy = 21— Yo

n() =1, p(1)=1.
Indicar los intervalos en que estan definidas las soluciones de a)
y b) respectivamente.

Se considera el sistema:

y = 21—y’ —2%)
2 = —x(l —y?—2?)

a). Encontrar los puntos criticos o puntos de equilibrio del siste-
ma.

b). Demostrar que: y(t) = asin (t(1 — a?), z(t) = acos (t(1 — a?)
es una solucion del sistema, siendo « un parametro real, o #
0, +1.

¢). Demostrar que las soluciones del apartado b). son los ciclos
2?2 +y? = o? si a # £1. ;Qué ocurre para o = £1?. Comparar
con el apartado a).

d). Demostrar que el punto critico (0,0) es un centro del sistema
lineal homogéneo asociado.

e). Demostrar que el punto critico (0,0) es un centro del sistema
considerado. Contradice esto el apartado d)?. Meditar la respues-
ta.

Dibujar el mapa de fases del sistema lineal

y = -2
2 = =2z
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24.

25.
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.De qué soluciones es tayectoria la curva que pasa por el punto
(1,1)7.

Se considera la ecuacion que describe el alargamiento de un de-
terminado resorte no lineal:

y' +y—y* =0

a). Dar condiciones iniciales (alargamiento (y(0) y velocidad y(0)),
para que el resorte no ne mueva. Escribir las correspondientes so-
luciones para estos datos iniciales. Razonar las respuestas.

b). Linealizar la ecuacién para valores de y(t) cercanos a y = 2, y

resolver la ecuacidén linealizada.

Se considera la ecuacion diferencial:

dz sin(y)

dy oz
a). Escribir los puntos del plano donde el campo de direcciones
no esta definido.

b). Escribir los puntos del plano en los que no se tiene garantizado
la existencia de una unica solucién pasando por ellos.

¢). A través del campo de direcciones asocido a la ecuacion dife-
rencial, dibujar aproximadamente las curvas integrales.

d). Resolver la ecuacién diferencial.

e). Encontrar la solucién explicita pasando por (0,2) asi como el
intervalo de definicién ésta. Lo mismo para el punto (7, —21).

f). Se considera la ecuacién del péndulo no amortiguado

y" + sin(y) .

Analizar qué significa que la trayectoria de una solucién pase por
un punto (yo, 20) (siendo (yo, 20) uno de los puntos del apartado
apartado €)) y cémo se comporta la solucién y(t) cuando ¢ — oo:

i). para (Yo, z0) = (0,2), 4i). para (yo, 20) = (5, —2%).
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7.4. Sobre el capitulo 5.

1. Hallar para qué valores del parametro A\ el problema:

{ 2y + 2y = 1, c (1,2),
y(1)=0 y(2)+Ay()

admite solucién unica. Para estos valores, encontrar la funciéon de
Green asociada al problema, asi como la solucién, en funcion del
parametro A. Razonar, en otro caso, por qué no se puede encontrar
la funcién de Green de la forma usual.

2. Hacer lo mismo que en el ejercicio anterior para el problema:

{ Yy = x, € (0, 1)
y(0)=1 ()+/\y()

3. Dar resultados de existencia y unicidad de soluciones, asi como el
intervalo de definicién de ésta, para los siguientes problemas:

y' = x,xe(0,1),
b)'{ym):o Ly —y() =1,

/I 1

Yy = e
C).
>{y(0) = 0.

4. Utilizando la funcién de Green, resolver el problema:

{ (cosx) ].,]3 S (07 %)
y(0)=3 . y(5) =0

5. Resolver, si se puede, utilizando la funcién de Green, el problema:

{J‘i(;“’_'gH%_%)g — 1ze(01)
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10.

11.

12.
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Resolver el problema de contorno:

—cos’zy” + 2sinzcoszy = cosz,x € (
y(0) =y (0)=0 , y(P+y

Se considera el problema de contorno

{ny”—l—)\y = 0, ze€(1,3),
y(1)=0 , y(3)=0.

Encontrar los valores de A para los cuales no se puede encontrar
la funcién de Green y explicar por qué, intentando construirla.

Razonar si existe solucion, y si es tnica, del problema de contorno

2%y +2xy = 2?2, x€(1,3),
y(1)=0 , y(2)+M/(3)=1.

En caso afirmativo encontrarla mediante la funcion de Green.

Escribir el desarrollo en serie de Fourier de f(x) = z, en z €
(0,27), a través de las funciones propias del problema:

y'+ Ay = 0,2 € (0,2m)
y(0)=0 , ¢'(27)=0.
Resolver utilizando la funcién de Green:
x2y"++y/ = —T, S (1a2)7
y1)=1 , y(2)=0.
Resolver utilizando la funcién de Green:

{ (z—1D%"++2@x -1y = 1, x€(2,3),

o M

y(2)=0 . y(3)

Escribir el desarrollo en serie de Fourier de f(x), en x € (—m, ),
a través de las funciones propias del problema:

{ ' +Xy = 0,z € (—m,m)
y(—m)=0 , ¢'(m)=0,

siendo f(z) =z six € (—m,0),y f(z) =0siz € (0,m).
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13.

14.

15.

16.

Se considera la ecuacién de una viga situada en « € (0, 7), some-
tida a una carga externa p(x) y sujeta en los extremos:

Ely" + Ty =p(zx), y(0)=y(r)=0.

Supuesto que la relacién entre las constantes rigidez a flexién ET
y esfuerzo axil T' es tal que % = -1 (% = 1, respectivamente),
encontrar el desplazamiento y(x), siempre que se pueda (utilizar
en este caso la funcién de Green, y tomar p(z) = €”).

T

Utilizar el hecho de que e~ >0 para demostrar que el problema

{ y,/_y€_$2 = 0,z € (a,b),

y@=mn , yb) =7,
admite una unica solucién, para cualesquiera niimeros reales a #
b,71 y 72- (Indicacién: ayudarse mediante una grafica).

a). Utilizando la funcién de Green, resolver, si se puede, el pro-

blema:
y'+a*y = 0,z€(0,7)
y(0)=0 , y(r)=0,

siendo a un numero real. b). Basdndose en el apartado anterior
= 0,z€(0,m)

resolver: .
Yy
{ y(0) y(m) =0.

a). Sea ( cualquier numero fijo del intervalo (0, 1). Demostrar, uti-
lizando la transformada de Laplace, que la solucién del problema
de contorno

I+
WA

coincide con el valor de la funcién de Green G(z,() asociado al
problema.

b). ;Para qué valores de la constante o admite solucién tnica el
problema de contorno:

{ y'" = xz,,2€(0,1)
y(0)=0 , y()+ay(1)=07
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17.

18.

19.
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. Para qué valores de « se puede resolver utilizando la funcién de
Green del apartado a).?.

Se considera la ecuacién de una viga situada en [0, 27|, sujeta
en los extremos. Encontrar las deformaciones de la viga para las

cargas f(z) =1,y f(z) = €.

{ y'+y = f(z),z e (0,27
y(0)=0 , y@2r)=0.

Hacer una grafica aproximada de las soluciones en cada caso.
Razonar a qué es debido el resultado obtenido.

Se consideran los problemas de valores propios:

1) v+ Ay = 0,2 € (0,log2)
" y(0)=0 , y(log2)=0,

2?2y +axy + Ay = 0,2 € (1,2)
P2) 1)=0 2) =0
a). Encontrar los valores propios de p,1) y de p,2). b). Escribir el
desarrollo en serie de Fourier relativo a las funciones propias del
problema p,2) para la funcién f(z) = 1, utilizando las de p,1). ;Se
podria escribir este desarrollo sin utilizar las de p,2)?. Razonar la
respuesta.

Sean ¢(z) y f(z) dos funciones continuas en R. Razonar si pueden
las gréficas de dos soluciones de la ecuacién y” — q(x)y = f(z),
cortarse como indica la figura. ;Y si la ecuacién es 3y’ — ziy =
f(x)?. Razonar la respuesta.

AY

X
N\
/ |
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20.

21.

22.

Escribir el desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(z) = sinz,
relativo a las funciones propias del problema:

v +Xy = 0,z€(0,m)
y(©0)=0 , y(m)=0.

Se considera un problema que sirve de modelo para describir las
deformaciones de una viga (la viga se supone situada en el eje de
las x con los extremos fijos):

{ Yy = %,xE(O,B)
y(0)=0 , y(3)=0.

Encontrar la solucién en caso de que exista y sea tnica para los
valores de la constante E1 = 1, y del momento M (x): M(x) = 2z
para z € [0,1], M(x) = 3 — x para z € [1, 3].

Se considera le problema de valores propios:

v +Xy = 0,z€(0,m)
y(0)=0 , y(m)=0.
a). Encontrar los valores propios y funciones propias del problema.

b). Escribir el desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(z) en
el intervalo [0, 7], relativo a las funciones propias encontradas en
a); f es la funcién definida:

f(z) = 275” para x € [0, 7], f(z) = @ para x € [3, 7]
Escribir la serie en el punto x = 7 asi como el valor hacia el que

converge (razonar la respuesta).

c). Sea la funcién f(x) definida en b). Encontrar los valores de
para los que el problema de contorno:

{ y'+py = flz),ze€(0,m)
y(0)=0 , y(7r)=0,

no tiene ninguna soluciéon. Encontrar la soluciéon en caso de que
exista (indicacién: puede utilizarse el desarrollo en el apartado

b)).
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7.5.

1.

Capitulo 7. Problemas propuestos.

Sobre el capitulo 6.

Decir qué ecuaciones se obtienen al intentar aplicar el método de
separaciéon de variables a las ecuaciones de Laplace en coordena-
das cartesianas xy y polares rf respectivamente:

1
uxm—l—uyyzoa Urr‘f‘*ur—f—*zU@g:O.
r T

Resolver el problema mixto para la ecuacion del calor:

u — Uy, = 0,2 € (—m,m),t>0,
uw(x,0) = 2> -7 x€|-m ],
u(—m,t) =u(mt) , ug(—mt)=uy(mt),t>0.

Resolver el problema mixto para la ecuacién del calor en una
varilla, conductora:

u — Uy = 0,2 € (—m,m),t>0,
u(z,0) =2+sin3x + bcosTx +5sinTx, z € [—7, 7],
u(—m,t) =u(mt) , ug(—mt)=uy(mt),t>0.

Calcular la temperatura del punto x = 0 de la varilla en el instante
de tiempo ¢t = 50 segundos.

a). Resolver el de Cauchy para la ecucacion de la cuerda vibrante:

Uy — Ny = 0,2 € (—00,00),t >0,
u(@,0) = log(l+22), € (—00,00),
u(z,0) = 2,z € (—00,00).

b). Reducir a la forma candnica la ecuacion ug, + 2ug, + u,, =0,
y plantear un problema de Cauchy para la ecuacién obtenida,
explicando la diferencia fundamental con el problema de Cauchy
del apartado a).

a). Encontrar una solucién particular del problema

U — Uy, = 0,2€(0,1),t>0,
w(0,8) =0 ,t>0),
u(l,t) = 2up,t>0,
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b). Resolver el problema mixto para la ecuacién del calor:

U — Uy, = 0,2€(0,1),t>0,
u(z,0) = wup(l —cosmz), x € (0,1),
uw(0,t) =0 , w(l,t)=2up,t>0.

6. Resolver el problema mixto para la ecuacion del telegrafista:

Uy — U — g —u = 0,2 € (0,2m),t >0,
w(z,0) =1 , wux,0) =34 Tcosb0z,z € [0,27],
uz(0,t) = u (2m,t) = 0,t>0,

Decir cuales son los problemas de Cauchy y de contorno que apa-
recen a lo largo de la resolucion.

7. Resolver el problema mixto para la ecuacién del telegrafista:

Uy — Uy — g —u = 0,2 € (0,nm),t>0,
u(z,0) =sinz , w(x,0) =0,z € [0,nn],
u(0,t) =u(nm,t) = 0,t>0,

para los valores de n = 3 y n = 5. Hacer lo mismo para cualquier
valor de n € N.

8. Resolver el problema de contorno para la ecuacion de Laplace en
coordenadas polares (7, 6):

Urr + Lu, + Sugg = 0,7 € (0,R),0€(0,5),
u(r,0) =u(r,8) = 0,rel0,R],

9. Se consideran los problemas:

Uy — Uyy = 0,2 € (—00,00),t >0,
a). u(xr,0) = sinz, zx € (—o00,0),
u(z,0) = x,2 € (—00,00).

b Uy — Uze = 0,2 € (—00,00),t>0,
) u(z,0) = f(x), z € (—o0,00),
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siendo f una funcién regular que se anula fuera del intervalo (—2, 2).

Uy — Uz = 0,2 € (0,m),t>0,
) uw(z,0) = sinz+4sinbr+x, z € [0,7],
' u(z,0) = 0,z ¢€l0,7]

uw(0,t) =u(m,t) = 0,t>0.

Decir a qué tipo de problemas pertenecen cada uno de ellos y
explicar las diferencias fundamentales entre los problemas a) y
b), y, a) y ¢). Resolverles si se puede.

10. Resolver el problema que se pueda de los siguientes, razonando la

respuesta:

utt—4um = O,$6R7t>0,
a). u(z,0) = cosz,z €R,,
ur(z,0) = cos(x—2),z€R,

U — 4z, = 0,z€R,t>0,
b). u(z,0) = cosx,z €R,,
ur(z,0) = cos(z—2),z€R,
11. Resolver el problema de Cauchy con datos iniciales sobre la recta
¢=—n
3u<< - 1411(77 + 8um7 = 0,
U(C, 77) = sin 577’ €n C =1,
uc(G,m) +uy(C,m) = 10¢%, en ¢ = -1,

12. Se considera el siguiente problema de Cauchy:

U — Uy, = 0,2€R, >0,
b). w(z,0) = 0,siz<0,
u(xz,0) = a,siz>0,

con a una constante. Encontrar la solucién de dicho problema
utilizando la funcion

erf(a) = \/2%/:6_”2 dn.
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13.

14.

15.

16.

17.

Utilizar la transformada de Fourier para resolver el problema de
Cauchy:
Puy L%y — 0,0€R,t>0,
U(ZL’,O) = f(ZL'), reR,
u(z,0) = ag’(z),x € R,

Siendo a una constante estrictamente positiva, f y ¢ funciones
tales que sus transformadas de Fourier existen, asi como las de ¢’
y ¢”. (Indicacién, , para una constante a > 0, buscar las trans-
formadas de Fourier de las funciones:

o a? x? x2 2P
sin — + cos — y cos — — sin — ).
a a Q a

Resolver el problema de contorno mixto para la ecuacion de La-
place:

Upy +Uyy = 0,2,€ (0,7),y € (0,7),
ue(0,9) =0, ul(my) =0,y €[0,n],
u(z,0) = cosbzr , u(z,m) = (z—n)2x2e " xel0,n],

Resolver el problema de contorno mixto para la ecuaciéon de La-
place:

Upp + Uy, = 0,2,€(0,2),y € (0,2),
u(0,y) =0, u(2,y) =1+5cos(50my),y € [0,2],
uy(r,0) =0 , uy(x,2)=0,z¢€]0,2],

Resolver el problema de contorno mixto para la ecuaciéon de La-
place:

Upe Uy, = 0,2,€(0,3),y € (0,3),
uy(0,y) =0, u(3,y) = cos(Fy) + Tcos (Fy),y € [0,3],
Uuy(z,0) =0 , wu(z,3)=0,z¢€]0,3],

Se considera la ecuacién en derivadas parciales:

ZUCC — Ugy + Uy = 0.
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18.

19.

20.

Capitulo 7. Problemas propuestos.

.Se puede aplicar el método de separacién de variables para resol-
ver un problema asociado a dicha ecuacién? Razonar la respuesta.
Considérese el cambio y =7, x = ( + 7 para reducir la ecuacién
a una del tipo ondas, calor o Laplace.

a). Se considera la ecuacién uc, = 0. Hacer el cambio t = ( +
n, = ( —n, para reducirla a la ecuacion de ondas.

b). Resolver el problema mixto para la ecuacién de la cuerda vi-
brante:

Uy — Uz = 0,2 € (0,m),t>0,
u(z,0) = cosx,z € 0,7,
u(z,0) = 7z —2?, z€0,7]

uz(0,t) = ug(m,t) = 0,t>0.

Resolver el problema de Dirichlet para una ecuacion asociada a
la de Laplace, en coordenadas polares (r,6):

ur,,+%ur+%2u@9+r%u = 0,7r€(1,2),0€(0,3),
u(r,0) =0 , wu(r,3)=1,re(1,2),
u(1,0) = u(2,0)=0,0¢€(0,7%).

Dibujar la region del plano zy en que esta planteada la ecuacion.

a). Encontrar o« > 0 tal que el problema de contorno ( para una
ecuacién de cuarto orden):

y™ —aty = 0,7¢€(0,n7)
y(0)=0 , y"(0)=0,y(m)=0 , y'(r) =0,
admita solucion no nula. Escribir también dicha solucion. Los
A, = a? encontrados son los valores propios del problema, y las
soluciones son las correspondientes funciones propias.
b). Aplicar el método de separacion de variables para resolver el

problema, que modela las vibraciones transversas de una viga,
con extremos simplemente soportados:

Utt + Uggze = O,ZEE (0,7T>,t>0,

u(z,0) = sin2z, x € [0,7],

u(z,0) = 3sin2z, z € [0, 7]
u(0,t) =u(m,t) = 0,t>0,
Uzz (0,8) = Uge(m,t) = 0,6>0.
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21.

22.

23.

Escribir los problemas de contorno y de valores iniciales que apa-
recen a lo largo de la resolucion.

Se considera una barra de longitud 1, cuyos extremos: x = 0 no
deja pasar el calor y z = 1 se mantiene a temperatura de 0°C.
Se supone que en el instante ¢ = 0 cada punto de la barra tiene
temperatura constante u(z,2) = 2. Encontrar la distribucién de
la temperatura, u(z,t), solucién del problema:

U — Uy, = 0,2€(0,1),t>0,
u(z,0) = 2,2€(0,1),
u(0,8) =u(l,t) = 2,¢t>0.

a). ;Qué dificultad se encontraria en la resolucién del problema
si se anade la condicion u(z,0) = 07.

b) ;Y sise cambia la condicién u(1,t) = 0 por u(1,t) = 1 (es decir,
el extremo x = 1 se mantiene ahora a temperatura constante 1).
Encontrar la solucién en este caso.

Resolver el problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace en
coordenadas polares:

urr"f_%ur_’_r%u% = O7T€<0,1),9€(0,7T/2),
u(r,0) =u(r,n/2) = 0,r€[0,1],
w(l,0) = 00 —m/2),0 €0,7/2].

Escribir el problema de valores propios al que se llega al que se
llega. Escribir la soluciéon en coordenadas cartesianas, dibujando
la region del plano donde esté definida la solucion.

Resolver el problema de Dirichlet, escrito en coordenadas polares

(r,0):

uw—i—%urjtr%uggjtr%u = O,r6(0,2),9€(0,3§),
u(r,0)=0 , wu(r,?)=1,rel0,2],
u(2,0) = 6(0—2),0€l0,%].

Escribir el problema de valores propios al que se llega. Escribir
la solucién en coordenadas cartesianas xy, y dibujar la regién del
plano xy en que esta planteada la ecuacion.
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24. Resolver el problema de contorno mixto para la ecuacion de La-

place:
Upw +Uyy = 0,2,€(0,1),y € (0,2),
u0,y) =0 , wu(l,y) =0,y €[0,2],
u,(2,0) = Zsin(%7) , ule,7) = 5sin(2), € [0,1],

25. Resolver el problema mixto para la ecuaciéon de ondas:

U — e = 0,2 € (0,2),t>0),
u(z,0) = 0,z¢€(0,2),

w(z,0) = =,z €(0,2),

ur(0,t) =0 , w(2,t)=0,t>0.

26. a). Resolver el de Cauchy para la ecuacién de la cuerda vibrante:

Uy — Ay = 0,2 € (—00,00),t >0,
uw(z,0) = 2,z € (—00,00),
u(z,0) = cosx, x € (—00,00).

Hacer una grafica aproximada de la solucién.
27. a). Resolver el problema mixto para la ecuacién:

U — Uge +u = 0,2 €(0,2),t>0,
u(z,0) = 1,z€(0,2),
u(0,8) =0 , w(2,t)=0,t>0.

b). Se considera la ecuacién del apartado a) y las mismas con-
diciones contorno. Teniendo en cuenta los calculos para resolver
el problema, razonar si pueden verificarse simultdneamente las
condiciones iniciales u(z,0) = f(x), us(x,0) = g(z) para algunas
funciones f(x) y g(x).

28. a). Resolver el problema mixto para la ecuacién:

Uy —Uge —u = 0,2 € (0,1),t>0,
u(z,0) = sin(mz), x € (0,1),
w(z,0) = 1,z€(0,1),

uw(0,t) =0 , wu(l,t)=0,t>0.
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29.

b). Razonar en qué puntos del intervalo [0, 1] se tiene garanti-
zada la convergencia de la serie de Fourier de f(z) hacia el va-
lor f(z), siendo la funcién f uno de los datos iniciales dados:
f(z) =sin(rz) 6 f(x) = 1.
Resolver el problema mixto para la ecuacién del calor:
U — Uy, = 0,2€(0,2),t>0,
u(z,0) = f(z), z€(0,2),
ug(0,8) =0 , wu(2,6)=0,t>0,

siendo f(z) la funcién definida:

flx)=xsizel0,1], f(x) =2—xzsixe€]l,2].
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