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Comportamiento cualitativo de soluciones
de ED de primer orden:
El campo de direcciones asociado a una ED.

Capitulo 1 - Libro (1.3) + Hoja de problemas 3 + Complementos

Resumen de contenidos:

- Entorno “dfield” (dfield5-dfield8)

- Sobre existencia y unicidad de solucion pasando por un punto
- Comportamiento de soluciones de ED sin resolverlas

- La solucion numérica en el entorno “dfield”

% La idea en este cuaderno es estudiar comportamientos de soluciones de ED sin
conocerlas, esto es, sin resolver las ED. Los tdpicos que se abordan son, entre otros, la
deteccion de cambios de crecimientos y concavidades de soluciones, resultados de
existencia y unicidad de solucion pasando por un punto, intervalos de definicion de
soluciones y comportamientos asintoticos de soluciones para tiempos grandes. El
cuaderno se complementa con los cuadernos del curso sequndo (resolucion explicita
de ED) y cuarto (aproximacion numérica de soluciones).

% La ecuacion diferencial y’=f(t,y) define un campo de direcciones que a cada punto
(t,y) le asocia la direccion del vector (1,f(t,y)) o (1/f(t,y),1). La solucién que pasa por
este punto (t,y) es tangente al vector del campo. Se trata de dibujar dicho campo.
Trabajamos con el entorno “dfield” (dfield5—dfield8, el numero dependiendo de la
version) disefiado por J. Polking (Rice University, Texas, USA) para dibujar campos de
direcciones asociados a ED de primer orden.

% Aunque el comando Matlab “quiver” permite dibujar el campo de direcciones
asociado a una ED, hay que combinar dicho comando con otras instrucciones para
definir los vectores del campo, y el obtener los resultados deseados, con los ejercicios
planteados en el curso, puede requerir de otros ajustes y funciones Matlab. De ahi el
interés de utilizar “dfield”. Introducimos “quiver” en los primeros ejemplos (ejercicios
2y 3). Para comparar, ver por ejemplo, el fichero dfield8.m y la direccion de internet:

http://www.theshapeofmath.com/ media/princeton/introde/11 mat350 matlab7.pdf
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% Asi el conjunto de comandos

[ )

>> f=inline('x’,'x",'y");

>> h=0.2; left=-2; right=2;

>> [x,y]=meshgrid(left:h:right, left:h:right);
>> [n,m]=size(x);

>>dx=ones(n,m);

>> dy=f(x,y);

>> quiver(x,y,dx,dy)

>> axis([-2 2 -2 2])

% nos dibuja el campo de direcciones asociado a y’=x, en [-2,2]x[-2,2]
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% Para dibujar una curva integral de la familia y=tA2/2+cte, por ejemplo y=t"2/2,
tangente a los vectores del campo, usamos (cte indica constante)
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>> quiver(x,y,dx,dy)
>> hold on
>> ezplot('y-t72/2',[-2,2,-2,2])

>> axis([-2,2,-2,2])
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% Para obtener las curvas isoclinas x=cte en este caso, podemos utilizar el conjunto de
comandos “quiver” con “ezcontour” que nos dibuja las lineas de nivel de una
superficie

>> hold off

>> quiver(x,y,dx,dy)

>> hold on

>> ezcontour('x',[-2,2,-2,2])

>> hold off
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% Por ejemplo, para dibujar el campo de direcciones asociado a la ED y’=y”2-x, junto
con curvas isoclinas, podemos usar el conjunto de comandos de arriba sin mds que
cambiar la definicidn de la funcion f en “inline” y en “ezcontour”; esto es, cambiando

I,

las instrucciones: f=inline('y.72-x','x",'y'), quiver(x,y,dx,dy,1.5), y, ezcontour('y"2-x', [-
2,2,-2,2]). El mismo resultado se obtiene con el conjunto de comandos:

>> [x,y]=meshgrid(-2:0.2:2, -2:0.2:2);

>> [n,m]=size(x);

>> quiver(x,y,ones(n,m), y.A2-x,1.5)

>> hold on

>> ezcontour('y"2-x',[-2,2,-2,2])

>>axis([-2 2 -2 2])

% ver otras opciones de dibujo con “help quiver”
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% Una grdfica de este estilo, se tiene con los comandos “dfield8” y “ezcontour”
>> dfield8 % ejecutando y ajustando variables e intervalos en la interfaz del entorno

>> ezcontour('yA2-x",[-2,2,-2,2])

B dfields Display o=
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% Para cambios de intervalos, espaciado entre vectores, disefio de vectores, dibujo de
soluciones exactas o aproximadas, isoclinas, etc., el entorno “dfield8” esta muy bien
adaptado
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% El entorno “dfield8” nos va a permitir desarrollar la idea de este cuaderno de
prdcticas, tal y como se ha descrito al principio. Comenzamos explicando en detalle el
entorno.

% En el prompt >> de Matlab
>> dfield8

% nos proporciona una cardtula o interfaz donde se pueden modificar ecuaciones,
pardmetros, intervalos, etc..

B dfields Setup =S
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The independent warable is |t
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The display window.
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The maximum walue of t = 10 The maximum value of x = 4

Quit ][ Revert ][ Proceed ]

% por defecto, el entorno dfield8 nos muestra la ED de Riccati y’=y”2-t, 0 mds
precisamente x’(t)=x(t)"2-t, donde inmediatamente podemos cambiar la variable
dependiente x(t), que usa por defecto el entorno, por la nuestra y(t),

B dfields Setup EE™

File Edit Gallery Desktop Window Help o

The differantial equation.
v = ylz-t

The independent variable is ¢

Parameters = =
&
EEprEssions: 5 5
The display window.
The minimum value of t = -2 The minimum value of v = -4
The maximum value of t = 10 The mazimum walue of y = 4
Quit ][ Revert ][ Procesd
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% y luego, pinchando en “Proceed” tenemos el campo de direcciones asociado a la ED

en el rectangulo [-2,10]x[-4,4] .
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Cursor position: (4.8, 2.95)

% en esta nueva cardtula/interfaz sin mds que ir pinchando en distintos puntos, se va

teniendo el dibujo aproximado de las curvas solucion

y =yt

Cursor position: (728, -0.585)
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% pero a primera vista, ya notamos que el dibujo puede ser engafioso: existe una unica
solucion pasando por cada punto, definida al menos en un entorno del punto (ndtese
que la ecuacion no es lineal), y dos soluciones no pueden cortarse. Al agrandar una
region (por ejemplo, cerca de t=2) vemos que, de hecho, las soluciones se han juntado
al comprimir el dibujo, pero no se cortan.

% Mediante el conjunto de ejemplos (Ejercicio 4) explicamos en detalle lo que estamos
visualizando.

% Indistintamente se pueden utilizar las distintas versiones del entorno, “dfield5”,
“dfield7” o “dfield8”, dependiendo de la version de Matlab que utilicemos. En todas
ellas en la interfaz se pueden cambiar variable independiente y la funcion incognita;
admite opciones de parametros en la ED; “Quit” es para abandonar el entorno,
“Revert” para volver a valores de partida y “Proceed” para comenzar. Quizds la
version mds completa es “dfield8”: la interfaz tiene mds desplegables y opciones. Los
colores de las grdficas pueden variar con la version
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Ejercicio 4. 1

% La ED que tiene por defecto dfield es y’=y”2-t, una vez cambiada la funcion incégnita
x=x(t) por y=y(t)

) dfield8 Setup C
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&
expressions: = =
The diisplay window.
The: minimuwm valee of t = -2 The minimum value of y = -4
The madmum vales of t = 10 The macdmum value of y = 4
ot Revert Proceed

% Ejecutando “Proceed” nos aparece el campo de direcciones asociado a la ED para
(t,y) en [-2,10]x[-4,4] (todo se puede cambiar)
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% Podemos interactuar desde Matlab, fuera del entorno dfield, para introducir isoclinas
para distintas pendientes, soluciones explicitas, etc.

% A continuacion dibujamos tres isoclinas y vemos como cambia la solucion de
creciente a decreciente al pasar por la de pendiente 0

>> ezplot('y"2-t=1') % isoclina para la pendiente 1

>> ezplot('yA2-t-1') % también dibuja la isoclina para la pendiente 1
>> ezplot('yA2-t-0')

>> gtext('isoclina pendiente 0')

>> gtext('isoclina pendiente -1')

>> ezplot('y"2-t+1')
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% Esto, se puede hacer también (con dfield8) en el desplegable “Options”

— R
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J — Plot several solutions.

4 Plot level curves, |

1 Export solution data.

Solver settings.

Solver, 4

T
Show the phase line. :
Solution direction. » E

Window settings.

Make the Display Window inactive, ]
| e b e Ll AN L

% Esto es, las isoclinas para las distintas pendientes se pueden dibujar desde el entorno
dfield8 en “Options”, “Plot level curves” (las curvas de nivel de la superficie z=y”2-t), y
dentro de las opciones de este desplegable donde aparece la opcion de introducir las
isoclinas que queremos, i.e., las curvas de nivel y2- t=1, y"2-t=0, y"2-t=2, y"2-t=-1,
yA2-t=-2,... sin mds que escribir en la opcion “vector of level values” -2,-1,0,1,2, por
ejemplo,

! | dfield8 Level sets

Enter the function in terms of the variables t and y and the parameleriexpressions: i

File Edit Options View Insert Desktop Window Help ~
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() Select a point in the Display Window
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% Por otro lado, en el desplegable de “Edit” se pueden borrar las isoclinas, las
soluciones y otros objetos grdficos.

% La grdfica de abajo, se tiene pinchando en distintos puntos de la interfaz grdfica: se
ve que las curvas solucion son tangentes a los vectores del campo,; ademds parece
que se cortan entre ellas. Haciendo un zoom (en “Edit”, “Zoom in”), por ejemplo, en
un entorno del punto t=4, vemos que realmente hay una solucion pasando por cada
punto (dibujo de la izquierda)

2 dfialdE Display =
Me [it Optons Vew Imert Cedop Windon b [l - dfields Display B
Fle Edit Options View Insert Desktop Window Help -

EFE
Fiarans pasrra (874,71

2245

% Esto es coherente con el teorema de existencia y unicidad de solucion de la ED
y’=f(t,y), con la grdfica pasando por un punto, para f reqular (f continua y su derivada
parcial con respecto a y también lo es): existe una unica solucion explicita pasando
por cada punto.

% Aproximacion de la solucion de un problema de Cauchy: a continuacion, borramos
todas las soluciones (con “Options”, “Erase...”) e introducimos un punto con el
teclado, por ejemplo el punto (2,2), pidiendo al entorno que le lea del teclado y que
dibuje en el intervalo (1,3): en “Options”, “Keyboard input” nos proporciona otra
cardtula o interfaz para introducir estos datos
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) dfield8 Display

File Edit Options View Insert Desktop Window Help
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Computing the field elements.
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The: backward orbit from (2, 2)
Ready.

% y le pedimos que vaya agrandando el intervalo, a (-2,5),...

) dfield8 Display

EBX
File Edit Options View Insert Desktop Window Help £

y =y -t

Enter the initial conditions:
The initial value of t = 2
- The initial value of y = 2
[+#] Specify a computation interval.
-z a=1t <= 5
...... —r

Cursor position: (12.1, -4.68) t
The backward orbit from (2, 2)

mMmma.mhnmmm.
The backward orbit from (2, 2)
Ready.
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% En “Options”, en “Solver”, vemos que podemos cambiar de método: de Dormain-
Prince a Euler o Runge-Kutta de orden 2 (Rk2) o de orden 4 (Rk4). Elegimos “Euler” y
ejecutamos, y en “Solver settings” damos un tamafio de paso muy grande, para
darnos cuenta de lo mal que dibuja las supuestas soluciones: la razon es que
realmente se trata de un método numérico, esto es, el entorno aparte de darnos la
vision del campo de direcciones que nos permite intuir como son las soluciones,
cuando pinchamos en un punto lo que calcula es una solucion numérica pasando por
ese punto, y por lo tanto tenemos que asegurarnos que existe solucion unica en el
intervalo que le damos, y todo esto dependiendo del tamafio del paso (ejecutar
“Change settings” para cambiar de paso)

% Para la eleccion “Euler”, tamafio de paso h=0.1 (se puede pedir que vaya mds o
menos despacio cambiando numero de iteraciones por sequndo), aparentemente nos
da bien la solucion
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Cursor position:  (3.53, -8.74) t

% Para un paso mds grande, como h=0.4, y “Euler”, vemos dibujos angulosos de la
solucion que no siguen la direccion del campo. La aproximacion es obviamente muy
mala.
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. dfield8 Display = | X
File Edit Options View Insert Desktop Window Help £

y'=yi-t

) dfield8 Solver settings

Settings for Euler's method

;| Y RO GNORUOP RVOUON SRR USROS RS N SUURORY UNRPON 200 Ot 2 SRS S ST SRR OO O OY-uglt
= I
o) S, R IR .8 YN R [N [,
Solution steps per second.
T O S A SUNL NSO O  NONU AUy SO 1 S PR FUY L IO
2 24 100

s neet SE T e et T e e P e LR P e P TR E T SEEPE LR
|y OSSR i S -
| T E. Yy S, WUEI S R S e R Wi E

Cursor position: (11.7. 2.88) t

e ey g e

% Eligiendo el método “Rk2” para este mismo paso h= 0.4, vemos que los dibujos no
son tan angulosos, pero tampoco las soluciones siguen la direccion del campo

=== File Edit Options View Insert Desktop Window Help

y'=y-t

% Mientras que para h=0.3, con “Rk2”, podria pensarse en una aproximacion
relativamente buena (al menos donde la solucion no crece rapidamente)
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B dfields Display (=18 32 [T B dfields Solver settings o 0 |
File Edit Options View Insert Desktop Window Help o Semtings for the second order Runge- Kurta method
Y=yt )
. Step size: 03
4
Solution steps per second.
| 2 a0 100
[ — |
Change settings
[ Go Away |

-2 0 2 4 6 8 10
Cursor position: (0,304, 2.35) t

% Hacemos lo mismo con “RK4”, para h=0.4, vemos que la aproximacion es bastante
mejor y relativamente buena

) dfield8 Display
File Edit Options View Insert Desktop Window Help

Cursar position: {5.28, 0.444) t

% pero con “Rk4”, y para h= 0.5, abajo se ve una mala aproximacion; por supuesto,
todo depende de la ecuacion y del intervalo
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|z”§||2| J dfield8 Solver settings |ZH§HZ|

.' | dfield8 Display
File Edit Options View Insert Desktop Window Help

Cursor position: (4.1, 0.512)

% Finalmente, observamos que el mejor método es el Dormand-Prince de paso
variable, que va adaptando el tamarfio del paso para que el error sea menory el paso
no muy grande. Vemos que pidiendo al entorno que haga el tamafio madximo del paso
mds pequeno, las grdficas captan mejor el crecimiento de las curvas solucion

acopldndolas al campo...

dfield8 Display ' | dfield8 Solver settings
File Edit Options View Insert Desktop Window Help
Settings for the Dormand-Prince solver.

Relative error tolerance:
12006
Number of plot Steps per computation Step:
10
Maximum step size:
0.05
‘Solution steps per second.
£ 100

Curser position: (5.61, 0.211)

% Observacion: las opciones sobre direccion de la solucion permiten dibujar hacia
adelante, desde el punto donde pinchamos, o hacia atrds o por defecto en ambas

direcciones
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) dfield8 Display

File View Insert Desktop Window Help
Keyboard input. .
—  Plot several solutions. L If - T T T

4  Plotlevel curves,  lodoodoo E ------------- E— ------------- :L ------------ :---—
Export solution data. i

31 Show the phase line. I S A A Lol Vo
Solver settings. : i ; :

oL Solver. 4 [ E_ _____________ v b
Window settings. Forward E

! Make the Display Window inactive, | v Back [ 777 i _____________________________ B

= Dot Femmmmmmmme LR G L L e P PP :r ------------ [ g--—| Frint

R e ——— oot
e o S 4 R e e S
Y N S s PO A AUUpO IPUpOt N ! SN PR NSRS EPUPUS NS U [ ot
| | | | | |
-2 0 2 4 6 8 10
Cursor position: {-1.72, 5.15) t

Ejercicio 4.2

% Se trata de una ecuacion lineal y’+y=3+cos(t), que tiene soluciones definidas en toda
la recta real; se pueden calcular explicitamente y dibujarlas. Con el campo de
direcciones observamos que todas las soluciones tienden asintdticamente a una de
ellas cuando t tiende a infinito (es un tipo de ecuaciones que aparece en modelos de
circuitos eléctricos, e.g.).

>>syms t
>> dsolve('Dy=-y+3+cos(t)') % solucion general
ans =
cos(t)/2 + sin(t)/2 + C11/exp(t) + 3
>> pretty(ans)
cos(t) sin(t) Ci11

+ + +3
2 2 exp(t)
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% Con estas formulas explicitas se ve que todas las soluciones “convergen cuando t
tiende a infinito” a la solucion particular y=cos(t)/2 + sin(t)/2 + 3 de la ED.
Introduciendo la ED en dfield8

>> dfield8
T ———— — — — =
B dfields Display [E=EE
File Edit Options Miew Inset Desktop Window Help |

y'=-y+3+cos(l)

-2 0 pd 4 6 8 10 12 14
Cursor position: (136, 2.38) t

The backward orbit from (5.1, 5.2} left the computation window.

Ready.

The forward orbit from {-1.3, 3.3}

The backward orbit from {-1.3, 3.3} left the computation window.
Ready.

% También el entorno dfield8 muestra las soluciones en [-2,14]x[-2,6] “acercdndose
asintéticamente” a una de ellas, que es la solucion particular y= cos(t)/2 + sin(t)/2 + 3;
fuera del entorno dfield hacemos la grdfica de esta solucion (abajo, en verde);

>> ezplot('cos(t)/2 + sin(t)/2 + 3-y',[-2,14,-2,6])

% dependiendo de la version de Matlab /dfield, hay que indicar el intervalo de dibujo
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>> gtext('una solucion particular’)

) dfield8 Display e =
File Edit Options View Insert Desktop Window Help N

costi2 + 2init2 + 3y =0

r------r-—

Y ) I N

——pmm—o

I TR A

- ===

]
'
'
1
'
-
!
1
'
'
]
A
v
'
'
v
]

) A

unasuiuu:imﬁ particulgr : :
A

] ] ] ]

-2 0 2 6

% Sin embargo, de nuevo, el dibujo puede resultar engafoso, pues existe una unica
solucion pasando por cada punto del plano como asegura el teorema de existencia y
unicidad de solucion; esto se visualiza aplicando un zoom.

% También observamos, abajo, que si cambiamos el tamarfio del paso en el método
numeérico utilizado (el elegido en dfield), las grdficas de las aproximaciones pueden
volverse angulosas, mientras que la grdfica dibujada con ezplot (la solucion exacta)
no es angulosa. En opciones de lectura, se puede leer del teclado un punto y
experimentar con el tamafo del paso, el intervalo, etc.
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y'=-y+3+cos()

= Print
ﬂ _________________ R b ot B e g e R L LR CE Pooomnbann —]
| ]
R [ BhY ] R T e [ e b O PR e s L ey SR E P R RV PR P LT Er LR L Rl —
1 1 | | | H i 1
R T At e T e e R R R U R R F SR EE P EETEERTERT SRR R e PR CEET e —] it
Cursor position: (-4 .88, 4.28) 1 | 1 |
- u 2z 4 8 14
The backward orbit from (4.4, 0.56) left the computation window.
Ready. ) -
The forward orbit from (1.8, 1.3) ] dfield8 Solver settings b= B
The backward orbit from {-1.8, 1.3) left the computation window.

al ampliar el rango , se ve Ia grafica mas
angulosa, con menor precision

Settings for Eulers methed.

Step size:

ber More Properties...
Export Setup...

Solution steps per second.

[
BEOmEa@d
y'=-y+3+cos(t)

T T T T T
L R T e T TP e R TR e PP PR EP T R PP —

: B : : b
L SELETE EERP A e N e e o] (e S e st i e e et i e g O g SO - p

; B dficlds Key... (-0l e
oot N st R SR Bl e B S s el e B M D S B St P e S a

Enter the initial conditions:

g The initial value of t = [

0

-1

| I S S (S U . [

The initial value of ¥ =

-

Specify a computation interval.

Cursor p-os'rt'ion: {-4.58, 4.6) ' 1 1
-2 u prd 4

% Observacion: (dependiendo de la version) en la cardtula/interfaz “dfield8 Setup”,
“Gallery” nos da la opcion de elegir modelos de circuitos con muchos parametros, que
al variarle pueden dar lugar al tipo comportamiento asintotico observado en el

ejemplo.
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Ejercicio 4.3
>> dfield8

% Se introduce en el entorno la ecuacion homogénea y'=(y+t)/(y-t) (ED de este tipo se
han resuelto explicitamente en el sequndo cuaderno del curso). Como complemento al
campo de direcciones, dibujamos las curvas donde las soluciones pasan de crecientes
a decrecientes, de concavas a convexas, y varias isoclinas. Para ello combinamos
“dfield” y “ezplot”

) DFIELDS Setup FEX
'l

File Edit Window
The differential equation.
v = i |
The independent wariahle is
Parameters: | | = | | | | = | |
The display window.
The minimum value oft= -4 The minimum value ofy = -4
The maximum value oft= 4 The maximum value ofy= 4
[ Quit ][ Revert “ Proceed |

% Pinchando en “Proceed”

¥ =y iy -1

|| R LR

e

TR TRV R N Y I U | U S 1 e i ——
| W N R A N (RIS Y SN R S S S

i'S

o

ra

.
[P

[T

|-

Cursor position: {-1.1, 5.08)
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% Dibujamos las rectas que marcan cambio de concavidad de las soluciones
>>symsty

>> ezplot('y-(1-sqrt(2))*t')

>> ezplot('y-(1+sqrt(2))*t')

% a veces hay que indicar el intervalo de dibujo; e.g.: ezplot('y-(1-sqrt(2))*t',[-4,4])
% Abajo, rectas donde hay cambios de crecimiento de las soluciones

>> ezplot('y-t')

>> ezplot('y+t')

>> ezplot('((y+t)/(y-t))-1') % isoclina para la pendiente 1

% escribimos textos complementarios

>> gtext('isoclina pendiente 1')

>> gtext('curvas concavas'’)

>> gtext('curvas concavas’)

T
4_":" Ty '":'""""?"c'l.lﬁ"a's‘i:;éﬁéﬁféé":""" STy

v EC asc?ncavas : ! ' H '

R e R s e B

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
t
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% Vemos que pinchando en distintos puntos tenemos la curva solucion, aparentemente
tangente a los vectores del campo, pero lo que realmente tenemos en el entorno son
soluciones numéricas. Por eso cuando llegamos a los puntos donde la pendiente es
infinito (en este caso la diagonal y=t del cuadrado) se tienen problemas en visualizar
la aproximacion (y la dibuja o no dependiendo de la version del entorno. A veces hay
que pinchar en “Stop”: ver linea en rojo).

Cursar position:. (4.11, 2.48) ¥

% Abajo, en verde, las lineas que marcan los cambios de concavidades en las soluciones
(vemos que son dos posibles soluciones), y la diagonal t=y
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@ — — — = -~
B dfields Display [E=EEE S

File Edit Options View Inset Desktop Window Help

Cursor position: {0,528, 1.01) t
The backwsrd orbit from (0.72, 0.74) was stopped by the user.

Ready.
The forward orbit from (0.55, 0.358)

The backwsrd orbit from (0.99, 0.38) was stopped by the user.
Ready.

Ejercicios 4.4-4.5:

>> dfield8

% Se introduce en el entorno la ecuacion homogénea y'=(y+t)/(t-y)

Epir'a':»:iu.-. SRR [= ][R ]
Fie Edit Options View Insert Desktop Window Help §

¥i={eyNit-y)
T

File Edit Galery Desktop Window Help £

The differential equation.
[ | "= [eepie) |

The independent varisbiz s
Parameters - |
P
—— |
The display window.

The minimum value cn= The minimum value oly=
The masimum vahe u[(: The maximum vale uly:

Quit Il Revert I3 Proceed ;Iul
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% Como en el ejercicio 4.3, se trata de un ejemplo en el que se pone de manifiesto de
que visualizar el campo de direcciones puede ser mejor que intentar obtener la
aproximacion de las curvas integrales pinchando en distintos puntos de la interfaz
grdfica: la solucion que intenta darnos el entorno es numérica, y no puede en los
puntos de la diagonal, donde no tenemos garantizado que exista una tnica solucion
(en forma explicita)

) dfield8 Display ==
File Edit Optons WView Insert Desktop Window Help »

¥ =t yMit-y)

% Si el punto (t_0,y_0) que leemos no estd en la diagonal t=y, se sabe que hay un
intervalo, conteniendo a t_0, en el que hay definida una solucion en forma explicita, y
que se puede aproximar numéricamente, pero al aumentar el intervalo llega un
momento en que la grdfica de la solucion llega a la diagonal, y no puede aproximarse
numeéricamente (la pendiente es infinito en estos puntos de la diagonal)

% Por ejemplo, leyendo del teclado el punto (-2,0), pedimos al entorno que dibuje la
aproximacion de la solucion en el intervalo [-2.5,-1.5], que vamos ampliando a [-3,-1],
y a un intervalo mds grande; vemos que al llegar la grdfica a la diagonal y=t ya no
puede haber una aproximacion numérica
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) dfield8 Display

File Edit Options View Insert Desktop Window Help a
¥ =teylit-yh
The initial value of t = 2
The initial value of y = °
3,,,,.,,,,,,,,J,,,,,,,,.,,,,,,,,L””,,”_,”””j 7777777777777777777777777777 | &mﬂ'fyamﬁmmﬂvd
| 25 ‘ =y | 45 |
] . R BRI NS | [ Close I Compute ]
L) S I = N R W N J: ________ Locbadoo |- S -

|| L I M U N MU R GPRA G Uy JUy SRR ISR U SR S |
O R S R S -
R T -
S e e s 3
| | | | | | | | |
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

% La solucion explicita no estd definida en (-4,3) y por tanto como vemos abajo
tenemos que indicar (pinchando en “Stop”) que se pare proceso...

.' | dfield8 Display

File Edit Options View Insert Desktop Window Help £ P -
y'=(t+yNit-y) The initial value of t = 2
{5 T O U OO NS S N | e sty
: : ; [#] Specify a computation interval
) T F e B R P R P - | 4 | <=te= | 3 |
| O Yy Sy =
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% Con versiones previas de dfield el entorno nos da errores mds notables; por ejemplo
abajo con “dfield5” hay que pedirle que pare (pinchando en Stop) para evitar las
“oscilaciones” de las grdficas al llegar a la diagonal y=t

) DFIELD5 Display
File Edit Window Options

% con otras versiones del entorno, como dfield8, las oscilaciones no aparecen

¥y =ly +tyt-y)

Cursor position:  {-0.425, 2.88) t
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% Observacion: para la ecuacion homogénea y'=(y-t)/(y+t), las pendientes infinitas se
encuentran en la diagonal y=-t

Ejercicio 4.6

% La ecuacion de Bernouilli y’=y(1-y~2) sirve como ejemplo para ilustrar como
pequeiios errores en datos iniciales pueden afectar de manera importante a la
solucidn en puntos alejados del dato inicial.

>> dfield8

% Abajo, con dfield8, en el rectangulo [0,2]x[0,0.1], observamos que las soluciones que
pasan por puntos muy cercanos entre si, como ( 0,0.003) y (0,0.01), son muy distintas
ent=2

) dfield8 Display =13
File Edit Options View Insert Desktop Window Help L

yi=y(l-v)

0.1

0.0%

0.08

0.07

0.08

= 0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

% Abajo varias curvas solucion mostrando el mismo efecto: pinchando cerca del punto
(0,0), las soluciones varian poco cerca de este punto pero son muy disintas en puntos
alejados del (0,0)
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) dfield8 Display X
File Edit Options Wiew Insert Desktop Window Help Ll
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Ejercicio 4. 7

% En la ecuacion y’=-y/sin(x), de variables separadas, se observa que el campo de
direcciones no estd definido en los puntos (kpi,0), con k entero. Las curvas x=kpi e y=0,
fuera de esos puntos (kpi,0) (se trata de trozos de rectas), son isoclinas para
pendientes infinito y 0 respectivamente, y por tanto, su pendiente coincide con la del
vector del campo (la de la ecuacion diferencial): se trata de soluciones. Unas definidas
en forma inversa, y las otras (y=0) definidas en forma explicita. El resto de las
isoclinas para distintas pendientes K son las curvas y=-K sin(x).

% Dibujamos varias con las opciones de dfield8
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1B dfielas setup ’ =

- -

File Edit Gallery Desktop Window Help

B] dfields Displa : .
S| File Edit Options View Insert Desktop Window Help

The differential equation
y|' = byising)

The independent wariable is

y'=-yisint)

Parameters - -
&
expressions = =
The display window
The minimum value of = _gu; The minimum value of y =
The maximum value of t = i The maximum walue of ¥ = 4

kS
¥

Proceed

it Revert

““w‘é; g

s
T

Enter the function in tams of the wariables t and y and the parameterdxpressions:

~ylsin)

&
T

SRUES SRRV R

Choose ane of the fallawing ways to choose level value(s)

() Let dfield3 decide.

lect a point in the Display Window

IS
.

Cursor position: (9,22, 2.1) t

The backward orbit from (5.7, 0.67) left the computation window.

er a vector of level values Ready
The forward arbit from (4.9, -0.64) et the computation uindou
0.1.23 -1 The backward arbit from (4.9, -0 G4} left the computation window.
Ready
Al Close )i Proceed )

¥ = - yisinit)

L O
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e AR TR S  — : i
| | i | | = | 4
P 4 2 0 2 4 6
Cursor position:  (-8.22, 2.151 t

% Abajo, las curvas integrales, que son tangentes a los vectores del campo
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B dfield8 Display =RNc X
File Edit Options View Insert Desktop Window Help w

¥ " =-yisin(t)

-

- -d-

2|--

,..--___,______1______.,______

s

[
I
(=]

Cursor pesition:  (-4.91, -0.532) t

% Observacion: dado que la ED y’=-y/sin(x), se puede resolver y encontrar soluciones
explicitas y=C cotan(t/2), como comprobamos abajo con “dsolve”, dando valores a C,
vemos que en efecto el dibujo aproximado que proporciona el campo coincide con el
de las curvas solucion. Las rectas y=0y x=kpi son también soluciones salvo en los
puntos donde el campo no estad definido.

>> dsolve('Dy=-y/sin(t)')
ans =

C2/tan(t/2)
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Ejercicio 4. 8

% Para la ecuacion de Riccati y’= y*2-t72 dibujamos con dfield y ezplot el campo de
direcciones, varias curvas integrales y la isoclina para la pendiente 0.

>> dfield8

>> ezplot('yA2-t72') % isoclina para la pendiente cero

EEX

% Observamos que las rectas y=t e y=-t (isoclinas, grdficas en verde) marcan un cambio
en el crecimiento de las curvas solucidon para la ED y’= y/2- tA2.

% En cambio, para la ecuacion de Riccati y’=t*2+y”2, el unico punto donde la pendiente
es O es el (0,0); todas las curvas integrales son crecientes. En otras ecuaciones como
y’=sqrt(abs(1-t"2-y”2)), las curvas integrales son siempre crecientes y como
consecuencia la isoclina para la pendiente 0 no marca un cambio de crecimiento en
dichas curvas. Esto se observa en los proximos ejemplos .
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Ejercicio 4. 9

% Ecuacion de Riccati y’=tA2+y”2. Dibujo del campo de direcciones / curvas integrales /
isoclinas para pendientes 1y 2 para t ey en el intervalo [-2,2]

>> dfield8
>> ezplot('t"2+y”2=1')

>> ezplot('t"2+y"2=2')

% Bosquejo de las curvas integrales para t e y en los intervalos [-4,4] y [-1,1]
respectivamente
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Gluit

-3 -2

|
4

Cursor position: (0216, 0.772)

% el grdfico en [-1,1]x[-1,1] es como hacer un zoom cerca del origen

y =y et

08

0.6

04

0.2

08 0.6 0.4 02

-1
Cursar position: (0.341,

045
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Ejercicio 4. 10

% Para la ecuacion diferencial y’=sqrt(abs(1-t*2-yA2)), dibujamos varias isoclinas con
las opciones del “Display” de dfield8; abajo, las isoclinas que dfield elige

| dfield8 Level sets B@E‘ Fle Edit Options View Insert Desktop Window Help ~
¥ = sartiaba(t - £-y%)

Enter the function in terms of the variables t and y and the parameter/expressions:

[ sartiabs(1-¢2'2)) ]
Choose one of the following ways to choose level valua{s):

(%) Let dfield8 decide.
(O) Select a point in the Displsy Window.
() Entera vector of level values.

_._'_dﬁeldBSetup
File Edit Gallery Desktop Window Help ~

Print

The differential equation.
¥| "= [sartisbsti-rzyzy

The independent vaid:leis
= 7 | 7 |
expresions: - | - |
The display window

Them'milllnvil!nf(= The minimum vaiue of y =| 2
Thgmaxilllnvi!nf(= The maximum value of y = H

Quit Il Revert I Froceed

Cursor position: (0,423, 2.56) t

Computing the field elements.
Ready.

% Abajo varias isoclinas generadas automdticamente con dfield8 y las curvas solucion
con y sin isoclinas

) dfield8 Display
File Edit Options Wiew Insert Desktop Window Help ~

y ' = sqrifabs(1 - £ - 7))
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) dfield8 Display
File Edit Options View Insert Desktop Window Help ~

y' = sqri{abs(1 - £ - %))
T

% La isoclina para la pendiente 1/2 con “ezplot”: se trata de dos circunferencias
>> dfield8
>> ezplot('sqrt(abs(1-t"2-y"2))=1/2")

abs(-1+2+y")" %12 = 0

Cursor position:
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% isoclinas para las pendientes 1, 1/2y 2
>> ezplot(sqrt(abs(1-t2-yr2))-1/2)
>> ezplot(sqrt(abs(1-tA2-yA2))-1)

>> ezplot(sqrt(abs(1-tA2-yA2))-2)

B dfield8 Display = | o] |-

File Edit Options Wiew Insert Desktop Window Help k.

abs(-1+t7+y")"¥ = 0

Cursor position: (0.486, -0.409) t

% los mismos dibujos se tienen con

>> ezplot('sqrt(abs(1-t"2-y"2))=1/2")

>> ezplot('sqrt(abs(1-t"2-yA2))=1‘)

>> ezplot('sqrt(abs(1-t"2-yA2))=2‘)

% Observacion: para esta ED, y’ es siempre mayor o igual que cero, las soluciones son
crecientes, y la circunferencia de radio 1 es la isoclina para la pendiente 0.

Obviamente en ésta isoclina las curvas integrales no pueden pasar a decrecientes.
Abajo, dibujos para distintos dominios y con distintas versiones de dfield.
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) DFIELDS Display

- File Edit Window Options L
sqrt{abs(t®+y>-1))-1/2 = 0
k T T
] ;
~ o i : ; e
L e N B et o R B _
1 I
. -3 2 -1 0 1 2 3

File Edit Options View Insert Desktop Window Help

¥y = sgrifabs(1 - - ¥7))
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% Observacion sobre la interfaz del entorno en las distintas versiones: se ve tanto en
“Setup” como en “Display” la diferencia de opciones en los desplegables. Aunque
cuanto mds avanzada la version, se tienen mds opciones, una misma opcion o
posibilidad puede encontrarse en distintos desplegables, dependiendo de la version.
Lo mismo pasa con las posibilidades de editar, salvar grdficas, u otras. De cualquier
manera, la informacion del entorno es autocontenida.

DFIELDS Setup = | o s ) [y dieis setp ESE=)

File Edit Window i File Edit Gallery Desktop Window Help e

The differential equation. The differential equation.
x| '= |-t x|'= x2-1
’ . The independent wariable is ¢
The independentvariable is|t i

Parameters = = &
expressions:
The display windo. The display vindew
The minimum value of t= -2 The minimum value of x= -4 The minimum walue of t = 2 The minimum value of & = 4
The maxmum value aft= 10 The maxmum value af x = 4 The maximum value of t = o The maximum value of x = 4
Quit ][ Revert ][ Froceed Sul J( eved Il Emeesd
B DFIELDS Display (=] S| B el Dispiy E=E
File Edit Window Options ~|[|File Edit Options View Insert Desktop Window Help 1.
=l
x'=x2-t T
) O SN SO S S Lo
L s B ;
3 ¢
3 3
2 '
| R -
3 3 :
| IR T ST I L i !
i +
i | i i i i i | = I ]
i 2 © 2 f & 3 e 2 0 2 4 B 8 10
Cursor position: (181, -6.53) !
Computing the field elements Computing the feld slemants
Ready. Ready
u '
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