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Algunos modelos matematicos y
el plano de fases.

Capitulo 2 — Libro (2.5) + Capitulo 4 - Libro + Hoja de problemas 5

Resumen de contenidos:

- Modelos diferenciales lineales y no lineales:
soluciones explicitas y numéricas
- Modelos de resortes lineales: solucion explicita
- ED del péndulo y de resortes no lineales:
el proceso de la linealizacidn
- Otros modelos con sistemas diferenciales
- Representaciones en el plano de fases: entorno “pplane”

% Se consideran modelos diferenciales gobernados por ecuaciones diferenciales o
sistemas diferenciales. Se resuelven, si se puede, encontrando la solucidn explicita. Si
esto no es posible se consideran soluciones numéricas, o se analizan
comportamientos cualitativos de soluciones. Utilizamos el entorno grdfico “pplane”
(que funciona de manera andloga a “dfield”; ver tercer cuaderno) para experimentar
con planos de fases de sistemas o ecuaciones autonomas. Hay varias versiones de
“pplane” (pplane5—pplane8) disefiadas por J. Polking (Rice University, Texas, USA).
Se presta especial atencion a la linealizacion de ED. También se analiza el efecto de
una pequefia constante amortiguacion en un modelo.

% Este cuaderno se complementa con los cuadernos de curso anteriores, y en
particular, estd relacionado con algunos ejercicios de la Hoja de problemas 4 del
curso, relativos a ED de seqgundo orden y sistemas.

Modelos lineales y no lineales: resolucion explicita de ED

% Comenzamos con algunos modelos que se obtienen de aplicar la segunda ley de
Newton F=m*a, y de los que se conoce la solucidn explicita: el modelo de caida libre
de cuerpos y el modelo del resorte lineal.

Algunos modelos matematicos y el plano de fases


https://ocw.unican.es/pluginfile.php/1922/course/section/1611/Libro-curso.pdf#page=84
https://ocw.unican.es/pluginfile.php/1922/course/section/1611/Libro-curso.pdf#page=136
https://ocw.unican.es/pluginfile.php/1922/course/section/1612/OCW_hoja_5.pdf
http://personales.unican.es/meperez/OCW_CSyNenED/OCW_funciones/funcionescurso/pplane8.m
http://math.rice.edu/%7Epolking/
http://math.rice.edu/%7Edfield/
https://ocw.unican.es/pluginfile.php/618/course/section/601/OCW_hoja_4.pdf

OCW Universidad de Cantabria
Calculo Simbdlico y Numérico en Ecuaciones Diferenciales

% Modelo de caida libre de cuerpos (considerado en el cuaderno dos de curso; ver
seccion 1.6.2 del libro de apuntes). Las variables que intervienen en el problema son:
t tiempo, v=v(t) velocidad, h=h(t) altura, hO altura inicial, vO velocidad inicial, m la
constante de masa, grav la constante de gravedad, k la constante de amortiguacion

% Modelo no lineal: amortiguacion proporcional a vA2

>>syms t m k v0 hO grav

>> altura=dsolve('m*D2y=-m*grav+k*(Dy)"2','y(0)=h0','Dy(0)=-v0’)
altura =
(m*log(-(grav¥*m*exp((2*h0*k)/m)*(tanh((grav®(1/2)*k*(3/2)*(t/k +

(m~(1/2)*atanh((k”(1/2)*v0)/(grav”(1/2)*m"(1/2))))/ (grav”(1/2)*k"(3/2)))/m"(1/2))
2 - 1))/(- k*v0A2 + grav*m)))/(2*k)

>> pretty(altura)
/ / f ! f 1/2 Yo oAZ AN
| | | | 1/2 | .4 vo 11 11
| | | 1 m atanh| ——-—--——-———- 111 11
| | | | | /2 1/2 1 1 1 11
| | | 1/2 3/2 | t . grav m £ 11
I | | grav K | = 4 ———mmmmmmm 11 11
I I | I k i/2 3/2 11 11
1 S 2RO kN | | \ grav K £ 11
| grav m exp| ------ | | tanh| ———————— o I O
I Voo A | 1/2 | 11
I S S m ! I
M log| — ——m |
I 2 |
Y - kv0 + gravm 7
2k

% Modelo lineal: amortiguacion proporcional a v
>>altura_lineal=dsolve('m*D2y=-m*grav-k*Dy’, 'y(0)=h0’,'Dy(0)=-v0')
altura_lineal =

(grav¥*m”2 + k*(h0*k - m*v0) - grav¥k*m*t)/k"2 - (grav¥*m~2
k*v0*m)/(kA2*exp((k*t)/m))
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>> pretty(altura_lineal)

2 2
gravm + k (h0 kK - m v0) - grav km t gravm - k w0 m
2 2 A Y
k E exp| —— |
Y omo S

% Aqui hemos usado Matlab 2011 para la resolucion, y aunque aparentemente se
tienen distintas soluciones que en el cuaderno dos, con Matlab 2008, una simple
verificacion nos muestra que las dos formulas que definen la variable altura_lineal
son la misma.

% En la resolucion de las ED no aparecen constantes de integracion pues se han
introducido las condiciones iniciales hO y vO. Las constantes k y m también dependen
del problema, mientras grav puede substituirse por la constante de la gravedad.
Observamos que se trata de ED de segundo orden en las que no aparece y’(t), y por lo
tanto se puede reducir a una ED de primer orden.

% Ejercicio 1: el sistema resorte-masa. Modelos de resortes lineales
my”’+ky’+cy=p(t), donde m, k y c son constantes positivas. y(t) representa el
alargamiento del muelle, m la constante de masa, k la constante de amortiguacion, ¢
la constante de recuperacion y p(t) el conjunto de fuerzas externas actuando sobre el
sistema (ver seccion 2.5 del libro de apuntes)

7

N

Representacion esquematica del resorte que se mueve en un plano horizontal

% Dando valores a k, m y c resolvemos distintas ecuaciones homogéneas y no
homogéneas.

>> clear all

>>syms t
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>> dsolve('D2y+4*Dy+y=0') % m=1, k=4, c=1

ans =

C2*exp(t*(37(1/2) - 2)) + C3/exp(t*(37(1/2) + 2))
>> pretty(ans)

1/2 C3
C2 exp(t (3 - 2)) +

exp(t (3 + 2))
% es la solucion general de la ED homogénea. El polinomio caracteristico asociado a la
ED tiene raices reales distintas; C2 y C3 son las dos constantes de integracion
>> dsolve('D2y+2*Dy+y=0') % m=1, k=2, c=1
ans =
C5/exp(t) + (C6*t)/exp(t)

>> pretty(ans)

exp(t) exp(t)

% el polinomio caracteristico asociado a la ED tiene una raiz doble; C5 y C6 son las dos
constantes de integracion

>> dsolve('D2y+Dy+2*y=0') % m=1, k=1, c=2

ans =

(C8*cos((77(1/2)*t)/2))/exp(t/2) + (C9*sin((77(1/2)*t)/2))/exp(t/2)
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>> pretty(ans)

P V- B P V- B
| 7 t | | 7 t |
CB ocos| -————- | c9 sin| --———- |
AN / AN /
________________ b

PR AN PR AN

exp| - | exp| - |

N2/ N2/

% el polinomio caracteristico asociado a la ED tiene raices complejas conjugadas; C8 y
C9 son las dos constantes de integracion

>> dsolve('D2y+4*y=0') % m=1, k=0, c=4
ans =
Cl1l*cos(2*t) + C12*sin(2*t)

% el polinomio caracteristico asociado a la ED tiene raices imaginarias; C11y C12 son
las dos constantes de integracion.

>> dsolve('D2y+4*y=cos(t)') % m=1, k=0, c=4, p(t)=cos(t)
ans =

Cl4*cos(2*t) + C15*sin(2*t) + sin(2*t)*(sin(3*t)/12 + sin(t)/4) +
(2*cos(2*t)*(3*tan(t/2)"4 + 1))/(3*(tan(t/2)*2 + 1)73)

>> simplify(ans)

ans =

cos(2*t)/3 + cos(t)/3 + C14*cos(2*t) + C15*sin(2*t)
>> pretty(ans)

co=(2 t) cos(t)
———————— + ————— + C14 eco=({2 t) + C15 =in(2 t)

% es la solucion general de la ED no homogénea; cos(2*t)/3 + cos(t)/3 es la solucion
particular.
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% Imponemos condiciones iniciales (alargamiento inicial y(0)=y0, velocidad inicial
y’(0)=v0), y hacemos la grdfica de las soluciones. En particular, comprobamos que si
p(t)=0, dependiendo de las relaciones entre m, k y c, se tiene un movimiento
fuertemente amortiguado, débilmente amortiguado o periddico (no amortiguado,
k=0). Las oscilaciones son fuertemente amortiguadas si k*2-4mc>0, o si k"2-4mc=0;
son débilmente amortiguadas si k”2-4mc<0. Estas situaciones se corresponden con
los diferentes casos considerados antes (raices reales distintas, coincidentes o
complejas conjugadas).

% Caso de amortiguacion fuerte k”2-4mc>0: el resorte tiende a pararse rdpidamente
>> dsolve('D2y+4*Dy+y=0','y(0)=-0.5",'Dy(0)=-0.3")
ans =

- (3M(1/2)*exp(t*(37(1/2) - 2))*(5*37(1/2) + 13))/60 - (37(1/2)*(5*37(1/2) -
13))/(60*exp(t*(37(1/2) + 2)))

>> pretty(ans)

1/2 1/2 1/2 1/2
(/4 + 1/6 3 ) exp((-2 + 3 ) t) + (- 1/6 3 + 1/4) exp(-(2 + 3 ) t)

>> ezplot(ans,[0,15])

/ Figure 1 ka3
File Edit View Insert Tools Desktop ‘Window Help "

Ddde MW AAODEMN- @ 08 D

(1/4+1/6 3'2) exp((-2+3"2) t)+-1/6 3"2+1/4) exp(-(2+3'3) 1)
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% si cambiamos las condiciones iniciales se tiene el mismo tipo de resultado

>> dsolve('D2y+4*Dy+y=0","y(0)=-0.5",'Dy(0)=-0.3')

ans =

- (3M1/2)*exp(t*(37(1/2) - 2))*(5*37(1/2) + 13))/60 - (37(1/2)*(5*37(1/2) -

13))/(60*exp(t*(37(1/2) + 2)))

>> pretty(ans)
!
1/2 |
- explt (3 = 2)) 1
AN
>> ezplot(ans,[0,15])

60 explt (3 + 2})

% Caso de amortiguacion fuerte k"2-4mc=0

>> dsolve('D2y+2*Dy+y=0","y(0)=-0.5",'Dy(0)=-0.3')

ans =

- 1/(2*exp(t)) - (4*t)/(5*exp(t))
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>> pretty(ans)

2 expit) 5 expl(t)

>> ezplot(ans,[0,15])

% Caso de amortiguacion débil kA2-4mc<0: el resorte/el bloque tiende a pararse
(oscilando), es decir “pasa indefinidamente” por la posicion y=0, pero disminuyendo el
alargamiento (que tiende a cero, cuando t tiende a infinito).

>> dsolve('D2y+Dy+2*y=0','y(0)=-0.5",'Dy(0)=-0.3’)

ans =

- cos((77(1/2)*t)/2)/(2*exp(t/2)) - (11*77(1/2)*sin((77(1/2)*1)/2))/(70*exp(t/2))
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>> pretty(ans)
P V- fFo1fz N
| 7 t | i/2 |7 t |
cas| —————- I 11 7 sin| --————- |
o2 ! o2 !
L Y P Y
2 exp| - | T0 expl - |
oz o2
>> ezplot(ans,[0,15])
01
0.05r
D-
005t
0.1 F -
0 5 0 15

% el comportamiento oscilatorio de la solucion se puede observar mejor ajustando
intervalos, ejes, etc. Las grdficas de abajo nos muestran distintas escalas (para y(t))
en distintos intervalos de tiempo: aunque en las grdficas la solucion parece anularse
enseguida, no es asi, sino que oscila indefinidamente pero con menor amplitud (ver
mds adelante grdficas del entorno pplane, relativas al ejercicio 3).

>> dsolve('D2y+Dy+2*y=0','y(0)=-0.5",'Dy(0)=-0.3')
ans =

-11/70%77(1/2)*exp(-1/2*t)*sin(1/2*77(1/2)*t)-1/2*exp(-1/2*t)*cos(1/2*77(1/2)*t)
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>> pretty(ans)
P V- B foaz N
| 7 t | 152 | 7 t |
cog| —-————- | 11 7 sin| -————- |
Vo2 ! vooo2 !
P N P Y
2 exp| - | T0 exp| - |
V2o Vo2
>> ezplot(ans,[0,20])

>> axis([0,20,-1,1])

>> figure(2)

>> ezplot(ans,[10,20])

) Figure 1 [=)B)X] |-/ |Figure2
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help - fl File Edit View Insert Tools Desktop Window Help kY

NEde h|AaUDEL- @ 0H ag NEde k| AATDEL- 2|08 a0
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% Caso no amortiguado: k=0. El movimiento es periddico. La frecuencia natural de la
oscilacion es sqrt(c/m), y el periodo 2pi/ sqrt(c/m)

>> dsolve('D2y+4*y=0','y(0)=-0.5",'Dy(0)=-0.3')
ans =

- cos(2*t)/2 - (3*sin(2*t))/20
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>> ezplot(ans,[0,15])

06 .

% Consideramos el modelo de resorte lineal no amortiguado, con fuerzas externas
sinusoidales actuando sobre el sistema. Se trata de vibraciones forzadas”, y de
fuerzas externas representadas por funciones periddicas

% Suponemos primero que la “fuerza oscilante” tiene distinta frecuencia de la natural
del resorte

>> dsolve('D2y+4*y=cos(t)’,'y(0)=-0.5",'Dy(0)=-0.3") % p(t)=cos(t)
ans =

sin(2*t)*(sin(3*t)/12 + sin(t)/4) - (3*sin(2*t))/20 - (7*cos(2*t))/6 +
(2*cos(2*t)*(3*tan(t/2)*4 + 1))/(3*(tan(t/2)"2 + 1)A3)

>> simplify(ans)
ans =

cos(t)/3 - (3*cos(t)*sin(t))/10 - (5*cos(t)*2)/3 + 5/6
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>> pretty(ans)
2
coz(t) 3 cos(t) =in(t) S cos(t)
———————————————————————————————— + 5/6
3 10 3

% Estas soluciones que nos devuelve Matlab, en ocasiones pueden simplificarse con
“simplify” o “simple”; la solucion es periddica

>> simplify(ans)
ans =
cos(t)/3 - (3*sin(2*t))/20 - (5*cos(2*t))/6

>> ezplot(ans,[0,15])

% Abajo, la misma ED (la frecuencia natural no coincide con la de la fuerza oscilante
aplicada) con distintas condiciones iniciales y la grdfica de la solucion en otro
intervalo de tiempo.
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>> dsolve('D2y+4*y=cos(t)','y(0)=0','Dy(0)=0")
ans =

sin(2*t)*(sin(3*t)/12 + sin(t)/4) - (2*cos(2*t))/3 + (2*cos(2*t)*(3*tan(t/2)"4 +
1))/(3*(tan(t/2)"2 + 1)*3)

>> pretty(ans)
' PR kY
2 ecos(2 t) | 3 tan|] - | + 1 |
/ sini(3 t) sin{t) % 2 cosi(2 t) b Y2/ !
sin(2 t) | ——-——————- + ———— | — —————————— d o
i 12 4 I 3 ! f ot A2 "3
3| tan] - | + 1 |
N oz oS !

% también el resultado se puede simplificar considerablemente
>> simplify(ans)

ans =

-(2*(2*cos(t) + 1)*(cos(t)/2 - 1/2))/3

>> pretty(ans)

S ocos(t) kY
2 (2 cos(t) + 1) | —————- - 1/2 |

-
[}%]
o
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>> ezplot(ans,[0,25])

u Figure 1 =NAC X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k]
DEgde | | ARODEAL- 2 (0H =D
-(2 (2 cos(t) + 1) (cos(ty2 - 1/2))/3

T T

04 .

0.2r b

% Abajo, el mismo efecto con otra fuerza oscilante
>> dsolve('D2y+4*y=cos(t)+sin(t)’,'y(0)=0','Dy(0)=0")
ans =

sin(2*t)*(sin(3*t)/12 - cos(3*t)/12 + cos(t)/4 + sin(t)/4) - sin(2*t)/6 - (2*cos(2*t))/3 +
(cos(2*t)*(2*tan(t/2)74 - (8*tan(t/2)*3)/3 + 2/3))/(tan(t/2)*2 + 1)73

>> simplify(ans)
ans =

(2*sin(t)*2)/3 - (2*sin(t/2)72)/3 + (2*sin(t/2)*2*sin(t))/3
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>> ezplot(ans,[0,25])
B Figure 1 = | B [
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help k.

Udde | | AKTDEMWL- S| 0EH aDd

(2 sin(t)?)3 -+ (2 sin{t/2)? sin(t))/3
U. ~ T T T T =

06

0.4

% Suponemos que p(t) es solucion de la ecuacion homogénea
>> dsolve('D2y+4*y=cos(2*t)','y(0)=-0.5",'Dy(0)=-0.3") % p(t)=cos(2t)

ans =
cos(6*t)/32 - (17*cos(2*t))/32 - (3*sin(2*t))/20 + sin(2*t)*(t/4 + sin(4*t)/16)

>> simplify(ans)
ans=

-3/20%sin(2*t)-1/2*cos(2*t)+1/4*sin(2*t)*t
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>> ezplot(ans,[0,15])

% Se tiene el fendmeno de la resonancia: “el resorte/el bloque pasa por la posicion y=0
indefinidamente pero alargdndose cada vez mds”. Obviamente, el resorte llegaria a
romperse, y a partir de aqui, el modelo no seria vdlido.

% Abajo, la misma ED (caso de resonancia) con distintas condiciones iniciales, y grdfica
de solucion en otro intervalo de tiempo.

>> dsolve('D2y+4*y=cos(2*t)','y(0)=0",'Dy(0)=0")
ans =

cos(6*t)/32 - cos(2*t)/32 + sin(2*t)*(t/4 + sin(4*t)/16)

>> pretty(ans)
cos(6 t) cos(2 ©t) / t sin(4 t) \
————————————————— +sin@t) | -+ -————]
32 32 \ 4 16 /
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>> ezplot(ans,[0,25])
B Figure 1 El&lg
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help |

NEHS| b AXRUDEL |3 0H| 8O

cos(6 t)/32 - cos(2 t)/32 + sin(2 t) (t/4 + sin(4 t)/16)

Resorte lineal no amortiguado: representaciones de soluciones

% Ejercicio 2.1.
Tomando m=c=1, k=0 y p(t)=0, se tiene el modelo y’’+ y=0, donde y(t) representa el
alargamiento del muelle. Obviamente, sin fuerzas externas actuando sobre el
sistema, se necesita alguna perturbacion inicial para que se inicie el movimiento: por
ejemplo, posicion inicial y(0)=y0, y velocidad inicial y’(0)=z0 (alguna de ellas no nula).
La solucion general de la ecuacion homogénea es y= c1*cos(t)+c2*sin(t), donde c1y
c2 son las constantes de integracion, que se pueden determinar a partir de las
condiciones iniciales. Abajo, sequimos la idea de la seccion 4.1 del libro de apuntes.

% Una solucion es y=sin(t), que implica y'=cos(t). Dicha solucidn verifica las condiciones
iniciales y(0)=0, y’(0)=1. Hacemos las grdficas del alargamiento y de la velocidad en
los plano ty y ty’, respectivamente.
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>> ezplot(sin(t),[0,25]) % alargamiento para t en [0,25]

B Figure 1 EIM

Eile Edit View Inset Tools Desktop Window Help »
DL kAR0ODRL- B |0E D

sinft)

% Alternativamente, con “ezplot”, se puede dibujar la curva en paramétricas (t,sin(t))

>> ezplot(t,sin(t),[0,25]) % alargamiento para t en [0,25]

B Figure 1 EIEIQ
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help L
NEES | AACDEL- Q0B a0

X =t, y=sin(t)

s

s &

&
T

>> ezplot(sin(t),[0,25]) % alargamiento para t en [0,25]
>> gtext('alargamiento’)

>> hold on

Algunos modelos matematicos y el plano de fases



OCW Universidad de Cantabria
Célculo Simbdlico y Numérico en Ecuaciones Diferenciales M2 Eugenia Pérez

>> ezplot(cos(t),[0,25]) % velocidad para t en [0,25]

>> gtext('velocidad’)
>> hold off
B Figure 1 E@g
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help o

NEde| R UDEL B 0E|aD

-sin(t)

alargamiento

% Se puede hacer lo mismo con la solucion y=cos(t), que verifica las condiciones
iniciales y(0)=1, y’(0)=0.

% Ahora, si hacemos el cambio de variable y’=z, podemos escribir y’’+y=0 como un
sistema diferencial y’=z, z’=-y con incdgnitas y(t), z(t) (es decir alargamiento y
velocidad).

% y=cos(t), z=-sin(t) es una solucion de dicho sistema que verifica las condiciones
iniciales y(0)=0, z(0)=1. Se puede representar cada componente en un plano y
superponer como se hace arriba, pero también se puede representar una curva en el
espacio (tyy’), dado que se tiene una ecuacion diferencial de primer orden Y’=F(t,Y)
con Y(t) un vector de dos componentes. Para este dibujo en dimension 3 usamos
“ezplot3”
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>> ezplot3(t,cos(t),-sin(t),[0,25])

- Figure 1

File Edit View Insert Tools Desktep Window Help

Ndde h|RAODEL-a|lE | aD

%=1, y = cos(t), z = -sin(t)

% La proyeccion de esta curva sobre el plano yz es una circunferencia de radio 1: es la
“trayectoria de la solucion”. Podemos dibujar esta trayectoria como una curva en
paramétricas (y(t),z(t)) en el plano y,z.

>> ezplot(cos(t),-sin(t),[0,25])

B

Ble [d6 Yew jwert Took Deddop Wiedow Help -
Dede t[FES09eL- A 08/ =0

X3 canlt), y = -sinfl)

\

R

\\

e |

RN

_.-'—"'-.,

06

T

%z

] [ T TR T ]
x

% En este caso se trata de una circunferencia de radio 1, que nos indica el alargamiento
mdximo del resorte. Seria la misma trayectoria si consideramos la solucion del
sistema y=sin(t), z=cos(t). Asimismo, seria la misma trayectoria si se consideran las
condiciones iniciales (y0,z0) puntos de la circunferencia de radio 1 (y0*2+z0"2=1).
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% Si y(0)=A, y'(0)=0, la trayectoria es una circunferencia de radio A; e.qg. A=2 nos
muestra el alargamiento mdximo del resorte. Abajo las dos trayectorias
correspondientes a las condiciones iniciales y(0)=0, y’(0)=1, e y(0)=2, y’(0)=0

>> hold on

>> ezplot(2*cos(t),-2*sin(t),[0,25])

-} Figure 1 L 5
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help £

Ocde | R0 9EL- 2 0H O

x = sin(t), y = cos(t)

% Entre otras cosas, se observa que no necesitamos hacer la grdfica para t en [0,25],
sino para t en [0,2pi], y luego, es como si recorriéramos la circunferencia de nuevo.
Ademds, el hecho de que la trayectoria sea una curva cerrada ya nos muestra que la
solucion es periddica: partimos del punto (0,1), e.g., y para t en [0,2] tenemos un
trozo de circunferencia, esto es (y(t),z(t)) va recorriendo la circunferencia en el sentido
de las agujas del reloj. Pasado un tiempo mayor, t en [0,4] la trayectoria se va
cerrando, y cuando llegamos a t=2pi, la trayectoria se ha cerrado: esto implica
(v(2pi),z(2pi))=(0,1). Asi, si sequimos aumentando el tiempo, vamos a recorrer la
circunferencia pero ya no avanzamos mds, tal y como nos muestran las grdficas de
abajo. Tenemos una direccion asociada al crecimiento de t, el de las agujas del reloj
(se suele dibujar una flecha sobre la trayectoria que indica este crecimiento)

>> hold off
>> ezplot(sin(t),cos(t),[0,2])
>> figure(2)

>> ezplot(sin(t),cos(t),[0,4])
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X = sint), y = cost) X = sinft), y = cos(t)

08}
06} 05
04}
02}

0.5
-0.2f

04k

>> figure(3)
>> ezplot(sin(t),cos(t),[0,2*pi])
>> figure(6)

>> ezplot(sin(t),cos(t),[0,4*pi])

} Figure 3 g@ﬁ| I .| |Figure 6

e Edit View Insert Tools Desktop Window Help
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% Observamos que el sistema lineal, al que se ha reducido la ED, es de coeficientes
constantes y se puede resolver con Matlab, como lo hacemos a continuacion

Algunos modelos matematicos y el plano de fases



OCW Universidad de Cantabria
Calculo Simbdlico y Numérico en Ecuaciones Diferenciales

>> dsolve('Dy=z','Dz=-y")
ans =

y: [1x1 sym]
z: [1x1 sym]

% para poder leer la solucion tenemos que escribir las variables en las que
almacenamos la solucion

>> [Y,Z]=dsolve('Dy=z','Dz=-y’)

Y=

C8*cos(t) + C7*sin(t)

/=

C7*cos(t) - C8*sin(t)

% las constantes C7 y C8 se resuelven al considerar el problema de Cauchy

>> [Y,Z]=dsolve('Dy=z','Dz=-y','y(0)=2",'z(0)=0")

Y=

2*cos(t)

/=

-2*sin(t)

% Podemos hacer la grdfica de la solucion Y (alargamiento), de la derivada Z
(velocidad), de las trayectorias, y de la curva solucion en el espacio (tYZ), igual que
arriba: si no damos un intervalo, por defecto, dibuja en [0,2pi]

>> ezplot(Y)

>> figure(2)

>> ezplot(Z)

>> figure(3)

>> ezplot(Y,Z)
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>> figure(4)

>> ezplot3(t,Y,2)

. Figure 2 ) Figure 1

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~ W File Edit View Insert Tools Deskiop Window Help £
DEdL |k AAUDEL- 30 a0 DEde |k RAUDEL 3|0E a0

-2 sin(t) 2 cos(t)

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
e IS P ARG

X =t, y =2 cos(t), z=-2 sinft)

. |Figure 3 El@“gl
File Edt View Insert Tools Desktop Window Help u
NS5 A0UDELA- 3| 0E| D

x =2 cos(t), y = -2 sin(t)

% Todo esto se puede hacer con el entorno “pplane8” (y con las versiones anteriores de
pplane). En la interfaz o cardtula de dicho entorno (“Setup”), en “Gallery” se
encuentran introducidas ecuaciones y sistemas importantes desde el punto de vista
de la modelizacion matemdtica. Eligiendo una de ellas (en este caso “vibrating
spring”), podemos ajustar los pardmetros
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Parameters
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) pplane8 Setup
File  Edit

=l
Desktop  Window Help o

Gallery

Add currenk system to the gallery  hions.

default syskem

linear syskem

vibraking spring

pendulum =

predator prey =

competing species =

cooperative species
The direction fisld.

van der Pol's equation

Duffing's equation (& Amows Humnber of

O Lines field poirts per

sguare limik set
row or column.

T v Ty & O Mullclines

The maximum value of v = 2 € Nane

Fil= Edit

Gallery Desktop  Window  Help LY

The differzntial equations.

k| = 3 m| = i
Parameters
ar d| = 1} 5
EEpressions _ _
The display window. The direction fisld.
The minimum value of x = .
. 5 @ s Number of
The maximum value of x = 5 O Lines field points per
- row or column.
The minimum walue of v = 5 O hullglines
The maximum value of v =
| e
Quit Revert Proceead

% En este entorno de “Gallery”, por defecto, la x y la v son las funciones incogninta, k es
la constante de recuperacion, d amortiguacion y m masa. También, por defecto, el
entorno toma k=3, m=1, e intervalos de variacion de x y v [-5,5]. Todo esto se puede
cambiar: sugiero cambiar al menos x(t) por y(t) (v(t) es la velocidad, la notacion es
intuitiva), e introducir nuestros valores de las constantes del resorte d=0, k=m=1.
Comparando con la notacion elegida en el libro de apuntes (arriba, fuera del entorno
pplane), estas variables del entorno son amortiguacion k (k es d en la cardtula), ¢
constante del resorte (k en la cardtula), y la funcion incognita z(t) es v(t).
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) pplane8 Setup

File Edit Gallery Desktop Window Help
The differartial equations.
y| T |w
v| T | -y dvm
k| = 1 m| = 1
Parameters
ar d| = 1] =

EEpressions _ _

The dizplay window. The direction field.
The minimum walue of v = .
) 5 @ IR MNumber of
The maximum waluz of w = 5 O e field points per
- row or column.
The minimum valus of w = 5 O Mullclines
The maximum value of w =
O nens
Quit ][ Rewert ][ Proceead ]

% Ejecutando “Proceed”, tenemos el campo de direcciones asociado a las trayectorias
del sistema. La ecuacion diferencial de las trayectorias es dz/dy=-y/z, las soluciones
son las circunferencias centradas en el origen (en el plano yz). Si esta ED no se sabe
resolver (que no es el caso), se puede dibujar el campo de direcciones que nos da idea
de dichas trayectorias (curvas tangentes a los vectores del campo); esto es lo que nos
da “pplane”

) pplane8 Display
File Edit Solutions Options Graph View Insert Desktop Window Help £

y'=v k=1 m
v'=-(ky+dvym d

L Quit

Cursor position: (-2.81, 6.37) ¥

Computing the field elements
Ready.

% Finalmente, pinchando en un punto del plano yv se obtiene la trayectoria que pasa
por él; e.g., abajo la trayectoria que pasa por (0,1). Ademds, en los desplegables del
“Display”, “Graph” nos proporciona las grdficas del alargamiento y(t), de la velocidad
velocidad v(t), las dos, o la grdfica de la curva solucion en el espacio (para unas
determinadas condiciones iniciales).
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>> pplane8
r.pphne&Sﬂ\ll‘l =@.5'ﬁmmmwmmmmmm ‘-
File Ede Galley Desktop Window Help - v : k=1 m=1
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et . 2
v " Heyedom
Paramsters i 1 iz 1 1
or as I] -
'mmwaym;’w. The direcsion Seld B
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The minimum value of = . Huliclines odedital
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ut I Revet I Procsed : :
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Curscd position: (-0.912, -1.58) %
| The backward oitil from (3.8, -2 5) —> a neardy dosid ol
Ready,

(0.61,015) —= oroit

The
Tha backeard croi from (0,81, 0.15) —= a nearly closed orbit
Ready,

% Podemos combinar diferentes graficas en distintos planos (ty,tz,yz,... o, ty,tv,yv,...)

B ppianes s E@Emwmwwhmmmw B
Fle Edt Gallery Desktop Window Help = yi=v k=1 m=1
= . viE.(ky+dvym 4=0
-, T < g
v Heyeavim
K= 1 m = 1
o 4= 0 =
= =
The display window The direction field.
The mini =
Imuum vakse of y 5 ® Amows )
The maxmum value ofy = 5 £ Unes Seld points per
The minimumvalue ofv=| g ) Nulicines JORCECCoM.
The maxmum value of v = 5 5 tone 20
Cuit ] Revert L Proceed
—
et
| pptaned t-plot# 3 o @ B
e Edt View lnset Desktop Window Help e :
y=v k=1 m=1 e TR T N Ty [ 3
Ev's-kyﬂi:h = : *1'0 Cursor posiion (-5.51,-2.04) y 202 2
e preregen B TR e — e —
' Select a soluion curve with the mouse.
This object is not a solution curve.
Seled a soluion curve with the mouse
Ready.

% Notamos que el campo de direcciones de la ED de las trayectorias no estd definido en
el origen (0,0). Este es el unico punto critico o estado de equilibrio del sistema:
partiendo de condiciones iniciales alargamiento y velocidad inicial nulas, el resorte no
se mueve (esto es, y(t)=0, y’(t)=0, para todo t>0).
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% También podemos utilizar y experimentar con diferentes métodos numeéricos, tal y
como hemos hecho con el entorno dfield (ver tercer cuaderno del curso).

% De entre todos los métodos a elegir en “Solver” del desplegable “Options”, probamos
hacer las grdficas con “ode45” (mds adelante utilizamos esta funcion fuera del

entorno pplane)

[ pplanes Setup =18 File Edit Solutions | Options | Graph View Insert Desktop Window Help -
File Edit Gallery Desktop Window Help . Settings. 1
y'sv - m=
The differential equations. vi=-(ky+d  Soler > Dormand Prince 4 =
= - - Selution direction. 3 Runge-Kutta 4
¥ C v 5~ Mark initial points. v odeds i
= e :
W K yed™iim 4 Export solution data. ode23 H
- i
o= = 1 Do net plot while computing odel13
or dl = 0 = 3 Make the Display Window inactive.
= = 2
The display window. The direction field. Ao fon ML A LR odedth beed
The minimum value of y = §
L 5 ® Arows Number of
The maximum value of y = 5 () Lines field points per = 0
The minimum value of v = 5 © Nullciines (COEGER Al
The maximum value ofv= 5 ) None 20
) 2l
Quit Il Revert I Proceed r
al-
e o R ikl A e SEC Y 2t
5 L
5 4 3 -2 0 1 2 3 4 5
Cursor position: (-4.73, 6.67) ¥
‘This object is not a solution curve.
Select a solution curve with the mouse.
This object is not a solution curve.
Select a solution curve with the mouse.
B polanes Settings a8 = Ready.
Sefings for 0de45 »
Number of plot steps per computation step: 8 File Edit View Inset Deskiop Window Help -
Relative emror tolerance:
0.0001 — o] e
Solution steps per second. v'=-(ky+dvwm d=0
2 100 100 : :
I |
— Graph
The calculationwindowis 35  ltimes as large as the ®y
display window. ' v
[ coawsy | [ Change sefings | = 0 ) Both
aD
1 Composite
g Crop
;
5 4 .| [ Goaway
=20 =10 10 20
1

% Observacion: en este modelo, sistema resorte-masa no amortiguado, hemos podido
calcular soluciones y trayectorias (ver seccion 4.1 del libro de apuntes). No obstante,
la representacion de las trayectorias en el plano yy’ puede hacerse sin resolver la ED
de segundo orden. De manera general, las trayectorias nos proporcionan informacion
cualitativa sobre soluciones de ecuaciones o sistemas autonomos. El cdlculo numérico
de soluciones nos proporciona informacion cuantitativa (ver seccion 2.1 del libro de
apuntes). En particular, para aproximar y analizar el comportamiento de las
soluciones empleamos tres métodos: aproximacion numérica, aproximacion por
linealizacion cuando se puede, y estudio de las trayectorias en el plano de fases.
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Ecuacion del péndulo: linealizacion y resolucion numérica

% Ejercicio 2.3
Consideramos la ecuacion del péndulo no amortiguado: y”’+sin(y)=0, donde y=y(t)
representa el dngulo con la vertical (ver seccion 2.2 del libro de apuntes; también se
puede considerar el caso en que hay amortiguacion). Comparando con la notacion de
la figura, aqui denotamos y=6, y se toma g/I=1 en la ED

Y, A, 7

r
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I
|
I

| -
-

— ——
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% Al igual que en sistema resorte-masa, se necesita alguna perturbacion inicial para
que se inicie el movimiento; e.g., imponemos las condiciones iniciales: dngulo con la
vertical y(0)=y0 y velocidad inicial y’(0)=z0, alguna de ellas no nula. Sin embargo,
para la ED y”+sin(y)=0 de manera general, no se conocen soluciones explicitas.
Tratamos de reproducir y explicar las grdficas (ver figura 29 del libro de apuntes y
condiciones iniciales asociadas a las ED en la seccion 2.2)

) . 2 2 .
Graficas de soluciones de % +0=0y % +sinf =0
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% Comenzamos con métodos numéricos, comparando con soluciones explicitas para
ecuaciones lineales de coeficientes constantes que si se pueden resolver. Tal es el caso
de la ecuacion del péndulo no amortiguado, que linealizamos, y comparamos las
soluciones de la ecuacion linealizada con la solucion numérica de la ED no linealizada.

Consideramos los problemas de Cauchy (ver hoja de problemas 4 del curso)

y" +sin(y) =0. y(0)=0. y(0)=0.2
y' +sin(y) =0. y(0)=0. y(0) =2

que no se pueden resolver de manera explicita. Intentamos aproximar la solucion por
la de los problemas de Cauchy para la ecuacion linealizada para valores de y cercanos
a 0 (y”+y=0)

y'+y=0. y(0)=0, ¢(0)=0.:2
V' +y=0. y0)=0, y(0)=2

(se conoce la solucion de estos problemas). Vemos que en el primer caso se trata de
una buena aproximacion, mientras que en el sequndo no lo es (como consecuencia de
la aproximacion del desarrollo en serie de Taylor: sin(y) se aproxima por y para
valores de y cercanos a y=0) . Estos modelos lineales son los considerados ya en el
cuaderno en relacion al resorte lineal no amortiguado. En el modelo no lineal
y’’+sin(y)=0, y(t) representa el dngulo con la vertical en el tiempo t (ver figura arriba),
mientras que en el modelo lineal y”’+y=0, y(t) representa el alargamiento.
Comparamos soluciones

% De la ecuacion del péndulo se puede obtener una formula integral que nos da t en
términos de y (ver libro de apuntes); vemos el resultado con Matlab 2011

>> dsolve('D2y+sin(y)=0') % no encuentra la solucion explicita de la ED

Warning: Explicit solution could not be found; implicit solution returned.
> In dsolve at 168

ans =

0
solve(C19 - t +int((27(1/2)*i)/(2*(C17 - cos(y))*(1/2)), y, IgnoreAnalyticConstraints) =
0,v)
solve(C19 - t - int((27(1/2)*i)/(2*(C17 - cos(y))*(1/2)), y, IgnoreAnalyticConstraints) =
0,v)
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>> dsolve('D2y+sin(y)=0",'y(0)=0','Dy(0)=0.2") % tampoco resuelve el P. de Cauchy
{EWarning: Explicit solution could not be found.}

> In <a href="matlab:
opentoline('C:\MATLAB\R2010b\toolbox\symbolic\symbolic\dsolve.m',101,1)">dsolve
at 101</a>

ans =

[ empty sym ]

% se considera la ED linealizada y los problemas de Cauchy asociados

>> dsolve('D2y+y=0') % solucion general de la ED lineal

ans =

C24*cos(t) + C25*sin(t)

>> Ylineal=dsolve('D2y+y=0','y(0)=0','Dy(0)=0.2") % alargamiento para (y0,z0)=(0,0.2)
Ylineal =

sin(t)/5

>> diff(Ylineal) % velocidad

ans =

cos(t)/5

>>syms t

>> ezplot(Ylineal,[0,25]) % grdfica del alargamiento

>> hold on

>> ezplot(diff(Ylineal),[0,25]) % grdfica de la velocidad

>> gtext('aproxima_angulo’)
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015+ 8
01F .
0.05 -
0F ]
-0.05F
0.1F .
015} -
02F -
0 é 1i] 1I5 Qb 25

% Aproximamos numéricamente este problema lineal, utilizando ode45, para ello
podemos modificar el fichero “fpendulo.m” introduciendo la funcion vectorial (y(2),-
y(1)) y salvar con el nombre de “fpendulolineal.m”, por ejemplo.

>> type foendulolineal

% Comparamos las grdficas de la solucion analitica con “dsolve” (alargamiento,
velocidad) y la numérica con “ode45”

>> [t,y]=oded5('fpendulolineal’,[0,25],[0,0.2]);[t,y]
ans =

0 0 0.2000
0.0003 0.0001 0.2000
0.0005 0.0001 0.2000
0.0008 0.0002 0.2000
0.0010 0.0002 0.2000

11.4951 -0.1754 0.0960
11.6895 -0.1536 0.1281
11.8838 -0.1259 0.1553
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24.6727 -0.0883 0.1793
24.7545 -0.0733 0.1859
24.8364 -0.0579 0.1913
249182 -0.0421 0.1954
25.0000 -0.0259 0.1982

% en la salida [t,y]: t es el vector “discretizacion” de la variable temporal, e y la matriz

que contiene la aproximacion de la solucion y de la derivada (primera y sequnda
columna de dicha matriz, respectivamente) en el tiempo t.

>> plot(t,y)
% esta opcion contiene dos grdficas, una para el alargamiento, y otra para la velocidad
(grdficas en azul y en verde, respectivamente), que se confunden con las que

teniamos con “dsolve” y “ezplot”

>> plot(t,y(:,1),'r') % dibuja sdlo el alargamiento y(:,1), ahora en la grdfica en rojo

ma_ngpulo

02 aproxi
0.15 .
0.1
0.05
-0.05
0.1
015+
02F

0 5 10 15 20 25
t

% Dado que la ecuacion del péndulo no se resuelve, resolvemos los problemas de
Cauchy numéricamente con “ode45”; la funcion para resolver la ED y’’+sin(y)=0 estd
definida en el fichero Matlab fpendulo.m

o]
T T T T
1 1 1
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>> type fpendulo

% A continuacion, comparando con la solucion de la ED del péndulo, con la lineal, para

las mismas condiciones iniciales

>> [t,y]=ode45('fpendulo’,[0,25],[0,0.2]);[ty]

ans =

0
0.0003
0.0005
0.0008
0.0010

10.3249
10.5219
10.7253
10.9286
11.1320

24.1725
24.3619
24.5514
24.7408
24.8056
24.8704
24.9352
25.0000

0 0.2000

0.0001
0.0001
0.0002
0.0002

0.2000
0.2000
0.2000
0.2000

% pedimos que se dibuje esta aproximacion sobre las grdficas anteriores con circulos y
nos damos cuenta que son prdcticamente las mismas grdficas. Es decir, la
aproximacion de la solucion de la ecuacion lineal es muy buena para las condiciones
iniciales (0,0.2). De hecho, las aproximaciones en t=25 con “fpendulolineal” (y”’+y=0) y
con “fpendulo” (y’+sin(y)=0) se diferencian muy poco:

“ode45('fpendulolineal’,[0,25],[0,0.2])” nos da que en t=25.0000, y(t) se aproxima por
-0.0259, e y’(t) se aproxima por 0.1982.

“ode45('fpendulo’,[0,25],[0,0.2])” nos da que en t=25.0000, y(t) se aproxima por
-0.0383, e y’ se aproxima por 0.1961.

>> plot(t,y(:,1),'0’')
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>> plot(t,y(:,2),'0')

>> gtext('buena aproximacion para (y_0,z_0)=(0,0.2)')

0.05

0.15

D'2
0.15
01

0.05

0.1

0.2

T

0=0,0.2)

10 15 20 25

% Pasamos a comparar soluciones de estos modelos lineal y no lineal, con las otras
condiciones iniciales: y(0)=0, y’(0)=2

>> [t,y]=oded45('fpendulolineal’,[0,25],[0,2]);[t,y]

ans =

0
0.0000
0.0001
0.0001
0.0001

24.1066
24.2957
24.4848
24.6738
24.7554
24.8369
24.9185
25.0000

0 2.0000

0.0001
0.0001
0.0002
0.0002

2.0000
2.0000
2.0000
2.0000

1.0397
1.3421
1.5964
1.7939
1.8597
1.9131
1.9539
1.9816
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>> plot(t,y,'y’)

axis([0,25,-2,2])

>> [t,y]=ode45('fpendulo’,[0,25],[0,2]);[t,y]

ans =

0 0 2.0000

0.0000 0.0001
0.0001 0.0001
0.0001 0.0002
0.0001 0.0002
0.0002 0.0005
0.0004 0.0007
0.0005 0.0010

23.8734 2.8862
241226 2.9449
24.3420 2.9868
245613 3.0212
24.7807 3.0496
25.0000 3.0736

>> plot(t,y,'q’)
>> axis([0,25,-3,3])

>> axis([0,25,-4,4])

>> gtext('ec_pendulo, z_0=2")

>> gtext('ec_lienalizada, z_0=2")

>> plot(t,y,".-')

2.0000
2.0000
2.0000
2.0000
2.0000
2.0000
2.0000

0.2657
0.2104
0.1721
0.1421
0.1190
0.1016
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% La grdfica de arriba representa soluciones alargamiento y velocidad para los dos
tipos de condiciones iniciales. Para las sequndas condiciones iniciales y(0)=0, y’(0)=2,
vemos que las aproximaciones son pésimas. Esto es debido a que y(t) no se mantiene
cerca de 0 ( dado que la velocidad inicial es y’(0)=2) . Las grdficas en verde
corresponden a la solucidn de la ecuacion lineal (y(t),z(t))= (-2sin(t),2cos(t)). En
cambio, con condiciones iniciales y(0)=0, y’(0)=0.2, y(t) se mantiene relativamente
pequefia, y la aproximacion de sin(y(t)) por y(t) es buena: las grdficas de la
aproximacion y de la solucion coinciden prdcticamente.

% Abajo, vemos mejor las grdficas de las soluciones analiticas o numéricas para la ED
lineal y la ED del péndulo

>> [t,y]=oded45('fpendulo’,[0,25],[0,0.2]);

>> plot(t,y(:,1),'r') % solucion numérica de la ED del péndulo, y(:,1)<<1
>> [t,y]=oded45('fpendulolineal’,[0,25],[0,0.2]);

>> hold on

>> plot(t,y(:,1),'*') % solucion numérica de la ED lineal, y(:,1)<<1

>> [t,y]=oded45('fpendulolineal’,[0,25],[0,2]);
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>> plot(t,y(:,1),'0’)

>> [t,y]=oded45('fpendulo’,[0,25],[0,2]);

>> plot(t,y(:,1),'q’)

>> gtext('* Ec. del pendulo y linealizada cerca de 0')

>> gtext('verde- Ec. del pendulo para velocidad inicial 2')

>> gtext('o- Ec. lineal para velocidad inicial 2')

4 T T T T
verde- Ec. del pendulo para velocidad inicial 2
3 I =
\ o- Ec. lineal para velocidad inidial 2
I 6%‘ rg@é . (g | . (iw:{ o/ |
o c 2\ o < o Q)
19 o5 o A | o 7 o 3

-3 *Ec. del pendulo y linealizada cercade 0 1

% Representacion de las trayectorias asociadas a la ecuacion del péndulo y’’+sin(y)=0.
Esto es, las soluciones de la ED dz/dy=-sen(y)/z, ademds de los puntos criticos (k*pi,0),
con k entero. Usamos el entorno “pplane7” o “pplane8”
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>> pplane7

B pplane7 Setup

File Edit | Gallery | Desktop Window Help

Add current system to the gallery

| equations.

default system
linear system
vibrating spring

pendulum
Parameters
7 predator prey
expressions competing species

cooperative species

van der Pol's equation
Duffing's equation

sguare limit set

The direction field.

Number of

() Lines field points per
The minimum value of y = 4 @ Nuliclines row or column.
The maximum value of y = 2 () Nane 20
Quit “ Revert “ Proceed

% En la interfaz “Setup” elegimos “Gallery”, y luego “pendulum”y “Proceed”. Por
defecto, las variables © y w que aparecen representan dngulo y velocidad (y e y’ con
nuestra notacion previa), y el rectangulo donde se dibuja el campo de direcciones
asociado a la ED de las trayectorias es: ( 6, w) en [-10,10] x [-4,4].

2 [y

File Edit Gallery Desktop Window Help

The differential equations.

\theta ‘omega

‘omega -sin{\theta) - D*\omega

Parameters D

or
expressions

The display window.

The minimum value of \theta = _10

10
4

The maximum value of \theta =
The minimum value of \omega =

The maximum value of \omega =

The direction field.

@) Arrows

() Lines
() Nullclines

() None

Number of
field points per
row or column.

% Para dibujar las distintas trayectorias basta con pinchar en distintos puntos,
mientras que para dibujar los puntos criticos, debemos indicarlo en el desplegable de
“Solutions”, “Find an equilibrium point”, y luego pinchar cerca de un punto de
equilibrio para que le calcule numéricamente... El entorno es andlogo a “dfield”.
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B pplane7 Display @m
File Edit | Solutions | Options Graph View Insert Desktop Window Help -

Keyboard input.
Plot several solutions.

Find an equilibrium point. . :
List computed equilibrium points. ' :
Plot stable and unstable orbits.

Find a nearly closed orbit 4

| S S R, P Sy RS-

Show nullclines.

Plot level curves.

% Abajo, trayectorias con puntos criticos estables (2k*pi,0), e inestables ((2k+1)*pi,0).
Cuando consideramos una trayectoria cerca de un punto critico (2k*pi,0), vemos que
se trata de una curva cerrada que se mantiene cerca de este punto, y por tanto,
pasado un tiempo, el movimiento se repite: son puntos de equilibrio estables.
Corresponden a posiciones del péndulo: dngulo cero con la vertical y velocidad cero.
Mientras que los otros puntos de equilibrio ((2k+1)*pi,0) corresponden a posiciones
del péndulo: dngulo pi con la vertical y velocidad cero. Claramente en ellos el
equilibrio es inestable: en cuanto el péndulo se desplaza un poco de esta posicion de
equilibrio, se tienen comportamientos de soluciones muy distintos dependiendo de
que las trayectorias asociadas queden dentro de las lineas en verde (abajo) o fuera
(ver ejemplo 38 del libro de apuntes, seccion 3.4.4)

o= D=0
©'=-sin(8)-Do

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 & g 10
Cursor position: (-11.6, 4.98) -}

% Abajo, trayectorias que aparentemente “unen” dos puntos de equilibrio inestables
(en verde, trozos de curva z72-2*cos(y)=2)
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8'=m D=0
@'=-sin®)-De

g i i i R i i ;
-0 -8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10
Cursor position: (9.27, -D.982) 8

% El plano de fases cerca de un punto de equilibrio estable (0,0): ecuacion del péndulo
y ecuacion linealizada. Se comprueba la similitud del campo de direcciones, y de las
trayectorias, en el plano de fases para y'+sin(y)=0y para y''+y=0en [-1,1]x[-1,1].

8'=0 D=0
®'=-35in(®)-Do

-038 -06
Cursor position: (0.773, -0.626) L]
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de la derivada

ony

7

linealizada y para la del

1]. Leyendo del teclado un punto

7

jion

de direcciones de las ED de las trayectorias para la ecuaci

7

1]x[-1

dibujamos una trayectoria en ambos, y las grdficas de la soluci

viendo la similitud.

equilibrio (0,0) son curvas cerradas; las soluciones son periddicas. Abajo, los campos
[-1/

péndulo. Vemos que son muy parecidos en

Calculo Simbdlico y Numérico en Ecuaciones Diferenciales
% Las trayectorias del sistema asociado a la ecuacion del péndulo cerca del punto de
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% Para los dos modelos, comparamos las soluciones asociadas a las trayectorias que
pasan por (0,0.2); vemos que prdcticamente coinciden para t en [0,25]. Se lee del
teclado (0,0.2) (“Options”, “Keyboard input”) representamos la trayectoria, el
alargamiento y la velocidad para t en [0,25]. Utilizamos “pplane8”, “pendulum” y
“vibrating spring” en el desplegable de “Gallery”

n pplaned Setup l = | B ﬂ

File Edit Gallery Desktop Window Help k]

The differential equations .

ttheta| = omega
amega| = | -sin(theta) - D"\omega
o= o =
Parameters
or = =
eXpressions _ _
The display window. The direction field.
The minimum walue of ‘theta =
. ! (!} frron= Number of
The maximum wvalue of theta = i @ Lines fiald pairts per
. _ - row or column.
The minimum walue of Yamega = K ) Nullglines
The maximum value of Wwmega = 1 ) Mane 20
Quit ][ Revert i Proceed
L 4
B pplaned t-plot # 5 =8 % pplaneg Display B =
File Edit View Inset Desktop Window Help ~ (|| File Edit Solutions Options Graph View Inset Desktop Window Help El
2-:20.)5\"(93-00» o0 U= ©
o o o =-sin(B)-Dao

[ Close ] |

Compute

0.2f--~-
T T T T T T T
. . . . Stop
oaal q : : et i
0.1 08
0.05 06
0
04
-0.05
01 () Composite 02---
Crc
2015 =t s 0
. i Print
02 : . Go away 0.2
0 5 10 15 20 25
L 0400
B pplane t-plot 2 6 =8 % 06
File Edit View Insert Desktop Window Help El 08k-- :
8'=0 D=0 q : H H v '
©'=-sin@)-Dao A T T R A A
02 -1 08 06 -04 0.2 0 02 04 06 0.8
A
0.15 B polanes Keyboard input [
01 €l Data for pplanes Display
0.05 ) Mtheta
- & \omega Enter the initial conditions:
0 ) Both - The initial value of theta = 0
-0.05 Jdlozp The initial value of \omega = 0.2
© C it
-0.1 ol Specify a computation interval
1] a <=tz 25
o i — The initial value oft
02 [—m e initial value of t= 0

% aqui se puede cambiar sin(6) por 6, o utilizar en “Gallery” la interfaz relativa al
modelo del resorte
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! ~

n pplaned Setup = O =
File Edit Gallery Desktop Window Help o
The differential equations.
¥ T v
vl T+ dvim
k| = 1 m 1
Parameters
ar df = o
EXpressions B
The display window. The direction field.
The minimum wvalue of x = .
. ! @ Arums Mumber of
The maximum value of < = q ) Lines field paints per
The mini lue of w = - row or column.
& minimum value of A ) Mullcines
The maximum value of v = q None a0
g ][ Revert ][ Proceed
\ A
- I -— — =
B pplanes t-plot# 4 =8 % B pplanes Display == =2
File Edit View Insert Desktop Window Help 'x File Edit Selutions Options Graph View Insert Desktop Window Help L]
x'=v k=1 ;nj{: o =1 m=1
= v'=-(kx+dvim d=0

v'=-(kx+dvim

B pplane8 t-plot # 5 =

File Edit View Insert Desktop Window

x'=v
v'=_fkx+dv)m

015 ===~ L T L T Tl Rl el
P NS S S L N (S SY S S Graph I 1 I 1 I 1
| : -1 08 06 04 02 ]
005}~ x
B polanes K. [E= =
OF--t--- oth
Data for pplane@ Display
005 --3--- o
ar Enter the initial conditions
Crop The initial valus of x =
015 . 3V L
B The initial value of v = 02
° = 10 15 20 25 Specify a computation intarval
t o ‘== P
The initial value of t = 0

% trayectoria, solucion, y derivada, parecen ser las mismas en ambos modelos.
Observamos que la solucion que dibuja es tal que y(0)=0, y’(0)=0.2

% A continuacion repetimos lo mismo, pero con la trayectoria pasando por (0,2);
vemos lo distintas que son las soluciones
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[ pplanct t-plat # 4 ———————— = =1 S I opianes Display e |
File Edit View Insert Desktop Window Help » File Edit Solutions Options Graph View Insert Desktop Window Help »
6'= D=0
@'=-sinB)-Da
Graph
@) itheta
‘amega
Both
ap
(") Compasite
Crop
Print
t
B pplanes t-plot 5 =8 =
File Edit View Insert Desktop Window Help kl
6'=w D=0
@'=-sin(é)-Da
T
Graph i
() theta L . o
h 6
a u pplaned Ke'ybul SNNCE. X
030 Data for pplane? Display
(©) Composite
ron Enterthe initial conditions:
The inftal value of ‘theta = 0
[ Coaway | The initial value of tamega = 2
o 5 10 15 20 25
+ Specify a interval
o 1= 2
The initial valug of t = 0
Close I Compute

% arriba, trayectoria pasando por (0,2), una solucion asociada, y derivada de ésta,
para la ecuacion del péndulo (t en [0,25]); abajo lo mismo para la ecuacion linealizada

— T T
1B poianes tplot # 4 =B % pplane8 Display = @ = |
File Edit View Insert Desktop Window Help = File Edit Solutions Options Graph View Insert Desktop Window Help kl
k=1 m=1
d=0 x'=v k=1 m=1
vi=_(kx+dvim d=0
Graph
@x
® v
*) Both
®ao
*) Composite
Crop
Frirt
H Go away
o 5 10 15 20 25
¥
upplanest-plot#fi == =
File Edit View Insert Desktop Window Help k]
x'=v k=1 m=1
v'=-(kx+dvim d=0
2 H j
Graph
Ex
@ v
") Bath
a0 Data for pplanes Display
(©) composite Enter the inital sondions:
comp S || e inftial value of x = 0
Frint The initial valuz of v = 2
Go away.
0 5 10 15 20 25 Specify a computation interval
£ o et P
The initial alue of t = o
i
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% Plano de fases cerca de un punto de equilibrio inestable (pi,0): sin(y) se aproxima
por -y+pi para y cercano a y=pi. Asi, para valores de y(t) proximos a pi, la ecuacion
linealizada de y”’+sin(y)=0 es y’’-y=-pi. Comparamos los planos de fases para ambas
ED en [pi-1,pi+1]x[-1,1].

% Abajo la grdfica de las trayectorias para la ecuacion linealizada (no se trata de
ningun modelo de resorte considerado al principio del cuaderno). Las trayectorias no
son curvas cerradas, y por tanto, las soluciones no son periddicas.

% Comparamos este dibujo de trayectorias con el de las trayectorias para la ED del
péndulo en el mismo entorno del punto (pi,0), viendo la similitud
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b —-c--r--p----|a----Hy----

% Abajo, vemos que los dos campos de direcciones de las ED de las trayectorias de los
modelos son muy parecidos

= - [B]%]

File Edit Soltions Options Graph View Insert Desktop Window Help

) pplane7 Setup Q@gl
~

File Edt Gallery Desktop Window Help
The differertial equations.
- P thets| = [1omesa
‘omega| = | (theta) - pi
o| = 0
Parameters
or
exprassions
The display vindom The direction field
The minimum value of theta =
L ® Amous Number of
: : : ; : : The masimum value of theta = O tines (e s
d i & -t f : == i d -4 (o ] The minimum walus ¢f Womega = 3 O Mulcines (e T
: L : : . : ' : ' ' L The maximum valus of lomega =
22 24 28 28 3 32 34 36 38 4 42 4 1 ) Mane 20
Cursor pesition: (4.46, -1.66) s
Quit I Revert [

Ready
Computing the field elements.
Ready.
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) pplane7 Display
File Edt Solutions Options

Graph

View Insert

Desktop  Window  Help

8'=0
@'=-5in@)-Da

' pplane? Setup E\ ‘El |X|

File Edit Gallery Desktop Window Help £

The differential equations

| \hetal ‘= | emega ‘

| umega| = |-sm(\thela)- D*omega ‘

Paramaters

ol =

The display window

The direetion field

The minimum valug of Theta =

@) Amows

The maximum value of dheta =

() Lines

The minimum value of ‘omega =

() Mullelines

The maximum value of ‘omega =

) None

Humber of
field paint= per
row or calumn.

L it JIf
22 24 26 28 3 32 34 36 38 4 42
Cursor position: (3.57, 1.18) ;)

Revert [li Proceed ]

Read
Computing the field elemerts.
Ready.

% Observacion: Para ser rigurosos con la aproximacion de soluciones y trayectorias de
ecuaciones autonomas mediante las de ecuaciones linealizadas , debemos observar el
régimen de validez de la aproximacion (e.g., aproximacion de una funcion f(y) por la
parte lineal de su desarrollo en serie de Taylor en un entorno de un punto), ademds de
los resultados que garantizan la similitud de la geometria de los planos de fases cerca
de puntos criticos (ver seccion 4.3.3 del libro de apuntes), y las propiedades de las
trayectorias (ver secciones 4.2—4.4 del libro de apuntes). En este sentido, la
visualizacion del plano de fases solo en un determinado recinto puede resultar
engafoso: el siguiente ejemplo trata de clarificar la situacion

% Ejemplo: Con las consideraciones anteriores para y cercano a pi/2, la ecuacion
linealizada de y”’+sin(y)=0 es y”’+1=0. Los campos de direcciones en el plano de fases,
para (y,y’) en [pi/2-1,pi/2+1]x[-1,1], presentan una similitud importante, como se ve
abajo. Representamos en ambos trayectorias que pasan por (1.4,0) y las soluciones
correspondientes (con “Keyboard input”, t en [0,20]), y vemos la diferencia
importante entre las soluciones .
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s EAETRCE R S T T 2
| HO TR VIR VIR R VU AV VI VRV ERVI NV O T

11 BTV R VER VA VAR HTAEAVIRVE A VAR VS VHRY SRHY SN0 M0 V0
7] BRI U VL DR DUV Y S R

S

06 0.8 1 12 14 16 1.8 2 22 2.4 26
Cursor position: (0.322,-1.73)

B'=w D=0
@'=-s5in(@)-Dow

T T T I e s E s R R B
1 Ty VI VARG VEN O VR VO VI LIS VLV S S VR T

0.2} - t-n s f e e T WO WO VO W DL A W RV -

S B S e Y

' v
' '
DG rrer--0--0- Lt F=-r=--x Pmm s e o m e e it mmaim s LIt A i T
' ' v
' ' ' '
' ' ' ' ' ' ' ' i '
' ' ' ' 1 v i '
PDB—--~t--s---a [ [ R IR —— [P bm oo o T [T [ TR [FppEp -
v v ' 1 ' v 1 1 v
' ' v
' '
'

T Ty P U DT PP ERP PR EPEre e R LLETEEREELP FERPPEE PPRP PR .
| | | | | I | | I | i [ Quit |

06 0.8 1 12
Cursor position: (0.453,-1.69)

% Observamos que para el modelo no lineal las soluciones son periddicas mientras que
para la ecuacion y”’+1=0 la solucion es y=-1/2*t"2+7/5
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B pplanes t-plot # 4

File Edit View Inset Desktop Window Help

Graph
@ ‘theta
7 \omega
_) Bath
53D

") Composite

Crop

B Go away

Print

20

B pplanes setup

B pplanes Display =@ %
File Edit Solutions Options Grsph View Inset Desktop Window Help -
6'=wm D=0

©'=-sin6)-Dao

File Edit Gallery Desktop Window Help
The differential equations.
o I
\theta \omega 06 0 P e} T4 16 138 2 22 24 26
\omega " | -sin(theta) - DYomega B pplanes Keyboard input (= | B [
D = 0 = Data for pplane8 Display
Parameters
or = =
expressions _ _ Enter the initial conditions:
L The initial value of theta = 14
The display window. The direction field The initial value of \omega = o
The minimum value of \theta = 0
(pir2}-1 © Arows Numt Specify a computation interval
The maximum value of itheta = (pi2y+1 © Lines F:‘l:]cﬂa[, 5 P 2
The minimum value of \omega = R
1 AT ETES The initial value oft= 0
The maximum value of \omega = 1 @ None 2
Close ] [ Compute |
Quit ][ Revert ” Proceed
= T
B pplancs tplot # 4 =8 = B polanes Display =8 %
File Edit View Insert Desktop Window Help kl File Edit Solutions Options Graph View Insert Desktop Window Help o
y'=z
z'=-1
0
50 Graph
@y
Sz
L -100 ) Both
03D
) Composite
-150
Crop
~
-200 Go away
t
B pplanes Setup =&
File Edit Gallery Desktop Window Help
The differential equations
¥ Tk
= 0.6 0.8 1 12, 14 16 18 2 22 24 28
2| "= |- ' 5
B pplaned Keyboar... = y
omputation window.
Parameters - - Data for pplanes Display
or - - nputation window.

expressions

Enter the initial conditions: | ELERT T

The initial value of y =
The display window. The direction field. — 14
The initial value of z = 0
The minimum value of y = (pir2)-1 @ Arows
The maximum value of y = - Number o Specify a computation interval.
¥ (pif2)+1 © Lines field points pe
The minimum value of 2= 3  Nulldlines moerEls 0 ==te= 20
The maximum value of z= 4 7 None 20 1 The initial value oft= 0
Quit I[ Revert ][ Proceed Close 1

% De hecho, los cdlculos explicitos y numéricos, y su comparacion en este intervalo, y
en otro mds pequeiio ([0,1], por ejemplo), nos llevan a los siguientes resultados
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>> dsolve('D2y+1=0','y(0)=1.4",'Dy(0)=0')

ans =

-1/2*t"2+7/5

>> [t,y]=oded45('fpendulo’,[0,1],[1.4,0]);[ty]

ans =

0 1.4000

0.0001
0.0001
0.0002
0.0002
0.0005
0.0007
0.0010
0.0012
0.0025
0.0038
0.0050
0.0063
0.0127
0.0191
0.0254
0.0318
0.0568
0.0818
0.1068
0.1318
0.1568
0.1818
0.2068
0.2318
0.2568
0.2818
0.3068
0.3318
0.3568
0.3818
0.4068
0.4318

1.4000
1.4000
1.4000
1.4000
1.4000
1.4000
1.4000
1.4000
1.4000
1.4000
1.4000
1.4000
1.3999
1.3998
1.3997
1.3995
1.3984
1.3967
1.3944
1.3914
1.3879
1.3837
1.3789
1.3735
1.3675
1.3609
1.3537
1.3458
1.3374
1.3283
1.3187
1.3084

0
-0.0001
-0.0001
-0.0002
-0.0002
-0.0005
-0.0007
-0.0010
-0.0012
-0.0025
-0.0037
-0.0050
-0.0062
-0.0125
-0.0188
-0.0251
-0.0313
-0.0560
-0.0806
-0.1052
-0.1298
-0.1544
-0.1790
-0.2035
-0.2281
-0.2526
-0.2770
-0.3015
-0.3259
-0.3502
-0.3745
-0.3988
-0.4229
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0.4568 1.2975
0.4818 1.2860
0.5068 1.2740
0.5318 1.2613
0.5568 1.2480
0.5818 1.2342
0.6068 1.2197
0.6318 1.2047
0.6568 1.1890
0.6818 1.1728
0.7068 1.1561
0.7318 1.1387
0.7568 1.1208
0.7818 1.1023
0.8068 1.0833
0.8318 1.0637
0.8568 1.0436
0.8818 1.0229
0.9068 1.0017
0.9318 0.9799
0.9489 0.9648
0.9659 0.9495
0.9830 0.9339
1.0000 0.9180

>> plot(t,y,'r')

>> hold on

-0.4470
-0.4711
-0.4950
-0.5189
-0.5426
-0.5663
-0.5898
-0.6132
-0.6365
-0.6596
-0.6826
-0.7054
-0.7280
-0.7504
-0.7726
-0.7946
-0.8163
-0.8378
-0.8590
-0.8799
-0.8940
-0.9079
-0.9217
-0.9353

>> dsolve('D2y+1=0",'y(0)=1.4",'Dy(0)=0")

ans =

-1/2*t"2+7/5
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>> ezplot(ans,[0,1])

) Figure 1 A=1E
File Edit Wew Insert Tools Deskiop Window Help L

Udde | | AROLEMN- S| 0EH aQ

A2 24715

% Arriba, vemos una relativamente buena aproximacion en [0,1], mientras que abajo,
la misma comparacion en [0,20] nos da lo siguiente:

>> hold off
>> ezplot(ans,[0,20])
>> hold on
>> [t,y]=oded45('fpendulo’,[0,20],[1.4,0]); [t,y]
ans =
0 1.4000 0
0.0001 1.4000 -0.0001

0.0001 1.4000 -0.0001
0.0002 1.4000 -0.0002
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19.1824 -0.5775 1.1515
19.3868 -0.3321 1.2416
19.5912 -0.0733 1.2830
19.7956 0.1886 1.2709
20.0000 0.4428 1.2071

>> plot(t,y(:,1),'r")

) Figure 1 |Z||§|El
File Edit Wew Insert Tools Deskiop Window Help L

Dodde M RRODEN- S 0E ad

/2 24705

-100

-150

-200

% la grdfica en rojo (abajo) nos muestra que la solucion numeérica de la ecuacion del
péndulo se mantiene entre valores [-1.5,1.5] , mientras que la de la ecuacion lineal
varia entre 0 y 200

>> hold off
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>> plot(t,y(:,1),'r)

% Debemos observar que en [pi/2-1,pi/2+1]x[-1,1] no hay puntos criticos de la ecuacion
del péndulo, y la similitud del campo en el plano de fases no implica aproximacion de
soluciones, y menos para tiempos grandes.

% Ejercicio 2.4: un modelo de resorte no lineal

Consideramos el plano de fases para un modelo de resorte “duro” y”’+y+y*3=0 (ver
seccion 4.2 del libro de apuntes para otros modelos). La ecuacion linealizada para y
cercano al punto critico (0,0) es y”’+y=0. Abajo la similitud de las trayectorias de ambos
modelos en un entorno de dicho punto critico.
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Plano de fases para resortes lineales

% Dibujamos las trayectorias de los sistemas asociados a los modelos de resorte lineal
amortiguado y no amortiguado, asi como las grdficas de las correspondientes
soluciones, dependiendo de las relaciones entre las constantes de masa m, de
amortiguacion k, y de recuperacion c: my’’+ky’+cy=0. En particular, vemos el efecto de
una pequefia amortiguacion sobre el sistema. Con “pplane” comparamos las distintas
grdficas en los planos ty, tv, yv, y en el espacio tyv (es decir, alargamiento, velocidad,
trayectoria de la solucidn, y representacion de las soluciones en el espacio).

Ejercicio 3 (relacionado con ejercicio 2.1)

% El caso no amortiguado k=0. Trayectorias, alargamiento y velocidad (m=1, c=3)
% plano yy’ (yz siy’=z o yv si y’=v)

yl=y k=3 m=1
v'=-(ky+dviim d=0

™

Cursor position: (-1.88, 2.22)

% Para no dar lugar a confusion, aqui'y en lo sucesivo, observemos que dentro del
entorno la constante de amortiguacion se denota por dy la de recuperacion por k.

% Grdfica de una solucion en el espacio tyv, y en los planos ty, tv
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"=k vy +dviin

{:‘.l Composita

Prinit

osb .} ......... S0 et ool ......... .......... _ )y

sk i i T G s B S P e

Prirt

i e ........... .......... el 4

v and v

b {:‘,. Composite

; Prinit
v v Vv
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% Caso de amortiguacion fuerte k”2-4mc=0. Trayectorias, alargamiento y velocidad

yimy
vi=-(ky+dv)n

l\l\l ,,,,,,, ) l ......... l_m
2 3 4

1 5

Cursor position: (-5.85. 6.20) 4

% Arriba, grdficas de trayectorias: plano yy’ (yv). Abajo, grdfica de una solucion en el
espacio tyv, y en los planos ty, tv. Para estas grdficas de abajo vemos que el entorno
ha tomado por defecto x=y, v=y’; se puede cambiar

.| pplane8 t-plot # 3

. pplane8 t-plot # 4
File Edit Wiew Insert Desktop Window Help

File Edit View Insert Desktop Window Help

x"=v k=1

m=1 x'=w k=1
v'=-(kx+dvim d=2

m
v'=-(kx+dv}m d

Graph Graph
@x [oF
Ov ®v
& () Bath = () Bath
[@K]: (@ED
() Composite () compasite
Crop rop
Print Frint
Go away

File Edit WView Insert Desktop Window Help

@

File Edit Solutions Options Graph View Insert Desktop Window Help =~

x"=v k=1m=1
d=2

x'=v k=1 m=1
v'=-(kx+dv)im d=2 v'=-(kx+dvim
T

) S G S O R AV Lo LPrint |

| icusorpostion: (378.-03570 s e o r o o o 1 i
; | 10 it 1
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% Caso de amortiguacion fuerte k”2-4mc>0. Trayectorias, alargamiento y velocidad

yi=v
wv'=(ky+dvim

1 m=1
d=4

k

-5 -4 -3
Cursor position: (-5.36, §.99)

% Arriba, grdficas de trayectorias en el plano yy’. Abajo, grdfica de una solucion en el
espacio tyv, y en los planos ty y tv

. pplanesd t-plot # 5
File Edt WView Insert Desktop Window Help

.| pplane8 t-plot # 6 =]
File Edit WView Insert Desktop Window Help N

x'=v
v'=-(kx+dvim

O Composite

Crop

File Edit WView Insert Desktop Window Help

x"=v m
vi=-(kx+dvim d

Graph
Ox
®v
() Bath
O3p
() Composite
Crop
Prirt

Go away

X'=v
v'=-(kx+dv)im

3

k=1 m=1
d=4

b0 print ]

| Cursor pesition: (-0.662. 6.97)

_______________________

{0 it ]
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% Caso de amortiguacion débil kA2-4mc<0.

y'av
w'=-(ky+dvim

Trayectorias, alargamiento y velocidad

k=1 m=1
d=1

] Cea])

Cursor position: (5.8, 8.11)

% Arriba, grdficas de trayectorias en el plano yy’. Abajo, grdfica de una solucion en el

espacio tyv, y en los planos ty y tv

. pplane8 t-plot # 8
File Edit WView Insert Desktop Window Help

x'=v k=1 m=1
v'=-(kx+dvim d=1
Graph Graph
(OF Ox
Ow ®v
i () Bath () Bath
(K] O3
O Compasite O Composite
Crop Crop

. pplane8 t-plot # 7

File Edit Solutions Options Graph View Insert Deskiop Window Help

} pplane8 t-plot # 10 J
Z z x'=w k=1 m=1
File Edit View Insert Deskbop Window Help o W= (kx+dv)im d=1
x'=v k=1 m=1 -3 [ B
v'=-(kx+dv¥m d=1 |t e e SR VL EEEEEE
P e wotw W oW w o
;j:—\-—a‘—-\"-ﬁ"a"u oW w Y
' it S u
IIIITIIIGIIANGVILE
LR, .
H Graph }"?f?)‘))_\:: Wowor b b
| VTR T s s e et Y ob Ao
1O = I S S S T bbby -
1o e T P
! T AR A AN
= 116 sotn Qﬁﬂ\ﬁﬁﬂm&x; A
! Tﬁﬂﬁﬂ«m«aphﬁh,,,,(j
1|®3p T O L S i
b ) R N O S N N e
| 1O compesite T T T L e
! B Tk i S
eursorpestion: ot eany DTt
H s _5__-"5' ursor position:  (-0.603, 6.07) LN N 5
1 H {0 Quit )
Gao away -5 o 5
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% El efecto de la amortiguacion: si introducimos una pequefia amortiguacion en el
sistema, observamos como se ve dfectada la solucion en tiempos grandes. Tomamos
m=c=1y k pequefio de manera que se tengan oscilaciones débilmente amortiguadas.

% Abajo la grdfica de “una” trayectoria y la correspondiente solucion (desde un punto
de vista fisico, la grdfica de la solucion, alargamiento, solo tiene sentido para t
positivo; este dibujo se ha obtenido del de la trayectoria usando la opcion “Graph” ).

% k=0.1, t en el intervalo tomado por defecto en el entorno

v

P
v'=-(ky+dv)m

- 5
B pplanes t-plot # 3 @M

File Edit View Insert Desktop Window Help kY

y'=v k=1 m=
v'=-(ky+dvlm =

[ A
pplane t-plot # 4 L= | =
File Edit View Insert Desktop Window Help e
yi=v k=1 m=1
v'=-(ky<+dvi¥m =

Go away

Er) ] 05 0 05
Cursor position: (2 64, -1.31) ¥

% Para k=0.01, se considera la trayectoria que pasa por (1,1), t en [0,500] (con las
posibilidades de la interfaz del “Display” de “pplane8”: “Solutions” y “Keyboard
input”), hacemos la grdfica de la trayectoria (plano yy’) y alargamiento (plano ty).

Algunos modelos matematicos y el plano de fases



OCW Universidad de Cantabria
Célculo Simbdlico y Numérico en Ecuaciones Diferenciales M2 Eugenia Pérez

% Se observa que, aunque el campo de direcciones cerca del origen (en el plano de
fases) presenta una cierta similitud con el caso en que k=0 (resorte no amortiguado),
en este caso de amortiguacion no nula las trayectorias son espirales, mientras que
para k=0 las trayectorias son circunferencias.

B s s s = -
¥y ket met =
wiwafkyedvitn Al File Edee View Inzert Detitop Window Help
T T ™1 am |
z 3 |
15
1
P IO (I T [ ]
08
-1
AL
| e L & 1
i 1 I = =
2 15 El 55 [ s 15
Cartor pruition. (-1 A1, 139} ¥

% El efecto de la amortiguacion es mds acusado a medida que el tiempo pasa.

% velocidad (plano ty’)

B pplanes t-plot # 6 . E‘E‘g

File Edit View Insert Desktop Window Help k]

v k=1 m

o°
v =-(ky+dvim d

Graph

0.5 1

21 - -F -

3 : : : : : : : : Ga auay
BRI SERERREREE [EEEECTERE poooooooo-- pooooooo-- poooooooo-- pooooooo--- poooooooo-- pooooooo--- poooooooo-- pooooooo-- E

% curva solucion del sistema asociado en el espacio tyy’
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=v k=1 m=
=-(ky+dvlim d=001

¥
o0

% Abajo, con “Graph” y “Composite”: la curva en el espacio y las proyecciones en los
distintos planos
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Sistemas autonomos lineales: soluciones y trayectorias

% Ejemplo: se considera el sistema y1’=2*y1+3*y2, y2’=y1-5*y2, y un problema de
Cahchy asociado. Encontramos soluciones explicitas y soluciones numeéricas, y
representamos las trayectorias en el plano de fases.

% Resolucion del sistema lineal

>> [Y1,Y2]=dsolve('Dy1=2*y1+3*y2','Dy2=y1-5%y2’')

Yl=

(7*C23)/(2*exp((3*t)/2 + (617(1/2)*t)/2)) + (7*C24*exp((617(1/2)*t)/2 - (3*1)/2))/2 -

(617(1/2)*C23)/(2*exp((3*t)/2 + (617(1/2)*t)/2)) + (617 (1/2)*C24*exp((617(1/2)*t)/2 -

(3*t)/2))/2

Y2 =

C23/exp((3*t)/2 + (617(1/2)*t)/2) + C24*exp((617(1/2)*t)/2 - (3*t)/2)

% Como para la ecuacion de seqgundo orden, se tienen dos constantes de integracion
C23 y C24 que se determinan, por ejemplo, imponiendo condiciones iniciales. Para
visualizar las soluciones un poco mejor se puede utilizar: vpa, pretty, simplify,
simple,...

% Resolucion del sistema lineal con condiciones iniciales (P. de Cauchy)

>>[Y1,Y2]=dsolve('Dy1=2*y1+3*y2','Dy2=y1-5*y2','y1(0)=2","y2(0)=3")

Yl=

(exp((617(1/2)*t)/2 - (3*t)/2)*(3*617(1/2) - 17))/4 - (3*617(1/2) + 17)/(4*exp((3*t)/2 +

(617(1/2)*1)/2)) + (7*617M(1/2)*(3*617(1/2) + 17))/(244*exp((3*t)/2 + (617(1/2)*t)/2))

+(7*617M(1/2)*exp((617(1/2)*t)/2 - (3*t)/2)*(3*617(1/2) - 17))/244

Y2 =

(617(1/2)*(3*617(1/2) + 17))/(122*exp((3*t)/2 + (617(1/2)*t)/2)) +
(617(1/2)*exp((617(1/2)*t)/2 - (3*t)/2)*(3*617(1/2) - 17))/122
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>> simplify(Y2)
ans =

(617(1/2)*(3*617(1/2) + 17))/(122*exp((t*(617(1/2) + 3))/2)) - exp((t*(617(1/2) -
3))/2)*((17*617(1/2))/122 - 3/2)

>> simplify(Y1)
ans =

(exp(617(1/2)*t) + (16*617(1/2)*exp(617(1/2)*1))/61 - (16%617(1/2))/61 +
1)/exp((3*1)/2 + (617(1/2)*1)/2)

>> pretty(ans)
/ 1/2 AN
1/2 | © (61 -3 1
/ 1/2 AY 16 61 exp| ————————————— 1 1/2
|t (61 -3 1 A\ 2 / 16 61
exp| --—- | + + -
i 2 / I 1/2 i 61 / 1/2 A
| & (61 + 3) | | & (&1 + 3) |
exp| -——————————— | 61 exp| -—————-—————— |
\ 2 / AN 2 /

>>vpa(Y1,5) % para una visualizacion rdpida de las funciones que intervienen
ans =
3.0486*exp(2.4051*t) - 1.0486/exp(5.4051*t)
>>vpa(Y2,5)
ans =
0.41169*exp(2.4051*t) + 2.5883/exp(5.4051*t)
>> ezplot(Y1,[0,2])
% esto nos da la grdfica de una componente de la solucion
% Resolucion numérica del mismo problema de Cauchy: para dicha resolucion

definimos la funcion vectorial [2*y1+3*y2, y1-5*y2] en una funcion Matlab
fsistemalineal.m
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>> type fsistemalineal

>> [t,y]=oded5('fsistemalineal’,[0,2],[2,3]);[t,y]
ans =

0 2.0000 3.0000
0.0077 2.1001 2.9018
0.0155 2.1995 2.8081
0.0232 2.2984 2.7187

1.9141 304.4085 41.1079
1.9427 326.1075 44.0382
1.9714 349.3530 47.1773
2.0000 374.2557 50.5401

% grdfica de la primera componente que se superpone con la de la solucion explicita en
[0,2]

>> hold on

>> plot(t,y(:,1),'r')
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% El sistema es lineal de coeficientes constantes, y la aproximacion es muy buena en
este intervalo. El método numeérico se impone cuando no se conoce la solucion del
problema de Cauchy, y se sabe que dicha solucion existe y es unica.

% la grdfica de las dos componentes se tiene con

>>hold off

>> ezplot(Y1)

>> ezplot(Y1,[0,2])

>> hold on

>> ezplot(Y2,[0,2])

>> gtext('Y1')

>> gtext('Y2')

% Introducimos la trayectoria que pasa por (2,3), y la solucion asociada, con el entorno
pplane, y luego en “Gallery”, elegimos “linear system” cambiando los pardmetros por
los nuestros. Abajo varias trayectorias
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laned Displa; =& Eg
u pplaned Setup =& u PP Play
File Edit Solutions Options Graph View Insert Desktop Window Hel E
File Edit Gallery Desktop Window Help £l d P i P
The differential equations. x'=Ax+By
oo ¥y'=Cx+Dy
x Ay 4 By
¥ T e Dy
A= 2 8| = 3
Parameters
or [ 1 D= k]
expressions ~ ~
The display window The direction field
The minimum value of x = 2
) 3 ® fmes Humber of
The maximum value of x = 5 =) Linas field points per
- row or column
The minimum walue of y = 5 =) Nullcines
The masimum value of y = s =) None n
uit Il Revert IE Proceed

Cursor poshion: (0.602. -7.87) b3

% Abajo, y la trayectoria que pasa por (2,3) y las dos componentes de la solucion del
problema de Cauchy y1’=2*y1+3*y2, y2’=y1-5*%y2, y1(0)=2, y2(0)=3.

npplanESt—plat#S = | gpplanes Display =8 EY
File Edit View Insert Desktop Window Help L] File Edit Solutions Options Graph View Insert Desktop Window Help o
x'=Ax+By X' =AX+BY A=2 B=3
y'=Cx+Dy C=1 D=-5
Stop

=
o 05 1 15 2
t
! — T = T
B pplanes t-plot # 4 =[BT
File Edit View Insert Desktop Window Help kl
%'=Ax+By 4=2 B=3
y'=Cx+Dy C=11D=-5
Graph i
) x -3
r
¥ = *
laned K. L=
bt & ee
3o Data for pplaneg Display
() Compesite
Enter the initial conditions :
Crop =
1 [[ e initial walue of x = 2
The initial walue of y = 3
Specify a computation interval.
¢ 0 == 2
The initial walue of 1 = 0

Clase
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Sistemas autonomos no lineales

Ejercicio 5: (modelo de competicion de especies)

y'=y(1-y-z)
z'=z(075-z-05y)
T T T
4 i
u pplane8 Setup = | B i a5
File Edit Gallery Desktop Window Help k]
The differential equations. 1) S o N B
v T ran
2| T PO7520.5%) 25--
Famr:reters ) ) w ozl
expressions
1.5+
The display window. The direction field.
The minimum value of y = =
L @ Amous Mumberof 1b-- Lt T L : ‘
The maximum walue of y = a @ Lines field points per ; : . ! : H :
o ¥l 678 S ] () Wullclines o or ol ‘ iy 5 B ! !
2 05}|-- i S e S Rt Sy -
The maximum walue of ¢ = 4 ) Mone 2 ' i : : : : : :
ut Revert Proceed 4 : ; ; ; : ; : ;
| | | | | | | | |
o 05 1 1.5 2z 25 3 i) 4
Cursor posttion: (0,84, -0.795) y

% ampliando el dibujo en un entorno de un punto de equilibrio, se ve que las
trayectorias no se cortan

y'=y(1-y-z)
z'=z(0.75-z-05vy)

0.43 L
Cursor position: (0469, 0.613) ¥
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Ejercicio 6: {(modelo depredador-presa)

r ™
B pplanes Display Elﬂlg
File Edit Solutions Options Graph View Insert Desktop Window Help E
y'=r{1-Az)y r=1 s=1
z'=5(-075+By}z A=05 B=025

Print

N e B S S S B A
" | i i i i i i i

0 1 2 3 4 5 6 T ]
Cursor position: (4.3, 3.2) ¥

n pplaned Equ...

There iz a spiral equilibrium point at (3, 2). Jif ere is 2 saddie poirt .0, 0).
U | | ks specific type has not been detemmined. H
L The Jacobian is:

The Jacobian is: 10

0 -5 0 075

05 0

The eigenvalues and eigenvectors are:

The eigenvalues and eigenvectors ane: 075D,

0+0.866031  (-D.26603, D+0.50) toa.m

0-0.26603%  (-0.20603, D-0.51)

[ Display the linearization ] [ Display the linearization ]

( Go away ] [ Ga away J

% de manera general, el entorno pplane, encuentra los puntos criticos numéricamente.
En este caso, resolviendo el sistema (1-0.5z)y=0, z(-0.75+0.25y)=0, vemos que (3,2) y
(0,0) son puntos criticos del sistema.

% Observacion: Otras ecuaciones diferenciales y sistemas autonomos se pueden
introducir en la interfaz de pplane, y también utilizando la galeria de modelos que
tiene el entorno. Asi pasa con los modelos de competicion o cooperacion de especies,
y con otros modelos de sistemas eléctricos o mecdnicos, etc... Para deduccion y
andlisis detallado de estos modelos ver la bibliografia recomendada en el curso.
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