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ALTAS FRECUENCIAS EN UN PROBLEMA ”"STIFEF”
RELATIVO A LAS VIBRACIONES DE UNA CUERDA
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Resumen. El estudio de las vibraciones en un problema ”Stift” surge
de una manera natural en problemas que modelizan las vibraciones de un
sistema formado por dos materiales con distintas caracteristicas. El problema
considerado aqui modeliza las vibraciones de un cuerpo que consta de dos
materiales uno "muy rigido” con respecto al otro. Se dan los resultados
obtenidos sobre el comportamiento asintotico de las altas frecuencias para el
problema de las vibraciones de una cuerda cuando la rigidez de uno de los
materiales tiende a cero. El estudio comportamiento asintotico de las bajas
frecuencias puede encontrarse en [1], [2], [4] ¥ [5]-

1 Planteamiento del problema.

Se considera {2 un dominio acotado de R™, n > 1, ) de frontera regular y
dividido por ¥ en dos partes €1y y €)1 cada de ellas de frontera Lipschitziana:
Q=QeU N UX. Se denota por J;{) la parte de la frontera de §2; contenida
en 011, es decir: 0€); = 3;QU X, 1 =0,1.

Se plantea un problema standard de vibraciones en los espacios V =
HAQ) y H = 12(9):

Encontrar u®(t) con valores en V tal que

d*u®

(1) (o) + a(u'(t),v) =0, Yo € V

du®
(2) us(o) = ¢1 ) di

dénde

(0) = ¢2,

a®(u,v) = ag(u,v) + eas(u,v),Yu,v € V



meperez
Cuadro de texto
MR1655375 Indexed Pérez, Ma. Eugenia High frequencies in a stiff problem modelling the vibrations of a string. (Spanish) XIV CEDYA/IV Congress of Applied Mathematics (Spanish)(Vic, 1995), 7 pp. (electronic), Univ. Barcelona, Barcelona, 1995. 35Q72 (73D30 73K12) 



a;(u,v) = / Vu.Vode,i=0,1,
Q;

= d
S

los datos iniciales ¢, € V, ¢2 € H, y € es un pequeno parametro positivo,
que se hara tender a 0.

El problema (1)-(2) modeliza las vibraciones de un cuerpo situado en el
dominio €}, una de cuyas partes {}y es muy rigida con respecto a la otra. El
término a*(u,v) contiene informacién sobre las caracteisticas elasticas de los
materiales.

Como se sabe, existe una unica solucién de (1)-(2) en L*(—o0,00,V) y
admite un desarrollo en serie de Fourier:

u(t) = (¢5; cos/Ast + L sin /A5t )us.
= VAT Z

Los coeficientes ¢;; dependen de los datos iniciales:

.- £ € £ u267¢H -
¢j:Z¢jiui7 ¢j¢:M7]:1727
=1

[ [

€

y, A, ug, son los valores propios y funciones propias del problema:

[ —Aug = Aug en (o,

€ __ €,,€
) —eAuf = Auj en (),
ug =0en 0o} , uj =0en 0,1,
ouf ous
€ __ € 0 — 1
ug = uj , o =¢czlen M.

En (3), y en lo sucesivo sigue, los subindices 0 y 1 indican las restricciones
de una funcién u € L*(Q) a los dominios Qg y ) respectivamente.

Asi, el estudio del problema de vibraciones (1)-(2) nos lleva al estudio de
los elementos propios de (3). Vamos a estudiar el comportamiento asintético
de estos valores propios y funciones propias cuando € — 0.

El problema (3) admite una formulacién variacional equivalente:

Encontrar A*, u® € V, u® # 0 tales que:

(4) Vu*Voder+¢e | Vu'.Vode = )\6/ uvdr, Vv €'V,
Qo 951 Q



(4) es un problema de valores propios para el operador asociado a la forma
bilineal, simétrica, continua y coerciva a® sobre V, admitiendo por tanto un
espectro discreto. Sea para cada ¢ > 0 fijo:

n—oo

D<A <A< <A< — 00,

la sucesion de valores propios, donde cada valor propio se cuenta tantas tantas
veces como su multiplicidad. Sean {u$}2; las correspondientes funciones
propias que forman una base ortonormal en L?*(2), es decir,

i || 22 () = 1.

Desde un punto de vista Fisico cabe esperar que haya dos tipos de valores
o frecuencias propias de dos 6rdenes de magnitud distintos: Uno relativo a
la estructura menos rigida y otro a la mas rigida. Desde un punto de vista
matematico, la coercividad de la forma a° y el principio del mini-max nos
permiten obtener la siguiente estimacion para los valores propios (ver [3] para
este tipo de técnicas):

Para cada ¢ = 1,2,3, - -- fijo, se tiene

(5) Ce <X < (i

dénde C', C; son constantes independientes de ¢, C' independiente de .

La relacién (5) nos permite afirmar que hay sucesiones de valores propios
de orden O(e) que convergen; nos referiremos a estos valores propios como
a las bajas frecuencias. Por otro lado, puesto que C; — oo cuando 1 —
00, también puede haber sucesiones de valores propios de orden O(1) que
converjan; hablaremos de ellos como de las altas frecuencias.

El problema del comportamiento asintético de las bajas frecuencias ha
sido abordado en [1], [2], [4] ¥ [5] utilizando distintas técnicas. Su estu-
dio puede ser llevado a cabo en en el contexto de la teoria de las pertur-
baciones holomorfas y nada sobre lo ya dicho en estos trabajos se puede
anadir: Las funciones propias asociadas a frecuencias propias pequenas son
asintéticamente nulas en (g, mientras que en §2; son las funciones propias
de un problema de valores propios para el operador de Laplace, planteado en
4, con condiciones de Dirichlet sobre 0€2;.

Es decir, las vibraciones asociadas a las bajas frecuencias son ”poco sig-
nificativas” en la parte mas rigida €)g. Sin embargo, para determinados



estimulos es evidente que se producen vibraciones significativas en (g y por
tanto las altas frecuencias juegan un papel primordial en el estudio del com-
portamiento asintético de las vibraciones de todo €.

En [1] y [4] se consideran distintos aspectos de las altas frecuencias. En
el estudio de éstas aparece de una manera natural (basta con tomar e = 0
en (3)) el problema de valores propios:

—Aug = Aug en ),

(6) Ug = 0 en 002,
%LT? = 0Oen X.

De los resultados obtenidos, relativos a las altas frecuencias, se pueden ex-
traer, entre otras, las siguientes conclusiones (ver [1] y [4] para mayor detalle):

e Determinadas funciones propias u® asociadas a valores propios A\° =
O(1) se aproximan en {g por funciones propias de (6) mientras que no
se tiene informacion sobre ellas y, por tanto, sobre las correspondientes
vibraciones en ;.

e Para determinados datos iniciales (¢; = 0) la solucién de (1)-(2) es
asintéticamente nula en {2y, mientras que en )y, ”localmente”, oscila
como si el medio no fuera acotado.

En la siguiente seccion damos resultados mas concretos sobre la estructura
de las funciones propias asociadas a las altas frecuencias para n = 1.

2 Resultados en dimensién n = 1.

Se considera el problema de valores propios (3) relativo a las vibraciones
de una cuerda situada en (—1, 1), la parte mas rigida Qg en (—1,0) y la menos

rigida £ en (0,1),

[ —{l = \°ue, z € (—1,0),
(7) —ehg =X, we(0,1),
u(—=1)=0 , u(l)=0,
w (07) =w(0F) , 45(07) = %L (07).



Exceptuando los A° tales que cosvA # 0 (ver observacién 1), un simple
calculo nos muestra que los valores propios A* de (7) son los A raices de la
ecuacion:

(8) \/Etan\/X—l—tan@:O.

Las correspondientes funciones propias son:

©) w(a) CE(\/gtaH\/FCOS\/FJ}—I-\/ESiH xex), x € (—1,0)
u(z) =
Ce(—tan \/Aszcos @x—l—sin \/AEE:L'), z € (0,1)

dénde C, es una constante que depende de la normalizacién que se tome para
u®. Nosotros suponemos que es tal que:

1
/ us(:Jc)2 de =1.
—1

El problema (6) planteado ahora en (—1,0) es:

—559;‘20 = Aug, z € (—1,0)
(10) w(—1) = 0,
UO/(O) = 0.
Los valores propios de (10) son (W)z,k =0,1,2,---, y las correspon-

dientes funciones propias cos (@k—;lﬁ:p) Si se considera \° = (@k—‘;lﬁ)2 para
algin k, esta claro que la correspondiente funcién propia u® se puede apro-
ximar por «. cos (w:p) en (—1,0) (c. una constante), pero u® no admite
un desarrollo regular en (0, 1). Los siguientes resultados nos dan informacién
sobre estas funciones propias en (0,1), asi como sobre las otras funciones

propias asocidas a valores propios no necesariamente ”proximos” al los de

(10).

Teorema 1 Para cada A > 0 existe una sucesion )\f(s) de valores propios de
(7) que converge a A cuando € — 0.

e—0
Teorema 2 Si Aj,) ——— A y A > 0 no es valor propio de (10), entonces

e—0

|uioll2(~1,0) ———0



Notamos que en las demostraciones de los teoremas 1 y 2 es importante
el hecho de que la dimension del espacio sea n = 1: por un lado los valores
propios se caracterizan a través de las raices de de la ecuacion (8) y, por otro
lado, se tiene la férmula explicita de las funciones propias (9) en funcién de
estos valores propios. Solo damos una idea esquematica de la demostracion
de los teoremas 1 y 2.

La demostracion del teorema 1 en el caso de que A sea un valor propio del
problema (10) se basa en el tipo argumentos que pueden encontrarse en [3] y
[4]: se utiliza la tipica idea de obtener informacién sobre la convergencia de
los valores propios cuando se conoce la convergencia de las soluciones de los
problemas de evolucion asociados para ciertos datos iniciales.

En el caso de que A # (@k——;lﬁ)2 para cualquier k, se demuestra facilmente
que cualquier entorno (A — 6, A+ 8), que no contenga valores propios de (10),
contiene raices de la ecuacién (8) para ¢ suficientemnte pequeno.

La demostracion del teorema 2 se basa en el simple calculo de las integrales

0 1
/ ut(z)*dx y / u®(z)*dr,
-1 0

y en la comprobacion de que el orden de magnitud de la primera es inferior al
(2k+1)w

de la segunda. Este resultado no es cierto en el caso de que el A = (*=-5)?
para algin k.

Los teoremas 1 y 2, y resultados mas sofisticados de la teoria de pertur-
baciones espectrales (ver [6], por ejemplo) nos permiten obtener el siguiente
resultado, que nos da idea del caracter fuertemente oscilante de las funciones
propias u® en (0,1).

e—0

Teorema 3 Sea A5, ——— X. Entonces las correspondientes funciones
i(e) P
o £ o € .
propias u® asociadas a )\i(s) son de la forma:

(2k 4+ 1)x

5 :1;)|(_170) + Z af sin (j7r:1;)|(071) +o.(1),

7=i(e)

u® = . cos (

e—0 e—0

dénde o.(1) ——— 0 en L*(—1,1) y j(¢) ——— 00. Ademds,

of =0, si kA% (@)2,



Observacién 1 Se observa que en la ecuacién (8) no estan incluidos los

posibles valores propios A = A® tales que cos VA = 0 (y cos \/z 0). Cada

e —

uno de éstos A = ((ﬁ%——;lﬁ)2 s6lo es valor propio de (7) para unos determi-

nados valores de ¢: los de la sucesion ¢, = (gfb—ﬂf Las correspondientes
. . 2k+1 .
funciones propias son en este caso: u®(z) = cos(#x) ,x € (—1,0) (i.e.

la funcién propia de (10) en (—1,0)), y, u(z) = cos(%x),x € (0,1).

Este resultado solo reafirma lo ya dicho en los teoremas 1-3.
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SOBRE LAS ALTAS FRECUENCIAS PARA UN PROBLEMA STIFF
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La terminologia de problema Stiff fué introducida por J.L. Lions hacia 1972 para problemas
en gue intervienenen ecuaciones con coeficientes muy grandes en alguna regién. Estudiamos
aqui un problema de vibraciones de un cuerpo ocupando un dominio §) C R™, que consta de
dos partes, {2 = Q5 U Q,, una de ellas, £, muy rigida con respecto a la otra, §;.

El problema espectral asociado consiste en encontrar: A # 0, u® € H} (1) tales que:

1 a®(u®,v) +ea’ (u',v) = X*(v*, v)z2(e), Vo € Hy(R).
@)

Suponemos que las formas bilineales a°® y @' en (1) son respectivamente los productos escalares
en {u € Hi(Q)/u=0en dQU N} y {u € Hy(Q)/u=0en 82U 39}, respectivamente,
para la norma del gradiente, y, € es un parametro positivo que se hace tender a cero.

El estudio de las bajas frecuencias, \° = O(g), cuando € — 0 entra dentro del marco
de la teoria espectral de perturbaciones holomorfas y diferentes formas de abordar el prob-
lema pueden encontrarse en [1] y [3]. Un problema distinto es el estudio del comportamiento
asintético de las altas frecuencias: A\* = O(1). En relacién a éstas tiltimas, en [3] se demuestra
ciertas convergencias "en un sentido débil” de las familias espectrales relativas a los operadores
asociados a las formas a° = ® + £a! en (1), cuando € — 0. Utilizando la teoria de Semigrupos,
las transformadas de Laplace y Fourier y resultados relativos a valores frontera de funciones
analiticas (cf. [2] para este tipo de técnicas), se dan resultados de convergencia de los valores
propios de (1) de orden O(1) que, de alguna manera, mejoran los obtenidos en [3].
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