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TEMA 5: Inferencia Estadística

Muestreo:

● Tamaño y calidad de la muestra

● Muestreo aleatorio

Inferencia estadística:
●Estimación de una proporción

●Estimación de una media

●Estimación de una varianza
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Muestreo
POBLACIÓN:  todos  los  estudiantes  de  la 
Universidad de Cantabria

MUESTRA:  alumnos  de  1º  de  Grado  de  Ingeniería 
Química de la Universidad de Cantabria.

población

muestra

1. Coste  reducido:  la  recogida  y  tratamiento  de  datos  resulta 
más barato al trabajar con una pequeña parte de la población 

2. Mayor  rapidez  en  la  evaluación  del  resultado  final  (ej. 
escrutinio de votos de las primeras mesas electorales).

3. Imposibilidad  material  por  destrucción  del  objeto  a  estudio 
(ej.  duración  de  bombillas,  si  se  estudia  toda  la  población  no 
quedarían bombillas para vender).

Es importante elegir una muestra que represente bien a la población.

Necesidad del muestreo:
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Muestreo Aleatorio

Todos  los elementos tienen  la misma probabilidad de ser 
incluidos en la muestra.

Sin reposición de los elementos: no se permite que un mismo 
individuo sea seleccionado más de una vez. 

Con reposición: un elemento puede ser extraído varias veces.

Cuando la población es grande la diferencia entre ambos casos 
es mínima.  11
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Inferencia Estadística
El problema que aparece con más frecuencia en la práctica es 
el  de  la  estimación  de  parámetros  de  la  población,  que  son 
desconocidos. 
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Existe una

de donde se 
extrae una

la muestra 
genera

utilizados 
para evaluar

utilizados 
para estimar

utilizados para describir la

El  objetivo  es  deducir  (inferir)  características  de  una  población 
mediante el estudio de una muestra
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Inferencia Estadística

Conjunto  de  métodos  estadísticos  que  permiten  deducir  (inferir) 
como se distribuye la población en estudio a partir de la información 
que proporciona una muestra. 

de donde se 
extrae una

la muestra 
genera

V.A. Altura

utilizados 
para evaluar

utilizados para describir la

muestra aleatoria:
Alumnos de 1º de 

Ingenieria Civil

POBLACIÓN: 
alumnos de la 

U.C

23,18,20,…

parámetro
población

μ

7.1

5.02

=S

=x

n

muestra aleatoria:

POBLACIÓN: 
alumnos de la 

U.C
parámetro
población

μ

=S

=x

n
Grupo alumnos

1.72,1.69,1.57... 1.90

1.71 m

0.53 m

Se desea conocer la altura de los alumnos de la Universidad de 
Cantabria.

utilizados 
para estimar
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Inferencia Estadística

  Estimación  puntual:  Obtener  un  pronóstico  numérico 
único sobre un parámetro de la distribución. 

  Estimación  por  intervalos:  Obtener  un  margen  de 
variación para un parámetro de la distribución.  

Población, parámetro 
● proporción P
● media   
● varianza σ2

Muestra, estimador parámetro 
● proporción p
● media  

● Varianza S
n

2

 

Objetivo :min∣− ∣

x
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Estimación de una proporción
Dada una población con N  individuos de  los cuales M poseen 
cierta  propiedad  (e.g.  mujeres)  que  no  poseen  los  demás,  la 
proporción poblacional se define como P = M/N

Si se elige una muestra de esa población de  tamaño n, en  la 
que  aparecen  m  individuos  con  esa  propiedad,  entonces  la 
proporción muestral se define como p = m/n

La proporción poblacional (P) es 
constante mientras que cada 
muestra puede tener una 
proporción muestral (p) distinta.

La proporción muestral es una variable aleatoria por lo que 
es importante determinar su distribución.

p

P p 3

pp 2

p 1p1

p
2 p

4

p
3



María Dolores Frías, Jesús Fernández y Carmen María Sordo

Distribución de la proporción muestral

La distribución de la proporción muestral es la distribución de 
probabilidad  de  todos  los  valores  posibles  de  la  proporción 
muestral (p)

Muestreo con reemplazamiento o población infinita:

El  número  de  individuos  (m)  que  poseen  la  propiedad  en  la 
muestra es una variable aleatoria binomial.

La media y varianza de la proporción muestral serán:
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Distribución de la proporción muestral

La distribución de la proporción muestral es la distribución de 
probabilidad  de  todos  los  valores  posibles  de  la  proporción 
muestral (p)

Muestreo sin reemplazamiento y población finita:

El  número  de  individuos  (m)  que  poseen  la  propiedad  en  la 
muestra es una variable aleatoria hipergeométrica.

La media y varianza de la proporción muestral serán:
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Distribución de la proporción muestral
● El valor medio de  la función de probabilidad coincide con 

la proporción poblacional P.

● La varianza disminuye a medida que aumenta el  tamaño 
de la muestra (n).

● La distribución de la proporción muestral p se aproxima a 
la  distribución  normal  (µ=E[p]  y  σ2=Var[p])  para  n 
tendiendo a infinito.

si  conociésemos  P,  podríamos  calcular  la  probabilidad  de  que  la 
proporción muestral sea menor que un cierto valor o que esté entre 
ciertos valores.
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Intervalos de probabilidad de una proporción

Ese intervalo se denomina 
intervalo de probabilidad 
de una proporción con 
confianza 1 .α

P+ePe

E. Castillo y R. E. Pruneda
Estadística Aplicada. 
Ed. Moralea (2001)

Conocida la proporción poblacional, P, y la distribución de la 
proporción muestral, podemos obtener un intervalo donde la 
v.a. p tiene una probabilidad dada (1 ) de estar.α

El 100(1 )% de  las muestras aleatorias dan un  valor de  la α
proporción muestral dentro de este intervalo.

Los  intervalos de probabilidad 
permanecen  constantes  para 
diferentes muestras.
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Intervalos de probabilidad de una proporción

1  (nivel de confianza, valores α
        típicos: 90% 95% 99%)

     es el nivel de significaciónα

Existen infinitos intervalos 1 . α
Nos quedaremos con un 
intervalo simétrico respecto 
al valor central P que, en el 
caso la distribución normal, es 
el de menor tamaño para una 
confianza dada.

P P+ePe

[ ]
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Intervalos de probabilidad de una proporción

Si el tamaño de la muestra es suficientemente grande, la 
variable aleatoria p tiende a la ley normal y los intervalos de 
probabilidad pueden obtenerse con las tablas de la ley normal.

Donde 
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Intervalos de probabilidad de una proporción

Muestreo sin reemplazamiento y 
población finita

Muestreo con reemplazamiento o 
población infinita

e±P

Condiciones 
de validez
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Intervalos de probabilidad de una proporción

Muestreo sin reemplazamiento y 
población finita

Muestreo con reemplazamiento o 
población infinita

e±P

Condiciones 
de validez

La población de internados en un centro médico es de 1000 enfermos, de los 
cuales  el  20%  padecen  afecciones  cardiacas.  Se  elige  una  muestra  de  50 
enfermos del  fichero de  registro. Calcular el  intervalo de probabilidad al 0.95 
de p para el caso de muestreo sin y con reemplazamiento.

Ejemplo
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Intervalos de probabilidad de una proporción

Ejemplo
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Estimadores de una proporción

En la realidad, el problema más frecuente es el de la estimación de 
los parámetros de  la población. Para ello se extrae de  la población 
una muestra de tamaño n y conocida ésta se trata de estimar P.

● Estimación  puntual:  Se  estima  el  valor  de  la  proporción  de  la 
población (P) con el valor del parámetro de la muestra.

No da información alguna de la precisión de la estimación.

● Intervalo  de  confianza:  Determina  entre  que  valores  (a,  b]  se 
encuentra la proporción de la población P con cierta probabilidad 
o certeza (1 ).α

Complementa la estimación puntual precisando la exactitud de la estimación.

α=b)PP(a −≤≤ 1

p P
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Intervalos de Confianza de una Proporción

Se  dice  que  el  intervalo  (a,b]  es  un  intervalo  de  confianza 
para P al nivel (1 ) si se verifica:α

Partiendo del intervalo de probabilidad (1  ):α

Esta expresión se puede escribir como:

α=b)PP(a −≤≤ 1

α=e)PpeP(P −+≤≤− 1

α=e)pPeP(p −+≤≤− 1
Por  lo  que  el  intervalo  [pe,  p+e]  tiene  una  probabilidad 
asociada de (1  ) de contener al parámetro P.α
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Intervalos de confianza de una proporción

Muestreo sin reemplazamiento y 
población finita

Muestreo con reemplazamiento o 
población infinita

e±p

Condiciones 
de validez

En una muestra aleatoria de 50 rocas tomadas de una mina se observa que 20 de ellas 
son  ricas en contenido mineral. Estimar puntualmente  la proporción de  rocas con alto 
contenido  mineral  en  la  mina.  Calcular  un  intervalo  de  confianza  0.95  de  esta 
proporción.

9.0/

5)1(

5)(

<
>−−

>−

Nn

epn

epn

5)1(

5)(

>−−
>−
epn

epn

Ejemplo
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Intervalos de Confianza de una Proporción

● Los intervalos de confianza sí cambian con las muestras.

● El 100(1  )% de las muestras dan intervalos de confianza α
que contienen a la proporción poblacional.

E. Castillo y R. E. Pruneda
Estadística Aplicada. 
Ed. Moralea (2001)
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Tamaño de muestra para estimar proporción

Muestreo sin reemplazamiento y 
población finita

Muestreo con reemplazamiento 
o población infinita

En  la práctica el experimentador se plantea con qué error y nivel 
de confianza desea estimar la proporción y se calcula el tamaño 
de la muestra necesario.
Es decir, se conocen e y 1  y se busca calcular n.α
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Tamaño de muestra para estimar proporción

Muestreo sin reemplazamiento y 
población finita

Muestreo con reemplazamiento o 
población infinita

El cálculo de n  implica el conocimiento 
previo  de  la  proporción  poblacional 
(que,  como  mucho,  se  podrá  estimar 
DESPUÉS de tomar la muestra)

Si no se tiene idea del rango de valores 
de  P(1P),  se  puede  usar  el  valor  ¼ 
que es la cota superior de P(1P).



Ejercicio
Se  quiere  estimar  la  proporción  de  zurdos  en  una  población  con  una  confianza  del 
95% y una precisión de 0.01.

1. ¿Cuál debe ser el tamaño de la muestra escogida?

2.  Mediante  un  muestreo  previo  se  estima  que  p 0.1,  ¿qué  tamaño  debe  tener  la ≈
muestra si para calcularlo se utiliza la estimación de p obtenida?
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Estimación de una media

Si se elige una muestra aleatoria de esa población de tamaño n, 
se puede observar dicha variable y obtener la media muestral   

La media muestral es una variable aleatoria ya que cada muestra 
tiene un valor distinto, por lo que tiene interés estudiar su función 
de probabilidad y en especial su media y su varianza.

La  distribución  de  la  media  muestral  es  la  distribución  de 
probabilidad de todos los valores posibles de la media muestral. 

Dada una población con N individuos que poseen 
cierta  propiedad  (altura),  esa  propiedad  o 
variable  tendrá  su  media  poblacional  μ,  aún 
cuando su valor numérico se desconozca.
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Distribución de la media muestral

Muestreo sin reemplazamiento y 
población finita

Muestreo con reemplazamiento o 
población infinita

● El  valor  esperado  de  la  media  muestral  coincide  con  la  media 
poblacional. 

● La varianza de la media muestral disminuye a medida que aumenta el 
tamaño de la muestra (n). 

● La  función  de  distribución  converge  a  la  normal  para  n  tendiendo  a 
infinito (teorema del límite central).
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Intervalos de probabilidad de una media

Se denomina intervalo de probabilidad de una media a aquel 
intervalo    para  el  cual  se  sabe  con  una  confianza  1   que  la α
media muestral se encuentra en dicho intervalo.

El  intervalo  (a,b]  es  un  intervalo  para  la  media  muestral  con 
probabilidad 1  si se verifica:α

α=b)xP(a −≤≤ 1

α=e)+μxeP(μ −≤≤− 1 ][ e+μe,μ −

Al  igual  que  para  proporciones,  para  la  media  el  intervalo  de 
especial  interés  es  el  simétrico  respecto  de  la  media  de  la 
población.
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Intervalos de probabilidad de una media
● Varianza de la población conocida y n grande (n≥30): 

     La distribución muestral se puede aproximar por una normal, (Teor. central del límite)

Muestreo sin reemplazamiento y 
población finita

Muestreo con reemplazamiento o 
población infinita

● Varianza de la población desconocida  y n es pequeña.
No se puede emplear σ2/n, en su  lugar se toma S2/n. Nótese que S2  es una 
variable a aleatoria (depende de la muestra) por lo que               ya no sigue 
una distribución normal tipificada.

En  este  caso,  si  la  distribución  de  partida  es  normal,  se  considera  el 
estadístico  t  que  se  distribuye  según  una  t  de  Student  con  n1  grados  de 
libertad.  
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t de Student, t(n)

Distribución  contínua  con  forma  de  campana,  simétrica  y 
unimodal. El parámetro n se denomina “grados de libertad”.

Eje de simetría en la recta X=0, por lo que su mediana = 0

Cuando n tiende a infinito la distribución t(n) tiende a la N(0,1)

n =1, 4, 16, ∞
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t de Student, t(n)
Los cuantiles de la 
distribución t(n) 
aparecen en muchas 
fórmulas de inferencia 
estadística y se 
aproximan mediante 
tablas o mediante 
programas de 
ordenador. 

R tip
> # t

n1,/2

> qt(0.975, 9)
[1] 2.2622  

n=10
1=0.95



Ejercicio

En  un  instituto  se  sabe  que  la  estatura  de  los  alumnos  se  ajusta  a  una 
N(165,82)  en  cm.  Calcular  la  probabilidad  de  que  la  altura  media  de  64 
alumnos, elegidos al azar, esté entre 163 y 167 cm.
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Estimadores de una media

Como ya se ha mencionado antes, en  la  realidad, el problema más 
frecuente es el  de  la estimación de  los parámetros de  la población. 
Para  ello  se  extrae  de  la  población  una  muestra  de  tamaño  n  y 
conocida ésta se trata de estimar μ.

● Estimación puntual: La media muestral es un buen estimador de la 
media de la población.

No da información alguna de la precisión de la estimación.

● Intervalo  de  confianza:  Determina  entre  que  valores  (a,  b]  se 
encuentra  la  media  de  la  población  μ  con  cierta  probabilidad  o 
certeza (1 ).α

Complementa la estimación puntual precisando la exactitud de la estimación.

α=b)P(a −≤≤ 1µ
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Intervalos de confianza de una media

Si  la  aproximación  normal  no  es  válida  (n  pequeña  y   σ
desconocida), al igual que se hizo con el intervalo de probabilidad, 
es necesario considerar el valor de  la cuasivarianza muestral S2  y 
calcular la variable t, que se distribuye según una t de Student. 

α=b)μP(a −≤≤ 1

Se dice que el intervalo (a,b] es un intervalo de confianza para μ 
al nivel (1 ) si se verifica:α

Usando  la hipótesis de normalidad y de  la misma manera que se 
hizo para las proporciones: 
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Intervalos de confianza de una media

● Varianza de la población conocida y n grande (n≥30): 

● Varianza de la población desconocida y n es pequeña.

Muestreo sin reemplazamiento y 
población finita

Muestreo con reemplazamiento o 
población infinita

)n(N

nN
σz=e α 12/ −

−
n

z=e α

σ
2/

e±x

n

S
t=e n 2/,1 α−
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Tamaño de muestra para estimar media

Al igual que con la proporción, en la realidad el problema que se 
plantea  se  centra  en  estimar  el  tamaño  de  muestra  necesario 
para estimar una media con un error y nivel de confianza dados.

Es decir, se conocen e y 1  y se busca calcular n.α

Si la aproximación Normal no es válida, este cálculo se complica 
ya que n aparece implícitamente en t

n1, /2α
. Además, S2 también es 

desconocido hasta tomar la muestra.

n
z=e α

σ
2/



Ejercicio
Si la vida en horas de una bombilla eléctrica de 75 watios se distribuye 
de forma normal con una desviación típica de 5 horas y elegimos una 
m.a.s. de 30 bombillas cuya vida media es de 1014 horas, se pide:

1. Construir  un  intervalo  de  confianza  para  la  vida  media  de  las 
bombillas con un nivel de significación del 0.05.

2.  Si queremos tener un nivel de confianza del 95% de que el error en 
la estimación de la vida media fuera menor de una hora, ¿Qué tamaño 
de la muestra elegiríamos?
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Estimación de una varianza

La  varianza  poblacional  (σ2)  es  constante  mientras  que  cada 
muestra  puede  tener  una  varianza  o  cuasivarianza  muestral 
(S

n
2, S2) distinta.

S
n

2  y  S2  son  variables  aleatorias  por  lo  que  es  importante 
determinar su distribución

La  distribución  de  la  varianza  (cuasivarianza)  muestral  es  la 
distribución de probabilidad de todos los valores posibles de la 
varianza (cuasivarianza) muestral. 

1x

2
3S4x

2σ
22 ,
n
SS

2
1S

2
4S

2
2S
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Distribución de la varianza muestral

● El valor esperado de  la varianza muestral no coincide  con  la 
varianza poblacional (se dice que es un estimador sesgado)

● El  valor  medio  de  las  cuasivarianzas  muestrales  si  coincide 
con el de la varianza de la población (estimador centrado).

       [ Esta es la razón de haber introducido este estadístico en estadística descriptiva! ]

● Las  varianzas  de  la  varianza  y  la  cuasivarianza  muestral 
tienden a cero cuando n tiende a infinito. 

µ
4
 es el momento de orden cuatro respecto de la media:
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Intervalos de probabilidad de una varianza

Se  denomina  intervalo  de  probabilidad  de  una  varianza  a 
aquel intervalo  para el cual se sabe con una confianza 1  que α
la varianza muestral se encuentra en dicho intervalo.

Para  el  caso  de  la  varianza  y  cuasivarianza  muestrales,  no 
existe  una  distribución  a  la  que  converjan  todos  los  casos 
posibles de distribución poblacional. 

La  distribución  de  la  varianza  o  cuasivarianza  muestral 
depende  en  alto  grado  de  cual  sea  la  distribución poblacional 
de partida. 

Para  simplificar  vamos  a  considerar  en  lo  que  sigue  sólo  el 
caso de población normal. 

α=b)SP(a n −≤≤ 12
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Si  asumimos  que  la  población  sigue  una  distribución  N(µ,  σ2), 
entonces la variable aleatoria

Intervalos de probabilidad de una varianza
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Distribución Chicuadrado, 2(n)

Es una distribución contínua, que sólo toma valores positivos. 
Por lo tanto, NO es simétrica.

Es la distribución que sigue la suma de n variables aleatorias 
independientes N(0,1) elevadas al cuadrado. El parámetro n 
se denomina grados de libertad.
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Si  asumimos  que  la  población  sigue  una  distribución  N(µ,  σ2), 
entonces la variable aleatoria

Por tanto:

Pero  hay  infinitos  valores  de  a  y  b  que  cumplen  esta    relación 
para una confianza dada.

≤ ≤

Intervalos de probabilidad de una varianza
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Intervalos de probabilidad de una varianza

Al  no  ser  simétrica  la  distribución, 
este NO es el intervalo más pequeño 
para una confianza dada. Sólamente 
es el más sencillo de calcular. 
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Intervalos de probabilidad de una varianza
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2
n1,/2

2
n1,1/2

Intervalos de probabilidad de una varianza

n=30

R tip
> # 2

n1,/2

> qchisq(0.05,29)
> # 2

n1,1/2

> qchisq(0.95,29)
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Para la cuasivarianza el intervalo de probabilidad se calcularía de la 
misma manera:

n−1 S2

σ 2

sigue  una  distribución  Chicuadrado  con  n1 
grados de libertad, 

El intervalo de probabilidad vendría dado de la forma:

Intervalos de probabilidad de una cuasivarianza
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Estimadores de una varianza

En  la  realidad, el problema más  frecuente es el de  la estimación de 
los  parámetros  de  la  población.  Para  ello  se  extrae  de  la  población 
una muestra de tamaño n y conocida ésta se trata de estimar σ2.

● Estimación  puntual:  La  varianza  y  cuasivarianza  muestral  son 
buenos estimadores de la varianza de la población. La cuasivarianza 
tiene la ventaja de se un estimador centrado de σ2. 

No da información alguna de la precisión de la estimación.

● Intervalo  de  confianza:  Determina  entre  que  valores  (a,  b]  se 
encuentra  la  varianza  de  la  población  con  cierta  probabilidad  o 
certeza (1 ).α

Complementa la estimación puntual precisando la exactitud de la estimación.

α=b)P(a −≤≤ 12σ

S2 σ2
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De la misma manera que se hizo para el intervalo de probabilidad (1 ):

es un intervalo de confianza para la varianza poblacional si la población 
de partida es normal. Por la definición de la cuasivarianza muestral, este 
intervalo también se puede escribir como:

Intervalos de confianza de una varianza



Ejercicio

Se sabe que el peso por bloque de un cierto preparado de hormigón 
se distribuye de forma normal. Con el objeto de estudiar la varianza de 
la  distribución,  se  extrae  una  m.a.s  de  6  bloques.  Sabiendo  que  la 
varianza  muestral  es  igual  a  40,  estimar  la  varianza  poblacional 
mediante un intervalo de confianza al 90%.
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