maticas

RESUMEN TEO

Nimeros Complejos

Elena Alvarez Saiz

Dpto. Matemética Aplicada y C. Computacion

Universidad de Cantabria




Ingenieria de Telecomunicacién

Teoria: Nimeros Complejos

Fundamentos Matematicos I

Necesidad de ampliar el conjunto de los nimeros reales

Primera cuestion: éHay alglin nimero que al elevarlo al cuadrado dé -17 éPuedo calcular |a raiz cuadrada de -
1? Puedes pulsar aqui para conocer un poco mas sobre cémo surgid la necesidad de plantearse estas

preguntas.

e Es claro que no podemos buscar dentro de los ndmeros reales ya que cada
namero real al elevarlo al cuadrado siempre es positivo.

e Debemos entonces inventarnos un ndmero nuevo cuyo cuadrado sea -1. Vamos 3
llamarlo i, unidad imaginaria.

cDonde representar este nuevo numero?

* No puedo hacerlo en la recta real, tiene que estar fuera.
Hagamos lo siguiente, dibujemos un eje perpendicular al eje real
vy cologuémosle ahi. Eje imaginario
+ Asi, siguiendo la misma idea que se utiliza para representar los i
numeros reales, podriamos situar los puntos -i, 2i, 3i, ... en el 5
eje vertical en el que hemos colocado a la unidad imaginaria:
« De esa manera se tendrian ya dibujados los ndmeros bi siendo b i
real. A todos estos ndmeros los llamaremos imaginarios & v al
eje vertical en el que se pueden representar lo llamaremos EJE 1
IMAGINARIO. i

2 3 Eie real

Estos ndmeros imaginarios forman parte de un conjunto mas grande
que llamaremos ndmeros complejos v que seran objeto de estudio
en este modulo.

Definicién

El conjunto de los ntimeros complejos se define como el conjunto R? con la suma y el

producto complejo definido anteriormente. Es decir, C = (R?,+,*).
- Adicién de Complejos
Se define:  (a, b)+(c, d)=(a+c , b+d)
Ejemplo (2, 3)+(3,8)=(2+3 , 3+38)

Multiplicacién de Complejos

Se define: (a, b) *(c, d) = <a-c -b-d, a-d + b-c)
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Ejemplo (3 , 5)*[2, %] = [3.2_ 5.% , 3.% + 5.

[\V]

- k9

Vamos a definir ahora los inversos para estas dos operaciones:

u Inverso Aditivo (opuesto):
Dado (a , b) su opuesto es: (—a , - b)
Ejemplo: Entonces (—2 , 5) su inverso (2 , - 5). Observar que:

(-2.5)+(2, -5)=(0,0)

u Inverso Multiplicativo:
. a -b
Dado (a , b) = (0,0) su inverso es: [ , ]
a? +0*  a* 4+
Ejemplo: Entonces (—2 , 5) su inverso [;—9 , ;—9] Observar que:

(-29)* (5 52| (0)

- Sustraccion de complejos
La resta de dos complejos no es mds que sumar al primero el opuesto del segundo

(a , b)—(c , d) = (a , b) + (—c ,—d) = (a—c , b—d)
Ejemplo

(10, 12)—(8 , 15) = (10, 12) + (-8, —15) = (2, —3)

- Divisién de complejos

El cociente de dos complejos no es mas que multiplicar al primero el inverso del segundo

siempre que éste no sea nulo

c —d ] _ [ac~|—bd bc—ad]
E+d | E 4
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Ejemplo

R I R )

Producto por un niimero de la forma: ()\,0)
(A, 0)%(a, b) = (Aa=0b,0a+Ab) = (Xa M) = A(a,b)

Luego podemos identificar a los nimeros con segunda componente cero con los mimeros

reales.

Forma binémica

Hasta ahora hemos considerado los nimeros complejos expresados en forma de “par ordenado”

vamos a ver otra forma de expresar un niimero complejo.
Llamemos unidad imaginaria i = (0, 1) es fcil ver que:

(o, b) = (a,0)+(0,b)= (a,0)+(b0)*(0,1)=a+bi
Ejemplo: Entonces

[—9, —|—%] su forma binémica es -9 + §z

Es facil ver que ¢ = i*i = (O, 1) * (O, 1) = (—1,0) =-1.

Importante: Para operar con niumeros complejos dados en forma bindmica se siguen las

mismas reglas de las operaciones en el campo real teniendo en cuenta que > = -1
Entonces

(a + bi)+(c +di)=(a+c )+(b+d)i
y para la multiplicacién:

<a + bi) (c + di) = ac + adi + bic + bdi®

=ac — bd —|—(ad+bc) )
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Con esta nueva notacién podemos escribir C = {a +bi/abe R}

Dado un nimero complejo z = a + bi se llama parte real de z al valor real Re(z) =a 'y

parte imaginaria al valor real Im(z) = b. Por lo tanto,
z = Re(z) + iIm(z)

Si la parte real de un nidmero complejo es cero se le llama Imaginario puro y si es cero

la parte imaginaria se trata de un nimero real.

a=0 = 04+ = b —  Imaginario Puro

a + bi st
+ - b=0 = a+4+0 = a — Que representa un N° Real

Representaciéon grifica de nimeros complejos

Fijado en el plano un sistema de coordenadas cartesianas ortogonales, los nimeros complejos
pueden representarse mediante puntos de ese plano, haciendo corresponder a cada nimero

complejo, un punto en el plano.

e Eleje “ 27 lo llamaremos Eje Real y sobre él se representa la parte real del numero.

e Al eje “ y 7 lo llamaremos Eje Imaginario y sobre él representaremos la parte
imaginaria

EJE |TMAGINARIO

Z=( -2.5 1+(2.6 11

b=Ini=z)

EJE FEAL

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>




Ingenierfa de Telecomunicacién

Teoria: Nimeros Complejos

Fundamentos Matematicos I

Siguiendo con el tema de la representacién grifica de un complejo, otra manera es la que se
llama Representacién Vectorial. A cada punto del plano le corresponde un Vector, de origen

O y extremo Z, siendo O el origen de las coordenadas.

“A cada mimero complejo le corresponde un wvector y a cada wvector le corresponde un

complejo”

Interpretacion geométrica de la suma

Dados dos complejos vectorialmente, la suma de ambos se realiza utilizando la regla del

paralelogramo.

zl=a+hi
zia=c+di zl4zZ

zl

zl-z2

E.O0+(3 i L.0+(3.1
-l 0+02.001 + -l.0+i2.001i -
4. 0+(5.0)1 .0+l 001
STMA 1 FESTA

El gréfico muestra una interpretaciéon geométrica de la suma vectorial de 2 nimeros, aplicando

la regla del paralelogramo.

Ejemplo: Suma como traslacién: En el grafico estd representado el tridngulo de vértices 0, P1

y P2 en azul y en verde el triangulo de vértices: w, w+P1, w+P2.
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PL + w

Iz o+ 7 1

En werde aparece el triangulo trasladado.
w=a+hbi=-3.00+1.001

Ejercicio: Dar la interpretacién vectorial de la resta.

Dado el nimero complejo z = z + iy su conjugado es el nimero complejo z = = — yi

Se verifican las siguientes propiedades:

—
[\

~—
N
|

z oz=z4+0i R

(3) z2=—2 ©2=0+biconbeR

(4) z+;=2Re(z) z—z=i2Im(z)

Ejercicio: Probar estas propiedades del conjugado.
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Dado: z = a + bi llamamos médulo de Z al niimero real positivo: ++/z? + 1>

2je imagiharia
15
z
E=za+hi=3 +{8)i
. 2 = 2
For Pitagoras: |2 =& +h
|z =543 Z| b
-5 a 5
eje real

Y se expresa: |Z| = |z| =22 + 92

Interpretacién del mddulo como distancia: Si z,w € C entonces |z — w| representa la

distancia entre z y w

Propiedades del médulo: Si z,w € C
(1) |z|20,|z|=0@z=0
(2) Desigualdad triangular: |z + w| < |z| + |w|

Demostracién geométrica:
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z = athi= 5.00 + [3.00)171
w=c+di = -1.00 + (Z.000) 4
|lz]= L&.83
|wl= Z2.24 1 =+
lz4w|= &.40

2,24

=

G,
L. a3
i]

En un tridngulo la longitud de uno de los lados es siempre menor que la suma de los

otros dos lados.

@ [l =lul[ <]z -l

@ |Re(:)]<[el ¢ Jm(z)|<]e] 5| ] <[Re(z)] +[m(2)
CENERE

© | =22

@ |zu]=]=] v]

® [t

2 2 2 2
(9) Regla del paralelogramo: |z—|—w| +|z—w| :2[|z | +| w| ]
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|z] =5.83
] =4.1Z2
2 (1212 + |ulZ)
| z+ur | =&. 43
| z4w|=5. 66
|z+t-1|2 +|z—t-1|2

102,00

10Z.00

| z+w

iniciul a :I: 5.0 b :I: 3.0 ¢ :I: Lo a 2-au0

Ejercicio: Demostrar estas propiedades del médulo.

Eje imaginario
z=1.00 + (1.00) 1 E
Aroumento: 0.79 rad 45.00%
Madulo: 1.41

-2 2
Eje real

Por ultimo nos queda el argumento de un nimero complejo que lo definimos como la medida
del dngulo @ en radianes formado por el semieje positivo de las x y el vector que representa al

complejo.

Es decir, el argumento del nimero complejo no nulo z = z + yies cualquier nimero ¢ que

verifique:

z=x+yi= |Z|cosgo + i|Z|sengp = |Z|<cos<p + isengp)

Como las funciones seno y coseno son periédicas de periodo 27, el argumento de 7

estd definido salvo miltiplos de 27 . Con otras palabras hay una infinidad de argumentos de z,
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pero dos cualesquiera de ellos difiere en  un miiltiplo de 27. Si ¢ € (—7r,7r] se dice que el

argumento es principal.

eje imaginario

-1

Para poder obtener ¢ de un nimero complejo dado en forma binémica, tenemos que tener en

cuenta el cuadrante en el que se representa dicho nimero.

] siendo el signo de @ el

Dado: Z =z + yi su argumento se obtiene por ¢ = arc tg [E
x

mismo que el de y.

Entonces (p , @) son las coordenadas polares de Z donde
P E—

Se escribe z = Py -

Forma trigonométrica de un nimero complejo

Vamos a ver ahora una nueva forma de representar un nuimero complejo: su forma

trigonométrica. Si tenemos: z = x + y i su representaciéon permite escribir
X= p- COS @

y = p-sen @
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Reemplazando por los segundos miembros de x e y en la forma binémica:

Z=z+yi = Z:p(cosgo + sencpi)

Operaciones en forma trigonométrica

Multiplicacion: Consideramos
71 =r(Cosqy +izengy) Zp=rFe(COSQs +izanQs)
Si multiplicamos estos dos numeros complejos:
717 =FFe[(COS@C0sps - 58n@ 580 s ) + (COSQL3eR (e + 580D COSPe ]
Teniendo en cuenta las farmulas del seno y del coseno de la suma se deduce que:
712z = Fpre[cos(py + @) + zeniipy + Do i
Por lo tanto,

El médulo del producto de dos ndmercs complejos es el producto de sus
mddulos y el argumento es la suma de sus argumentos.

Division: Consideramos
Z1=r{Cospy +isenpy) Zo = r2(COs@s +i5enps)

Si dividimos estos dos ndmeros complejos:

zy _ Fifcospy+isenpy]  rq(oosgy + senpy Jieosps —i sengs)

Zz  rolcospn+isenps) ra

AN
o {’2[(

COSIPCOSPs + S8R 5en Py ) + (S8R COSPe — COSPsenfs )]
Teniendo en cuenta las formulas del seno y del coseno de la diferencia se deduce que:

Al g

cos(ipy — Pzl +5enimy — 0z )]
gz 2

Por lo tanto,

El médulo del cociente de dos ndmeros complejos es el cociente de sus
médulos y el argumento es la diferencia de sus argumentos.

Interpretacion geométrica del producto

e Multiplicar por un nimero complejo de médulo 1
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arg(z)=0.79 rad =45.00"
arg(wl=3.14 rad = 130.00° -z
argl(z*w)=-2.36 rad = -135.00°

z%w 23 el resultado de girar = un anogdlo ical al arg(w)

inicio arg ilS.l-’-l

H

Multiplicar por un nimero complejo cualquiera: El afijo de z*w se obtiene girando el
afijo de z un dngulo en radianes igual al argumento de w y al resultado hacer una

dilatacién de valor |w|

=¥
4
w
z
-4 -2 2 4

argl(z)=0.48 rad =26.57"
arg(w)=1.05 rad = &0,00%
argl(z*wi=1.51 rad = &6.537°

-z

inicil:ul | :l: 2.00 arg(w) :l: 1.05 H1|II|
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MULTIPLICACION: Dados dos nimeros complejos en forma
polar:

Z:|_=."q:, Z3 =54
su producto es el ndmero complejo
7127 = S hpta
Ejemplo:
4 -7 =285
4 & 1z

DIVISION: Dados dos nimeros complejos en forma polar:

zl=|rq:| 22 =Sa

su cociente es el nimero complejo
1

== ={r/shp-

2= (/-
Ejemplo:

6o

3

—2=3q

21 =

o 1z
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Potencias: Féormula de Moivre

Consideramos z un ndmero complejo de mddulo r vy argumento @. Entonces
podemos escribir:

Z=rlcosp+isenp)

multiplicando z por si mismo n veces se tendra:

z0 = [Fleosp+i senp)]” = FP(cos(rp) +isen(np))

donde se ha utilizado que el resultado de multiplicar dos ndmeros complejos es
otro namero complejo de médulo el producto de los médulos de los factores y de
argumento la suma de los argumentos de los factores. Esta formula se conoce
con el nombre de formula de Moivre.

Abraham de Moivre (1667-1754)
Ejemplo: Siz=1+/ entonces

24
7242 i1 +J']|24 = [E[EDS% + J'SEH%]]

724 _ (..,'Ej24(c05{61'1} +isen(GIT)) = 217

Funcién exponencial. Forma exponencial.
Utilizando la férmula de Euler
e = cosy + iseny siendo ¢ € R

se define la funcién exponencial de z = x + iy como

e ="t = ¢ (cosy + iseny)

A partir de la forma trigonométrica podemos encontrar la forma exponencial de un nimero

complejo ya que
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z = r(cos<p + isemp) = re’¥ siendo r = |z| o = arg(z)

PROPIEDADES.- Si z,w € C se cumplen las siguientes propiedades

(i)
(iv)
(vii)

(ix)
(z)

et = e (ii) el =1 (iii) e =1 i
e_z e (v) e*| = eRel?) (vi) arge’ = Im(z)
Re(ez) = Re(e‘”bi) = ¢® cosb (viii) Im(ez) = Im(e““i) = e"senb

La funcién exponencial es periédica de periodo2mi. Esta propiedad afirma que los

valores que toma la funcién exponencial en la banda de la figura son los que toma fuera de

ella.

Ejercicio: Demostrar las propiedades de la funcién exponencial.

=
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Raices enésimas

Mediante |la férmula de Moivre podemos calcular las potencias de base un ndmero complejo v de exponente
un nimero entero. Veamos ahora como calcular las potencias con exponente un nimero fraccionario. Si m/n
es un numero fraccionario, observamos que

win (wm)lm

¢ El valor de w™ se puede obtener por la férmula de Moivre.

¢ El problema se reduce a calcular entonces las raices n-ésimas de un numero complejo: Zlino a7,

Veamos cémo hacerlo empezando con un ejemplo: imagina gque quieres calcular las raices sextas
de -1.

Tienes que determinar los nimeros z tales que z5=-1. Sir es el médulo de z y

su argumento utilizando la representacion de los nimeros complejos en forma
trigonométrica se tendra que cumplir la igualdad:

[F(CDSLD+J'SE.V?£D)]6= 1(cos [T +Hsen 1)
Utilizando la férmula de Moivre para calcular las potencias de un nimero complejo
rBicos Gip +isentp) = 1(cos I +Hsen I
Igualando los médulos y los argumentos
=1 Bp=TI+2kT1 , ke
Por lo tanto todos los nimeros complejos de médulo r=%1=1 y argumento:

TI+2&11
p= —

= ke R

son raices sextas de -1.

Las raices n-ésimas de un nimero complejo w son n ndmeros complejos que tienen de médulo |a raiz n-ésima
del médulo de z y por argumento tomando k valores enteros desde 0 hasta n-1.

zk=”4'|w| &=0,1,2,.n-1
arg{wi+2k T1
o

Observa que las raices enésimas de un complejo de médulo r estdn distribuidas regularmente

en una circunferencia de radio ¥r .

Logaritmo neperiano

Se define el logaritmo neperiano de z € C como el valor complejo w que cumple e’ = z. Siw

=a+ biy z=r (cos ¢ + isen ¢ ) entonces
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r = e’

b=¢+2%kr keZ

Se define el logaritmo neperiano de un nimero complejo z e © como el valor complejo
w tal que e¥ ==z,

SI w=3+bi y z=r{cosp+isenp) entonces para calcular el logaritmo neperianc de z se ha
de encontrar los nimeros reales a y b de forma que

et _ ricos i+ isen)
es decir,
e3cash +isenb) = ricos g+ iseng)
Igualando médulos v argumentos
r=g%
b=p+Z2kIT , keZ
Por lo tanto,

a=Ilogr b=p+2kII , keZ
w=logz=logr+ip+24T1) , ke &
Motacion.- Utilizaremos |a notacion de Log

para el logaritmo neperiano complejo vy log
para el logaritmo neperiano real.

Esto significa que cada numero complejo tiene infinitos logaritmos neperiancs. Para cada
valor de k se tiene una determinacion o rama de la funcidn logartmo.

Esto significa que un nimero complejo tiene infinitos logaritmos neperianos. Para cada valor
de k se tiene una determinacién o rama de la funcién neperiano. Si k=0 se obtiene la rama

principal.

Potencias complejas

Si se tienen z" con z, w € C se define

P ewlogz

Conviene observar que como el logaritmo neperiano de un ntmero complejo tiene
infinitos valores, entonces existen infinitos valores para las potencias complejas. Se llamara

principal a aquella que corresponde al valor principal de log z.
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Podemos definir en este momento el logaritmo de un ntimero complejo w cuando la base no es

el nimero e sino otro nimero complejo z. Si z,w € C se define el logaritmo en base z de w
como

log, w = log w

log z

Nota: Se define igual que en R .

1
log, w =1t 2 =w<tlogz =logw &t = o8 W
log z

De la misma forma que hemos ampliado al campo complejo las funciones exponencial y

logaritmo en este apartado vamos a extender las funciones trigonométricas a los complejos.

En primer lugar observamos que si @ € R entonces se tiene

€'’ = cosa + isena

e " = cosa — isena

Por lo tanto,

e +e ' =2cosa

e’ —e ™ = 2sena

Extendiendo estas férmulas al campo complejo definimos el seno y el coseno complejos

eZZ + e—ZZ eZZ —1Z
_ senz = -
2 21

COS z =

A partir del seno y el coseno queda definido también la tangente y la cotangente
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senz . e”® —e ) T
tgz = = —j— - siz=—+kr keZ
CcoS z (e“ + e ¥ ) 2
CoS 2z e f e .
cot gz = =1 4+ - siz=kr kel
sen z (ezz o e—zz)

PROPIEDADES.- Si z,w € C se cumple

(i) sen’z 4 cos? z = 1
(ii) sen(z + w) = senz cosw + Cos z senw
(iii) cos(z + w) = COS 2 COSW — Senz senw

(iv) sen(z)zO & z=kr kel

(v) cos(z>:0 @z:§+k7r kelZ
(vi) Las funciones seno y coseno son periddicas de periodo 27 :
sen(z + 2/~c7r) = sen(z) , cos(z + 2k7r) = cos(z)

IMPORTANTE: Hay que hacer notar que aunque en R el seno y el coseno toman valores

entre -1 y 1, en C no es cierto.

Funciones hiperbdélicas

Las funciones hiperbdlicas se pueden definir también por analogia con las funciones circulares,

tomando como referencia una hipérbola equildtera unidad, x2—y2:1, en lugar de una
circunferencia. De esta forma el seno hiperbdlico es la razén entre la ordenada correspondiente

y el semieje transverso de una hipérbola equildtera unidad.

En la figura se representa el seno y el coseno hiperbélico y su analogia con el seno y coseno

trigonométricos.
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F{0.71,0.71)

sent

ozt 1

®=cos(t)=0.71
v=sen(t)=0.71
.19 rad =45.00°

£ =0
iniI:iCll angqulo en radianes iltl.?g

Tlu=coshi(t)=3.75
y=senh(t)=3.63
15
Fi3.76,3.63)
Jenh t
-10 -5 Cosh t© 5
' ' e
-5

inicio | t %l 2.00
Sea t € R entonces las funciones hiperbdlicas reales se definen de la forma:

t —t t ot
cnt = & e Sht:%

Extendiendo estas férmulas al campo complejo definimos el seno y el coseno hiperbdlicos. Si
z € C se define
2 672

Chy = & 1€~ Shz:e_T

A partir del seno y el coseno queda definido también la tangente y la cotangente
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The =12 o€ =€ 4 w(ok+1)%i keR
Chz et +e* 2
C’othz:%:i si z2=kwi kel
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Se verifican las formulas fundamentales como enuncia la proposicién siguiente.

PROPOSICION.- Si z,w € C se cumple
0 Ch*z — Sh*z =1

(i)  Sh(z+w)= ShzChw + Chz Shw
(ili)  Ch(z+ w) = Chz Chw + Shz Shw

(iv)  Sh(z)=0 & z=kmri, kel

(v)  Ch(z)=0 @zz(%—i—l)gi,keZ

(vi) Las funciones seno y coseno hiperbdlicos son periédicas de periodo 27i , es decir, se

verifica Sh(z + 2kmi) = Shz  Ch(z + 2kmi) = Chz , k € Z

Ejercicio: Demostrar estas propiedades de las funciones hiperbdlicas complejas.

Relacién entre las funciones hiperbdlicas y las funciones trigonométricas:

Ch(z):cos<iz) Sh(z):—isen<iz)

Funciones polinémicas. Teorema Fundamental del Algebra
A menudo en la préactica necesitamos resolver ecuaciones polinémicas de la forma
p(z) =a, +az+ a2z2 +..+a,2" =0 con a, €C
Si se tiene el polinomio

p(z) =a, +az+ (12z2 +..+a,2" con a,€C, a, =0
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e al nimero natural "n" se le llama grado del polinomio no nulo y

® al coeficiente "a,," coeficiente director.

En el estudio que realizaremos de los polinomios nos centraremos principalmente en el célculo

de sus raices.

Se dice que un nimero complejo a es raiz del polinomio
p(z) =a, + a2+ a2z2 +...+a,2"

si p(a) =a, + a0+ a,a® +...+a,a" =0

Ejemplo: Dado el polinomio p(z) =14 2% el punto a = i es rafz ya que p(z) =14 =0

PROPOSICION.- El niimero complejo "a" es rafz del polinomio
p(z) =a, +az+ a222 +..+a,2"

si y solamente si dicho polinomio es divisible por q(z) =z—a.

PROPOSICION.- Sea p(z) =a, +az + a2z2 +..+a,2" un polinomio con todos los

coeficientes reales. Entonces si z, es una rafz compleja también lo es su conjugada.

TEOREMA (FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA).- Un polinomio
p(z) =a, + a2+ a2z2 +..+a,2"
con coeficientes en C se puede escribir de la forma
kl kZ kT'
p(z) = an<z—z1) (z—zz) ...(z—zr) con bk +k +..+k =n

(k; es la multiplicidad de la raiz z;)
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Observacién: Este teorema se expresa a menudo diciendo que un polinomio con coeficientes en
C de grado n en una indeterminada tiene n raices complejas. Sin embargo este teorema no da

ningin método para su célculo.

Se conocen férmulas generales para calcular las raices de un polinomio de grado dos, tres y
cuatro, y se ha demostrado la imposibilidad de obtener férmulas generales para el cédlculo de

las rafces de polinomios de grado mayor o igual a cinco.

Nota: Si detectas algin error o errata ponte en contacto con la profesora para su correccion.
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