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Interpretacion geométrica de la suma y el producto

. . Z + z .
Si 2, y 2, son complejos, ;qué representa el niimero % ., Cudl es el lugar geométrico de los puntos

Az + pz, si Ay p son reales y verifican A + p =17

Solucién:

Gréficamente el afijo del nimero complejo

2 2 2

Zp + 2y _x1~|—x2+iy1~|—y2

representa el punto medio del vector que une el origen con el afijo del numero

complejo z + z,

® Los puntos de la forma Az + jz,son los puntos de la recta

Az + pz, =(1—,u)z1 + pzy = 2 +,u(z2 —zl)

es decir, la recta que pasa por z; y cuyo vector director es z, — 7 .

| Demuéstrese que si los puntos 2z, z,, z; son los vértices de un tridngulo equildtero, entonces:

2 2 2_
2 + Zy + 23°= 2%y + 2123 + ZyZq

iarg(z, —2;) )
z3_21:|z3—z1|e _ Ty i
— iarg(z, —z
2y — 2 |z —z|e 2z —2)
2 1
| _ | iarg(zl—zz) )
T T e W] b :e%z
Zy — 2 |z3 — 2, eiarg(%*Zl)

ya que

arg(z3 — zl) = arg<22 — zl> +§
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arg(z3 — z2) +§ = arg;(z1 — z2)
Por lo tanto,

_ 2 _ _ 22
= = 2z ZZg T ZoZy T 292 = 292 — 2y 2"+ 22y =

2 2 2 _
= Z +z2 +z3 —z1z2+z1z3+z2z3

Veamos si es cierto o no el reciproco, es decir, veamos si es cierto que dados 2z, z,, 253 son

los tres diferentes verificando =z 2 aF Z 2 aF Z 2= % AP B AP Zp entonces forman un
1 2 3 172 173 273

tridngulo equilétero.

o 0z 2 . i 2
Se realiza la traslacién del triangulo llevando zo al origen: z = z — z,. Los nimeros son

ahora:
* ok
{O,z2 — 2,23 — zl} = {O,zQ,z3}
: 2 2 2_
Entonces, la igualdad z,° + 2,° + 2;°= 2,2, + 2,23 + 2,2, se transforma en

ok *9 *9
Zy 23 =2tz

despejando
*9 * % *9 * 1/ « *9 *9
Bl = By B AF %y = = Za = —| 2, ++/2,° — 4z =
3 2 73 2 3 2 2 2
resolvemos 2
la ecuacion

de sequndo
*
grado en 2z,

*

= z3:%(z;:|:\/§zz;) = z;:z; %i%\/gz

* P . 1 1 . .
Esto significa que z; es z, girado g radianes (60 grados) y como | = % 5\/31, =1 se tiene

que ‘z;‘ = ‘z; ‘ Por lo tanto, {0, z;,z;} forman un tridngulo equildtero lo que significa que

* *
{zl,z2 + 2,2 + 2 — zl} = {zl,z2,z3}.

Un triangulo equildtero tiene su centro en el origen y un vértice en el punto (1,0). Determinar los otros
dos vértices.
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Los dngulos que forman dos lados de un tridngulo equildtero son de T radianes, luego hay que

T w27 L. i .
avanzar 3 + 5 = ? Por lo tanto, como uno de los vértices es z; = 1 = e*™ | se tiene que

.2, 27, _
2 :(32”@/326/3:cos2—7r+z'sen2—7rz—1+£z'
? 3 3 2 2

_ ———

. 2mi/ 2mi, 43, 4 4 -1 \/_
2z, = e*Me /36/3:e 3 :c08§+z'sen; 5 33'

son los otros dos. En forma bindémica

ol %5 %-3)

Otra forma: Podfa haberse resuelto el problema observando si los afijos de z, z,, z; forman

un tridngulo equildtero entonces

|21|:|z2|:|z3|

R _— — e

y el dngulo entre 0z y 0z, es el mismo que entre 0z, y 0z; y el mismo que entre Oz, y

—_—

0z, . Por esta razén los tres vértices son las tres rafces ciibicas de la unidad. En efecto,

2k .
i3’ 0i 2/ dr/i
l=e3 k=012 = 2z =¢€", z,=¢/3 ,2z,=¢/3

Coordenadas complejas conjugadas

Hallese la ecuacion de la circunferencia

a(x® +y?) +2bz +2cy +d =0

en funcién de las coordenadas complejas conjugadas (es decir, en funcién de z y de su conjugado)

Sea z = x +iyy z = x — iyentonces

Z+z z—2z
=z

2 2

=y x2+y2=|z

Sustituyendo en la ecuacién dada de la circunferencia
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ot

ztz + 2¢ - +d=0 & az;—i—bz—l—b;—ciz—i—ci;—i—d:O =

az ;) +2b

21

[}

& az;~|—z(b—cz‘)+;(b+ci)+d:0

Moédulo

Indicar si es correcto o falso el enunciado siguiente, razonando la respuesta:
Sean z,z, € C de médulo 1, entonces

|zl+z2|:2 S 2 = 7

= Como z,z, € C de médulo 1, llamando ¢ = arg(zl) y Y= arg(zQ) en forma

exponencial serdn 2, = € y z, = e . Luego,

|z1 +22| :\/(zl +z2)<z1 +z2) :\/(z1 +z2)(z1 +Z2) =

= \/zlzl T2zt 2 = \/2 t 212 + %2

En consecuencia,

— — 22y T 2y —
|z1~|—z2|:2 S 2422 +22 =4 & %:1 & Re(zlzg):l &

o Re(ei(¢_¢)) —1 & cos(p—p)=1 & ¢=¢+2%n
y, por tanto, como z = e’y 2y = e la tltima afirmacién es lo mismo que decir,

= %y -

= La implicacién en el sentido < es trivial ya que

si 2 = z, entonces z + z, = 2z, y, por tanto |z1 + z2| = 2|z1| =2

Otra forma.- También puede realizarse la demostraciéon simplemente operando en forma

binémica. Teniendo en cuenta que z y 2z, son de médulo unidad su representacién es
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2 = cos ¢ + iseng zy = cosy + iseny)

se cumplird

2 = |z1 + z2| = \/(cos¢ + cos1/1)2 + (sen¢ + sem,b)2

operando,
2 = \/cos2 ¢ 4 cos®> P + 2cos pcostp + sen’¢ + sen’p + 2sendsent) =
= \/2 + 2<cos¢cos1/} + senq&senw) = JE\/HTM
Luego,

2:|zl+22| & 4=|z1~|—22|2 & 1=cos<¢—w) &

& o—Y=20%kr & p=9v+2%kr & 2z =z
[pm\" I‘zipt‘iteisis
21 |=| 2 |=

y, por tanto z; = z,.

Dos niimeros complejos no nulos son tales que |z1 + z2| = |z1 = % | Probar que / es imaginario.
z
2

Método 1.- Por hipétesis,

2 2
|zl+zz|:|zl—z2| = |z1+z2| :|z1—22| =

= (zl +22)(z1 ~|—z2) = (zl —z2)(zl —z2) =

< 2% + 21 %y + 292 + ZoZy = R — 2[Ry — %97 + ZyZy &

& 2(zlz2+22z1):0 & Re(zlz2)20

luego

Re(zzzl) + iIm(zzzl) B _Im(zQZl)

A _ R4

2 o o 2 2
1%1 |Z1| |z1|

donde se ha aplicado que Re(z1 z2) = 0 y, por tanto, % es imaginario.
2
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Método 2.- Sea
2z =a+bi 2y = ¢+ di

z_2_(c—|—di)<a—bi) ca+db+i(da—cb) o+ db . da—ch

zl_(a+bi)<a—bi)_ a? + b2 _a2~|—b2+za2+b2 2

Por otro lado, por hipétesis
|2 + 2| =2 — 2|
luego,
l(a+e)+i(b+d)|=|(a—c)+i(b—d)| & (a+c)f +O0+d? =(@—c +(b-d &
& a?+c 2+ +d*+2d=0a>+ —2ac+ b +d°-20d =
& dac = —4bd & ac = —bd
Finalmente, sustituyendo en (1)

Zy .da —cb

2 a® 4 b*

que demuestra que es un nimero imaginario puro.

Calcular el valor de a y b para que @ sea real y de médulo unidad

-3

Operando

_ (3b—20i)(4+3i) _ 120 —8ai + 9bi +6a _ 12 +6a 9 —8a

(4 —3i)(4 4 3i) 16 4 9 25 25

e Sise quiere que sea real

B8 g = g-8Sa=0 = bh="2
25 9

e Si ademds es de moédulo uno

1—2b2~|5—6a:1 = 12b + 6a =25 = %4—6@:25 = a:§

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>



!

Ingenierfa de Telecomunicacién

Ejercicios: Numeros Complejos

Fundamentos Matematicos I

‘r

Luego, los valores pedidos son

Lugares geométricos

Describir los conjuntos de puntos del plano determinados por las siguientes ecuaciones

(a) |z—2i|§1

Sea z = a + bi entonces z — 2i = a + (b — 2)i, se cumplird

|z—2i|<1 & Vo> +(0-27<1 & a®+(b-27<1

El conjunto buscado es el interior del circulo de centro (0,2) y radio 1.

(b) |z—2|>]z—3
Seaz = x + iy entonces z —2 = (z—2)+iy y 2 —3 = (z — 3) + iy, sus médulos

|z—2|:\/(x—2)2+y2 |z—3|:\/(x—3)2+y2

y por tanto,
|z—2|>|z—3| s @T-22+y*>@-3+y &
2 _ 2 2 _ 2 5

S r4+d4-dx+y > +9-6z+y & 20>5& $>A
La solucién es el conjunto

Rz{x+iy/x>5/2,x,y€§R}

© |z=1+]z+3]=10

Forma 1: Por definicién de elipse se trata de una elipse de focos los puntos 1 y =3 y semieje

mayor 5
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Forma 2: Sea z =z + iy, entonces z —1 = (x — 1)+ iy, z + 3 = (x + 3) + iy, luego

=1 +]z 43 =10 & (210 + 42 +4(z+3) +4* =10

Pasando una de las raices al segundo miembro y elevando al cuadrado
2 2 ¥
(z-1) +4° =[10— (z+3) +y2]
2 +1 -2z +y> =100 + (z + 3)* + > — 20 <x+3)2 +
—82 —108 = —20\(z + 3)° + ¢

20 +27 = 5\(z +3)" + ¢
Elevando nuevamente al cuadrado,
(20 +27) = 25((3: +3) + yz)
42? 4+ 2724108z = 25(z + 3)* + ¢* = 25(2° + 9 + 62 + %)

212* + 42z + 25y° = 504
Completando cuadrados

21(z* + 2z) + 25y° = 504

21((w + 17 — 1) + 25y = 504

21(z +1)? + 25y = 525

Se trata de la elipse

(z + 1)?

y2
52y 52V 52 21
21 25

d) 2z >4
Seaz=x+iy,;=x—z‘y entonces

z;>4 & <x+iy)(x—iy):x2+y2=|z|2>4 & |z|>2

Luego zz > 4 es la regién del plano exterior de la circunferencia de centro (0,0) y radio 2.
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(e) |z—3i|:4
Sea z =z + 1y, z—3i =z + i(y — 3) entonces

|z=3il=4 & 22+(@y-37=16

Se trata de la circunferencia de centro (0,3) = 3i y radio 4.
6] |z|<1,Imz>0
Se trata del conjunto
{m+iy/:1:2~|—y2 <1, y>0}

es decir, del interior del semicirculo superior de radio 1.

—2
g +z =1

Sea z = x + 1y, z = ¢ — 1y , entonces

. 66
z4+1:z2<:)24—z2+1:0<:)22:—1i2\/§lz

.
—1
e 6
Luego:
™.
—1
T el2
el =
[%-Hr]z
e
z =
™.
——i
_m e 12
e b =
[—%-Hr]i
e
0 Consideremos el nimero complejo:
) 1
2=+ =

2 + cost + isent

Probar que cuando “t” varia en los numeros reales, z se mueve sobre la circunferencia cuyo didmetro es el
segmento que uno los puntos (1/3,0),(1,0).
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Calculamos en primer lugar la expresién de z y de y en funcién de t. Multiplicando por el

conjugado del denominador

1(2 + cost — isent)
(2 + cost + isent)(2 + cost — isent)

2 + cost sent 2 + cost . sent

1 = — 1
(2cost)? 4 sen®t 4 + cos’t + 4cost + sen® 5+ 4dcost 5+ 4cost

Luego

v — 2 + cost y = —sent
5+ 4cost 5+ 4cost

Para comprobar que (m,y) estd en la circunferencia de centro (a,b) y radio r basta verificar
2 2 9 2 1 .
que <x—a) +<y—b) = r°. En nuestro caso (a,b) = g,O y r 25. Es evidente que

cualquier punto de la forma

2 4 cost —sent
5+ 4cost 5+ 4cost

cumple la ecuacién de la circunferencia. En efecto,

2 2 9 2 + cost 2 ¥ —sent
e B P T ey
3 54 4cost 3 5+ 4cost

(6+3COSt—1O—8COSt)2 sen’t
9(5—1—4cos7f)2 (5 + 4cost)’

2
(—4 — 5cost) + 9sen’t 16+ 25cos? t + 40 cost + 9sen’t
9<5+4cost)2 9(5 + 4 cost)?

25+ 16 cos® t + 40 cost _ 1 _ [1]2

9(5 + 4cost)? 9 (3
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Escribir en forma binémica el complejo:

10

1+ cosx + isenx

Potencias de exponente natural

|

1+ cosx — isenx

Meétodo 1.- Sea

]n

i —iz

Meétodo 2.- Sea

zy =1+ cosz + isenz

entonces

n

2n
!

_ A

[r(cos@ + isen@)]%

4 —iz _
z1=1~|—cos:l:~|—isenm=1~l—e re +is 2‘6 =
i
2ix 24z
1 -1 :
S [t VL Sk S P
262$ 2el$
— i —iT i ,—IT
z1:1+cosm—isen1::1+e e e ‘e =
21
2ix 24z
1 -1 :
OGS V) S
26”L$ 2el$
Por lo tanto,
n . n iT —T
P 1 iz e’ (1+e )
Zz = =1 = l — ( ) — 621’1,1‘
Zl 1 _|_ e—lZ (eZI + 1)

zy =1+ cosz — isenz

n n
R
=— -
S

Si consideramos que en forma exponencial la expresién de z es re " se tiene

r2n (cos 2n6 + isen2n0)

,r,Zn

Profesora: Elena Alvarez Saiz
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Simplificando,
z = cos2nb + isen2nf

Para obtener la expresion en funcién de z se considera que
senx 1—cos’z 1—cosz T T
0 = arctg———— = arctg, | ——— = arctg,| ————— = arctg|tg—| = —
14 cosz (1 + cos :c)2 14 cosz 2 2
donde se ha utilizado
1—cos:c:2sen2§ 1—|—cosx:2cosZg

Por lo tanto,

n
z
z = [:] = cos2nbl + isen2nf = cosnx + isennx

1 1
Sabiendo que z + — = 2cost, t € R, z € C, hallar lo més simplificado posible z" + —
z z

Se tiene que

1
24+ ==2cost = 22 +1=2zcost = z2—(2cost>z~|—1:0 =
z

1 [ 2., / )
= z:§(2cost:|: 4cos’t —4 = cost =Vcos’t — 1 = cost + isent

n

Por lo tanto, z" = cosnt + isennt . Por otro lado,

1 1 t F isent 1
- _ oSt F usen = cost F sent = —n:costn:Fsentn

2 cost +isent  cos®t + sen’t z

La expresién que nos piden simplificar serd

1 . . 1
2"+ — = cos nt & isennt + cosnt F isennt = 2" + —= 2 cosnt
z z
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Raices enésimas

12 Calcular z = ¥Y1— \/gz

Calculando su médulo y argumento

r:|z|:\/1+3:2

—3 T
=arglz) = arctg—— = ——
¢ = arg(z) 9 3
se tiene que sus raices sextas son:
2z =2 k=0,1234,5

A
6
1| (a) Demuestre que la suma de las raices n-ésimas de la unidad es cero.

(b) Demuestre que el producto de las raices n- enésimas de la unidad es 1 6 —1.

(a)

Las raices n- enésimas de la unidad son de la forma:

4 2km
z, =e " k=01..n-1

Por tanto,

n—1 n—1 2rm 2 AT an—1

— i— i— 2—m
Ezkzgenzl—i—e”—i—e”-l---.-#e n
k=0 k=0

27 .
—1
Esto es la suma de los n primeros términos de una progresiéon geométrica de razén en y
primer termino 1, es decir,

n—1
Z 1— e?m 0
-
=" 2
l1—en
(b) Considerando ahora el producto,

n—1
n—1 2T AT o=l N L L ZiiZk
szzl*eﬂ*e"*....*e noo=e "7 "= k=0
k=0
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n—1
n(n —1 .
como, Zk = Q se tiene
k=0 2
n—1 ;
sz — elntDmi — —1 si n par
palir 1 si n tmpar

Logaritmos complejos

De entre todas las raices n-ésimas del complejo 1+ NES (Hay alguna rafz cuyo logaritmo principal sea

real?

Calculamos en primer lugar /1 + J3i . Por definicién, /2 son los niimeros complejos

e de mddulo: (L/;

¢ + 2km
n

e de argumento: con k=0,1,2,...(n — 1) ;

En este caso z = 1~|—\/§z‘, luego
2
r = 1+(J§) =2

7

V3 ™

= arctg— = arct = —.

¢ I g% 3
2

Por tanto, V1 + J3i tendra

e por médulo: 42

7 + 2km
43 conk=0,12..(n—1)
n

® por argumento:

es decir,

z, = Q/E%mn con k=0,12,...(n — 1)

V + 2k
tisen|L3—— || con k = 0,1,2,...(n — 1)

n

—V + 2km
2| cos| L3
n
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‘F Teniendo en cuenta que el logaritmo principal de z, es

log 2, = ln|zk| + iarg(zk)
se cumplird que

logz, € R < arg(zk) =0

es decir,

7+2k7r _V
B —0 & Y 4%n=0 ek=—"3=2

n 2 _E

Como los valores posibles de k son 0,1,2,...(n — 1) entonces la pregunta planteada sobre si

hay alguna raiz cuyo logaritmo principal sea real tiene por respuesta que no existe ninguna

raiz cuyo logaritmo principal sea real.

2 1+
Calcular el siguiente ntiimero complejo: z = 710g[ . + Z]
i — 1

Como

El valor pedido es:

z=210g’i=ﬂ'—|—4k7‘(‘ kel
i

es real y el médulo de w es la unidad. Hallar a + b3 .

8 Dado a + bi = log\/; siendo w tal que .
1+ i3

2
Se considera w = ¢ + di cumpliendo | w | = ¢ +d? = 1. Se cumplird que

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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N (¢ +di)(1-3)

eR r =

eR
1+ i3 & (1+/3)(1-i3) &
wl=1 2 d =1
r:(c~|—d\/§)+z(—cx/§+d)Egce —cx/§~|—d:0
= 4 = 2 42—
A +d=1 ¢ rae =
& c:j:l d:i£®w1:l+£i Wy = — —ﬁi
2 2 2
Luego
%+2k77_
logyJw, =1In|e 2 :[%~|—k7r~|—2k’7r]z‘ ke Z, k=01
—2%+2ka_ _
logyw, =Inje 2 :[—g—l—kﬂ—l—%'ﬂ']i k'eZ, k=0,1

Observacién: Puede ser interesante considerar la expresion de wde la forma:

w = e = cost + isent ya que al tener médulo uno quedars perfectamente determinado si se
conoce arg(w) =1.

o35
(a) Escribir la forma binémica y exponencial el nimero complejo z = ! NG dando z = (numero de
1++2

lista del alumno en clase) + 1000
Z‘Z'

(b)  Calcular logz = log
1+ V2

Supongamos que z = 121 + 1000 = 1121

21 42841 i (1 — \/Ez)z i+ o V21
142 1++v20 1442 (1+J§i)(1—6¢) 1+2 3 3

En forma exponencial z se expresard
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2
17 (V2 1 V3
3 3 3 3
z=—¢e" ya que y
3
¢ = arctg| =
V2
3
Calculamos su logaritmo
log z = log v = log ﬂ—klz =
1+~2i 3 3

zlng—i—i[arctg[ ]+2k7r keZ

1
V2
La rama principal se obtiene para k =0

V3o
logz = ln? + 1| arctg

]]

S1-

Potencias complejas

2 . ., « . . . . \2
158 Sea “z” un nimero complejo de representacién binémica z = a + bi y consideramos la potencia (1 + z) .

Se pide, para cada una de las condiciones siguientes el conjunto de todos los complejos que la cumplen y un

ejemplo:

(1 + ’L)Z _ ezlog(l-H) _ e(x+iy)log(1+i) _ e(z+iy)(log\/5+(%+2kﬂ')i)

ezlog\/afy(%+2kﬂ-)e{ylog\/§+z{§+2kﬂ']]i ez

A - Que la potencia tenga algin valor real.

sen[ylogx/g + w[§+ 2k7r]] =0 & ylogx/g + w[§+ 2k7r] =kr kel

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz




Ingenieria de Telecomunicacién

Ejercicios: Niumeros Complejos

Fundamentos Matemaéticos I

= x:m IC,]C,EZ

E~I—2k7r

Basta dar valores a y, k y k’para obtener x. En esos casos z = z + iy verificara que su

potencia tiene algiin valor real.

B — Que la potencia tenga resultado tnico.

Si z es entero, y = 0 el resultado es unico.

zlog\/— [

T
cos— + isen—
4 4 ]

C — Que la potencia tenga sélo un ntimero finito de resultados

Si z=p/q e y=0 soélohay ¢ resultados correspondientes a k = 0,1,2,...,¢ — 1.

D — Que la potencia tenga todos los resultados con el mismo modulo

zlogV2— { +2k7r]

e =cte = y=20

E — Que la potencia tenga todos los resultados con el mismo argumento.

ylog\/g + x[% —|—2k7r] =cte & z€Z

Calcular log, (1 + )

Aplicando la definicién

log(1 + 1) ln\/§+(%+2kﬂ')i

log, ,,(1+1i) = = =

log(2 —2i)  1n2v2 + (—% ~|—2k’7r)i

:[m\/§+(7+2kw)i”m2\/§—(—7+2k'7r)z‘]
(m2v2) + () + 2 )
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Ejercicios: Numeros Complejos

siendo k,k'e Z

Polinomios

| Hallar los ndmeros complejos z tales que

_2 p—
2242 +2—24+49=0

Sea z = a + bi debemos encontrar a y b de forma que:
(a+bi) +2(a—bi) +(a+bi)—(a—bi)+9=0 &
& a® — 0% +2abi +20® — 20 —4abi +2bi +9 =0 &

30> =302 +9=0

3a® — 30 +9) +i(—2ab 4+ 2b) = 0
(3a )+ (=2 ) —2ab +2b = 0

Se distinguen dos casos:

2

Caso 1: b = 0, entonces por la primera ecuaciéna® = —3 , esto es absurdo pues a y b son

nimeros reales.
Caso 2: b = 0, entonces a = +1, y sustituyendo en la primera ecuacién

—32 —12 = b=42

Luego los niimeros complejos son:
2 =+1+2 2z =+1-2i

. Cudntas raices tienen los polinomios? ;Puedes decir algo sobre el nimero de raices reales? jPor qué?

(@) plz) = (\/5 + 2i)x5 + 32% + 2i

5 raices en C. No se puede decir nada sobre las reales porque p(z)no es un polinomio con

coeficientes en R .
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(b) plx) = V22T + 328 42

7 raices en C. Tiene al menos una real por ser el grado impar.

()  plz)=V32® + 322 +2

5 raices en C. Tiene al menos una real por ser grado impar.

d)  plx) = V327 + (V2 + 20)a® + 2

7 raices en C. No se puede decir nada sobre las reales porque p(z)no es un polinomio con

coeficientes en R .

"WH Si F(z) es un polinomio con coeficientes reales y F(2 + 3i) =1—14 ;a qué es igual F(2 — 3i). . Queda

determinada F(a — bi) conociendo F (a + bi) , si los coeficientes de F(z) no son todos reales?

a) Sea F(z) = ay +az+....+a,2" a, = 0, entonces como sus coeficientes son reales

F(2) = a, + alz +otan2" =\ay +az+ ... +a,2" | = F(2)

luego,

F2-3)=F2-3)=1—i=1+i

b) En el caso de que los coeficientes de F(z) no sean todos reales no se determina el

valor de F(a — bi) conocido el de F(a + bi). Por ejemplo, en el caso de F(z) = iz’

F(2+ 3i) = i(2 + 3i)> = i(4 +12i — 9) = i(—5 + 12i) = —12 — 5i

F(2 = 3i) = i(2 — 3i)> = i(4 — 120 — 9) = i(—5 — 12i) = 12 — 5i

ooy Hallar la relacién que deben verificar los coeficientes a, b, ¢, d reales para que las raices de la ecuacién
22 4 (a + bi) + (c + di) = 0

tengan el mismo argumento.

Sean z, z, las raices. Expresdandolas en forma exponencial serdn
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2 = pleei
z, = pzeﬁz
Como,
(z—2)(z — 2y) = 22 — (2, + 2))2 + 22y = 2° + (¢ + bi)z + (c + di)
se cumple que 2,2z, =c+di y 2z + 2, = —(a + bi) . Por lo tanto,
2 ¥z, =c+di = plpzem =c+di
z 2y =(p + pz)eei 0i .
= +py)e’t = —a—bi
2+ 2 = —(a + bi) (P, + py)
luego,
PPy cos20 = c
ppysenl = d
(P + py)cosb = —a
(p1 + p2>sen9 =-b
De donde,

d b

tg20 = — tgd = —

c a

de relacionar la tangente del dngulo doble con la tangente se encontrara la relacién entre los

coeficientes. Como

sen2  2semfcos®  2tgl

tg20 = = =
cos20  cos’ @ — sen’d 1 — tg?0

Entonces ﬂ =2

La relacién buscada es

=2 si a?® = b

g ab
c a® — b?

Nota: Si en la solucién de algin ejercicio crees que hay algin error ponte en contacto con la

profesora para su correccion.
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