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SUCESIONES EN R

Prerrequisitos:

— Desigualdades de nimeros reales

— Conceptos generales de funciones: dominio, cotas, crecimiento, ...

— Conocimiento de las propiedades de las funciones elementales: polinémicas,
racionales, exponenciales, logarftmicas, trigonométricas y del valor
absoluto.

— Célculo de limites, indeterminaciones y regla de L’Hopital

— Calculo de derivadas y estudio del crecimiento de una funcién

— Métodos de demostracion: induccién y reduccién al absurdo.
Objetivos:

1. Tener claros los siguientes conceptos:

¢  (QQué es una sucesién

e Sucesién acotada, sucesion mondétona, sucesién

convergente/divergente/oscilante
e Relacién entre acotacién, monotonia y convergencia de una sucesién
e Propiedades de los limites de sucesiones
e Ordenes de magnitud de una sucesion:
o Sucesiones del mismo orden
o Sucesiones equivalentes

o Sucesién de orden superior/inferior

2. Saber hacer:

e Estudiar la convergencia de una sucesién
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o Técnicas de limites
o Regla del sindwich o Teorema del encaje

o El producto de un infinitésimo por una sucesién acotada es un

infinitésimo
o Sucesiones recursivas
¢ Determinar el orden de magnitud de una sucesién

e Comparar el orden de infinitud de una sucesién

DEFINICIONES BASICAS

—20 ~10 N 5 10 20
Recta real

{10

Sucesiones mondtonas

P T T o o - -— - — - — - =

|
|
|
|
!
A) Una sucesién ( an) se denomina mondétona creciente si verifica: !
|
|
|
|
|
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i esto es si se cumple a <a

Si verifica a, <a, , Vn €N, sellama estrictamente creciente.

B) Andlogamente, una sucesién (an) se denomina mondtona decreciente si se ;

| Si verifica a, >a,,, Vn €N, sellama estrictamente decreciente.

t C) Una sucesién se denomina monétona si es monétona creciente o mondétona !

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
! cumple !
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

i decreciente.

b e e e !

=0.166667
=0.571429
=1.125
LTS
o3
L27E7ET
083333
L223077
L TE5T14
10 =6.666667
11 =7.5625
12 =§.470588

10 oo s 10 20
Recta real

-20

10

n n
[ .

Flano

L 1 = T . I U ¥ R I I ol
n n n
IR S

n
o

< < =«

a4—a5=(1.?????3)—(2.5 j=-0.722222

B |2/ (n+5)

M nMin il’li niMax il’si decinales iﬂsi
Applet Laboratorio Sucesiones
Ejemplos :
e La sucesién -1, -2, 3, -4, -5, 6, -7, -8, 9 ... no es mondtona.

="

® La sucesién de término general a, = tampoco es mondtona.

n
* La sucesién de término general a, =n es monétona creciente y también

estrictamente creciente.
e La sucesién -1, -1, 0, 0, 1, 1, 2, 2 ... es mondtona creciente, pero no es
estrictamente creciente.

2

e La sucesién de término general o, = —n° es mondtona decreciente y es

también estrictamente decreciente.
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. 111111111 . . .
e Lasucesion —,—,—, =, — = = = — ... es monétona decreciente, sin embargo

2°2°3'4°4’5°6°6" 7
no es estrictamente decreciente.

Nota préctica:
— En algunos casos, para probar que una sucesién es monétona creciente

resulta 1til probar que a,,, —a, >0 VneN y para sucesiones de

n+1

términos positivos también se puede demostrar probando que se cumple:

Q,
2+l > 1 vYpeN

aTL

— Anédlogamente, para las sucesiones monétonas decrecientes se probara que

a,.;, —a, <0 VnecN o bien, si es de términos positivos, que verifica

Q
2t <1 VYpeN

a’n

— Teniendo en cuenta que una sucesién es una aplicaciéon de los nimeros
naturales en los reales, para ciertas sucesiones, se puede utilizar técnicas
de célculo diferencial para estudiar la monotonia. Bastard considerar la
funcién resultado de cambiar n por x en el término general de la sucesién.
Si a,=f(n) y f'(z)>0 (respectivamente f'(:v) <0) para z>mn,

entonces a, es creciente (respectivamente) para z > n, .
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=0.166667
=0.571429
=1.125
=1.7777748
SL5)
L272727
.083333
.923077
.785714
10 = 6. 666667
11 =7.5625
12 = 5. 470588

—20 -10 g.S A0 20
Fecta real

10

n
(s8]

Plano

n n n
()

L I T B T L

n
o

20

L =

a,-ap=[1.777776 } -1 2.5 )= -0. 722222

an= |n*2/ (n+5)

inicio | nMin i‘ 1 nMax i‘ 5 decinales i‘ 3
Applet Laboratorio Sucesiones

Sucesiones acotadas.

A) Decimos que un nimero real k es cota superior de la sucesién (a,) si verifica

a, <k VneN

Se denomina supremo a la menor de las cotas superiores. Si el supremo es un
término de la sucesién se denomina maximo.
Anélogamente, dicho nimero k serd cota inferior de la sucesién (a,) si verifica

k<a, VneN

Llamamos infimo a la mayor de las cotas inferiores. Si el infimo es un término de

la sucesion se denomina minimeo.

B) Una sucesién (a,) decimos que estd acotada superiormente si tiene alguna

cota superior. De forma andloga, diremos que la sucesién estd acotada

inferiormente si tiene alguna cota inferior.
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C) Una sucesién (a,) decimos que es acotada si estd acotada superior e !

inferiormente.
cota int.
a =13.38
20 =i LT DTS 20 a, =4.17
Recta real a,= 5.71
a. =6.88
g
cota sup. ill'?.ﬂtl a4=?.?8
I
=8.5
cota inf. il 2. 50 Plano i
ag= .09
a,= it
a, =10
PPTTTTTELL L P 13,38 3
B a,_=10.36
ho Lert? 3
" a,,=10.67
-' 8, = 10.594
e a,,=11.18
a =11.39
£ Al 20 30 .40 50 13
a 14 = 11.58
a 15 = 11.75
a 18 11.9
an= | (15%n+l0)/ (n+5)

inicio | nMin il 1 nMax il 35 decimales

j

Applet Laboratorio Sucesiones

LIMITE DE UNA SUCESION

P e e e -

! Decimos que el limite de una sucesién ( "m) es L, y lo escribimos asi

I

I
| |
| |
i i
i i
I I
| |
! o0 también !
i i
i i
| |
i i
i |

L _.
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También se puede escribir

-3

mds grande habra que tomar el valor de N.

lim a, =

pues n sélo puede tender a infinito.

a =2.95

si es posible conseguir que | e — L | sea tan pequeno como queramos, sin méas que |
n b

asignarle a n valores tan grandes como sea necesario. Es decir,

La definicién anterior significa que si queremos que los términos de la sucesién se
alejen de L una distancia menor que ¢, lo podemos conseguir para todos los

términos posteriores a un cierto nimero natural N. Cuanto méas pequeno sea ¢

La definicién anterior se lee “ limite cuando n tiende a infinito de o, igual a L”.

Las sucesiones que tienen limite se denominan convergentes.

10

Recta real

=3.056732
=3.160028

limite :|¢ 3,000000 epsilon iﬁ.zououu zoow i‘
Plano
4
l
w r z
E 'l
»
2
o 4 & &
2, = 3.540302
s, =2.791927
z N A
nilin :Il
a, = 2.670003 ¥
&, = z.636589
4 A
it Al
ﬁs ®
2

decimales :l: &

an= |3+c:03[n],-"n
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Sucesiones divergentes:
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! La sucesién (a,) tiende a infinito (oco) si cualquiera que sea el nimero real k fijado,
i por grande que este sea, podemos conseguir que los términos de la sucesién superen
I dicho valor sin mds que tomar valores de n mayores que un nuimero natural N.

|
|
|
|
!
' Simbélicamente esto puede escribirse asf
i
|
|
|
|

lim,  _ a =00 <« VkeR dN,eN talque a, >k Vn>N,
~20 il Bor—mr il el wer
Recta real
k41500 I zoom 4
*a Flano
» )
4 »
"
o 7
"
& »
- L ]
L "
] /RS 10 20 30 40

J-10
a, =2.62
a,=0.75
2 rMin 441
&, =0.03 4
a,=2.04
4 rMax a0
B =5.85 4
&, =5.88

decimales il 2

an= |n+3*cos (1)

Applet Laboratorio Sucesiones
La sucesién (a,) tiende a menos infinito (—co) si cualquiera que sea el nimero real k |

fijado, por grande que este sea, podemos conseguir que los términos de la sucesion |

sean menores que -k, sin mds que tomar valores de n mayores que un nimero

I
I
|
|
|
:
natural N. Simbdlicamente esto puede escribirse asi :
|
|
lim a, =—-00 <& VkeR 3IN,eN talque a, <-k Vn>N, |
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Unicidad del limite: Si la sucesién (a,) tiene limite, finito o no, este es tinico.

Demostracion:

Sea (a,) una sucesién convergente y supongamos que tiene dos limites L y L,
siendo L < L. A partir de un cierto valor n, todos los términos de la
sucesién deben pertenecer, simultdneamente, a los entornos

(L —e, Ly +¢) y (L, —e L, +¢)

. . L2 - Ll
lo cual es imposible en cuanto tomemos valores ¢ < S
L ] L2
- 1 - |
" T I " | I
— 1E — iy
L - L | L2 £ L2

Sucesiones oscilantes

Existen otras sucesiones que no tienen limite, pero tampoco tienden a infinito ni a

menos infinito. Veamos algunos casos

Ejemplos : La sucesién cuyos primeros términos son los siguientes

1L, =, 3 =, 5 =, 7,..

1 1 1
2 4 6
Esta sucesién no es convergente, pero tampoco tiende a oo ni a —oo. Los
términos impares se hacen infinitamente grandes a medida que n crece. Sin
embargo, los términos pares tienden a 0, para n suficientemente grande. Se dice

que esta sucesién no tiene limite o bien que su cardcter es oscilante.

Ejemplos : La sucesién de término general a, = (—1)" - n, cuyos primeros términos

Son:
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1,2,-3,4,-5,6,-7, 8,...

Los términos de esta sucesién tampoco se acercan a un nidmero concreto.
Tienden a oo los términos pares y tienden a —oo los términos impares. Por

tanto, tampoco tiene limite.
Como conclusién, las sucesiones de los dos ejemplos anteriores se denominan

oscilantes.

Resumen: Las sucesiones se clasifican segin la existencia o no de limite en los

siguientes tipos:

Convergentes tienden a un nimero finito L

(tienden a oo
Divergentes 3

No convergentes ltienden a - oo

Oscilantes

i Propiedades de los limites: Si lim ¢, =a, y lima, =a con a,b € Rse cumplen las |

n—o0 n—o0

| siguientes propiedades:

i (1) lim a, = a (2) lim (Aan) = \a i

n—oo n—oo
: (3) TLILIEO(a’nbn) =ab (4) nh—>HoloZ_: = % sib=0
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i (5) lim (a, )b = o’ siempre que o’ = 0°.

| n—oo

i 0 00

5 Indeterminaciones: co — co 5 = 0oo oS 0° oo?
i 00

Teorema (Acotacién): Toda sucesién (a) convergente es acotada.

Demostracion:

Para demostrar que una sucesién estd acotada, tenemos que demostrar que
estd acotada superior e inferiormente.

Si la sucesién (a) es convergente, tomamos e =1, entonces todos los términos
de la sucesién pertenecen, a partir de uno de ellos, al entorno (L-¢, L+¢); en
consecuencia. Consideramos el valor m&ds pequefio de los términos de la
sucesiéon que no estdn en ese intervalo y de L-eSi llamamos m a ese valor

todos los términos de la sucesién serdn mayores que m.

m L -=& L-:E

Consideramos M el valor més grande de los términos de la sucesiéon que no
estdn en el intervalo (L-e, L+¢) y el valor L-¢, es fécil ver que todos los

términos de la sucesién son menores que M.

o

En conclusién, la sucesién (a) estd acotada, ya que hemos encontrado una

cota inferior (m) y una cota superior (M) de dicha sucesién.

Observacion: El reciproco del teorema anterior no es cierto: la sucesiéon 1, 2, 1, 2, 1,

2,... es acotada y, sin embargo, no es convergente.
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Teorema (Weierstrass): Toda sucesién monétona y acotada es convergente. Toda

sucesién monétona y no acotada es divergente.

Convergente = Acotada Convergente < Acotada y Monétona
Divergente = No acotada Divergente < No acotada y Mondtona
(No son ciertos los reciprocos) (No son ciertos los reciprocos)
Nimero e

El ntimero e es un ntimero irracional de gran importancia en matemédticas

n

superiores. Podemos definirlo como el limite de la sucesién [ 14+ =
n

i teorema de Weierstrass se concluye que es convergente. El valor al que converge ;

i es el numero e.

| Se trata de un numero irracional cuyas diez primeras cifras decimales son: |

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
! Puede probarse que esta sucesion es monétona y acotada por lo que aplicando el !
i i
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| 2'7182818284... |

CALCULO DE LIMITES

Propiedades de los limites de sucesiones reales

Si lima, =a,y lima, =a con ab € Rse cumplen las siguientes propiedades:

n—o0 n—oo
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(1) lim a, = a (2) lim (Aa, ) = Aa
(3) lim <anbn) =ab (4) lim 2o = % sib=0
(5) lim (a, )b = a" siempre que a’ = 0°.
Indeterminaciones
00 — 00 9 = Ooco 1 0° oo?
0 00

Criterios de comparacién

. oo oo . .
Teorema del encaje: Sean {an }nﬂy {bn }W1 dos sucesiones convergentes al mismo
7 . . s oo . e
nimero real L entonces si se tiene otra sucesién {=, }n—l verificando
a, <z, <b para todo indice n salvo un nimero finito (es decir para todo n a partir

. . . sz o8} : 2
de un cierto indice N) entonces la sucesién {mn }ni , también converge a L.

. [o¢] ., . . . . , .
Teorema: Si {an }ni L €8 una sucesion divergente a infinito y para todo indice n salvo

un nimero finito se verifica a, < b, entonces {b, } también es divergente a

00
n=1

infinito.

Infinitésimos e infinitos equivalentes

[ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T e "
| Definicién (Infinitésimo).- Se dice que q, es un infinitésimo si lim a, = 0

n—o0

Definicién (Infinito).- Se dice que @, es un infinito si lim a, = +oo

|
|
|
|
|
|
|
|
|
n—oo |

Profesora: Elena Alvarez Saiz




. g g Ingenieria de Telecomunicacion
Teoria: Sucesiones y Series &)

Fundamentos Mateméticos I

PROPIEDADES DE LOS INFINITESIMOS

1) La suma de un nimero finito de infinitésimos es un infinitésimo.

=0 < lim a =0.

a n—oo "n

n

2) Se verifica lim

n— o0

3) Si (a,) es un infinitésimo y (b,) es una sucesién acotada superiormente en
valor absoluto, entonces, la sucesién producto de ambas (a, -b,) es convergente y

se cumple

Definicién (Sucesiones del mismo orden y asintéticamente equivalentes).-

-Se dice que a, y b, infinitésimos (infinitos) son del mismo orden si

lim =% = k con k € R —{0}.

n—oo

- En el caso particular de que k=1 se dicen asintéticamente equivalentes.

Notacién.- Cuando a, y b, infinitésimos (infinitos) son del mismo orden se

escribe a, = O(b, ).

PRINCIPIO DE SUSTITUCION.- El limite de una sucesién convergente o

divergente no se altera al sustituir uno de sus factores o divisores por otro

asintéticamente equivalente.

Profesora: Elena Alvarez Saiz




Ingenieria de Telecomunicacién
" Teorfa: Sucesiones y Series
Fundamentos Matemadticos I

INFINITESIMOS EQUIVALENTES INFINITOS EQUIVALENTES: Si n — oo
a, — 1 entonces log(an) ~a, —1 n! =~ e "n"~N2mn

(Férmula de Stirling)

a, — 0 entonces log(l + an) ~ a, an? + ap_lnp—l +otanta, ~an’
P p—1 ~ P
a > 0 entonces ((L/Z — 1) ~ —IOga log(apn Tayan Tt an A+ ao) ~ log(apn

n

nk+1

kE+1

a — 0 entonces sena. ~ a
n n n 428 £ 35 4 +nf

a, — 0 entonces tga, =~ a,

a, — 0 entonces a, ~ arcsena, = arctga,

Do |:gm

a, — 0 entonces 1 — cosa, =~

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————— -

i Definicién (Infinitésimos e infinitos de orden superior).- Se dice que a, es un i

! infinitésimo de orden superior respecto de b, 6 que b, es un infinito de orden !

| |
| |
| |
| |
i i
| . , . . ey, . . . . L
| superior respecto de a,, segin se trate de infinitésimos o infinitos, si |
| |
| |
| |
| |
| |

n—oo b
Potencial- Factorial Exponencial Potencial Logaritmo
exponencial
n*" n! b n (log n)
(a>0)
(b>1) (c>0) (a>1, p>0)

Tabla.- El orden de los infinitos disminuye de izquierda a derecha
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CRITERIO DE STOLZ

Si
e} [e%e) . . e, e . ,
°
{an }n: Y {bn }n: , son infinitésimos siendo mondétona
z [e¢} .
e 6 {b, }n: , es divergente

. _— . .a, —a,_
En el caso de que exista el siguiente limite lim —2—"=1

n— 00 bn —

entonces:

n—1

. a .a, —a,
lim % = lim —2—"=L
oo n oo bn - bnfl
Consecuencias:
. a4 +a +...+a i . . . . L
e lim 12 “ = lim q, (Criterio de la media aritmética)
n—00 n n— 00
* lim ¥a,a,...q, = lim a, (Criterio de la media geométrica)
n—00 n—o0

Limites de expresiones racionales

Si se trata de una sucesién cociente entre expresiones polinémicas, asf

P p—1 p—2
agn” + an + ay,n ~|—...~|—a]7

a =
bon? +bnt ™t + byt L+,

se resuelve dividiendo numerador y denominador por n , siendo k el grado del

polinomio de menor grado. En resumen, se cumple que:

e Sip>q, lim a, = oo (depende de los signos de a_ y b)

n—oo n

e Sip=q, lim a =—

n—oo " n
b
0

e Sip<q, lim a =0

n—oo n
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Esta regla dice que el valor del limite lo marca el término de mayor grado de ambos

polinomios.

Limites de expresiones irracionales

Se resuelven multiplicando y dividiendo por la expresién radical “conjugada’.

Limites de la forma oc’, 0°, 1

Para calcular este tipo de limites se puede tomar logaritmos, de tal forma

que:

lim b, 1
lim g % = lim €1%8% — enon " B
n—oo n n—oo

Observacién: En el caso particular de que la indeterminacién sea del tipo 1%se

cumple que 7}1—{20 a, =1y limb, = oo luego,

n—oo

. b lim b, loga, lim b"(a" —1)
lim a," = e = en—x
n—0o0
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SERIES EN R

Prerrequisitos:

— Conceptos sobre sucesiones vistos en el tema anterior

— (Célculo de primitivas inmediatas

Objetivos:

1. Tener claros los siguientes conceptos:

e Serie y suma parcial enésima
¢ (Convergencia, divergencia de una serie
e Orden de magnitud de la suma parcial enésima

e Suma aproximada de una serie

2. Saber hacer:

e Reconocer las series geométricas y determinar su cardcter
e Reconocer las series arménica generalizada y determinar su cardcter

e Estudiar la convergencia de series de términos positivos mediante los

criterios del cociente y de la raiz
e Estudiar la convergencia de series alternadas con el criterio de Leibniz

e Estudiar la convergencia de series de términos cualesquiera mediante la

convergencia absoluta

e Hallar la suma aproximada de una serie con una cota del error prefijada
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Sumas infinitas

Ejemplo 1: Imagina un cuadrado de lado unidad y considera la suma de las dreas

coloreadas

111
A = R
2 4 8

LA la vista de la figura cudl crees que es el valor de su suma?

<

Ejemplo 2: ;Cudnto es el drea de color amarillo?

1/4

+ (1/4)

+(1/4)°

+o A+ =1
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También puedes pensar en el drea de los tridngulos naranjas del dibujo siguiente:

o

Ejemplo 3: Imagina el nimero 1/3 se escribe en forma decimal periédico como

1/3= O,§ donde se entiende que el 3 se repite infinitas veces. Es decir,
1/3=0,3+ 0,03+ 0,003 + 0,0003 + ...

que abreviadamente podemos poner como:

[o¢]

1/3=>"

n=1

3-(0,1)"

pero, ;qué significa exactamente la suma infinita? Estd claro que no podemos sumar
infinitos nimeros. Esta expresion significa que si se suma méas y mads términos, la

suma se va aproximando cada vez méds a 1/ 3.

Definiciones

Dada una sucesién infinita de nimeros reales {an } se define:
o0
dla, =a +a,+..+a, +..
n=1

Su suma parcial n-ésima es:

S, =a +a,+..+a,

n
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. ., . e} 2
Consideramos la sucesién de sus sumas parciales: {Sn }Wl se tendra:
o0
. o .
. Si {S,}" | es convergente entonces la seric » a es convergente.
n=1
Ademas
oo
Zan =limS =5
n=1 n—odo
Se dird entonces que S es la suma de la serie.
(o)
. o0 . . .
. Si {S,} ", es divergente entonces la serie ) a, es divergente
) n=1
o0
. o0 . . .
. Si {S,} ", es oscilante entonces la serie ) " a, es oscilante.
o n=1

o0
El resto n-ésimo de la serie Z a, es:

n=1

o0
Rn = a’n+1 + an+2 +.= Zan+k
k=1

Es facil ver que:

00
Zak = Sn + Rn
k=1

Propiedades de las series

Propiedad 1: Si a una serie se la suprime o anade un nimero finito de términos su

cardcter no se ve alterado.
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Propiedad 2: Si Zan y an son convergentes y convergen respectivamente a los

n=1 n=1

numeros reales A y B entonces:
o0

- Z(a’nibn):i%iibn:AiB

n=1 n=1 n=1

AT

= A- B observar que » (a,b, )= [Zan][an]

n=1

[o¢]
Propiedad 3 (Condicién necesaria de convergencia): Si Zan es convergente

n=1

entonces lim a, = 0.

n— 00

IMPORTANTE.- Se trata de una condicién necesaria pero no suficiente. La serie

o0

Z— cumple la condicién necesaria de convergencia y, sin embargo, es divergente.
n

n=0

SERIES NOTABLES

o0
* Serie geométrica: » ar" a = 0. Se cumple:
n=0

o0
. . . a
Si |r| <1 la serie converge y ademds g ar" = En

"0 1—1r

o0
general > ar" = .
n==k L—r

Si r>1 la serie diverge.
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oo

. , . . 1
Serie armoénica generalizada: E — p> 0. Se cumple:

p

n=1"M

Si 0 < p <1 la serie diverge

Si p > 1 la serie converge.

CONVERGENCIA DE SERIES DE TERMINOS NO NEGATIVOS

Una serie de términos no negativos o bien converge o bien diverge ya que la sucesién
de sus sumas parciales es mondétona.

n n

8n+1 = S + an+1 2 S
—

no negativo

Suma parcial n-ésima

e En general para una funcién continua f decreciente y positiva en [1o00) se

verifica
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Por lo tanto la sucesién Z f (k) verifica que
k=1

j?f(a:)dx<k2n:_1f(k)<f(1)+ff<x)dx

e Sila funcién es continua, creciente y positiva en [1,00) se verifica

j?f(iU)dﬂJ < kﬁ:ﬂf(k) < ]f(x)dx—i—f(n)

1

Criterio integral

Si f es positiva, continua y decreciente para z >1y a, = f(n) entonces:

7]‘(1’)(13: Yy gan

tienen el mismo cardcter.

Criterio de comparacién

[o@] oo
Si > a,,y > b, son series de términos positivos verificando
n=1 n=1
a, <b, para todo n € N salvo un nimero finito
entonces:
o0 o0
(a) Si > b, es convergente entonces Y a, también es convergente
n=1 n=1
o0 o0
(b) Si > a, es divergente entonces » b, también es divergente.
n=1 n=1
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Criterios de comparacién por paso al limite

oo [o¢]
Se consideran las series » a, y »_ b, . Entonces

n=1 n=1

. a 0 . . . .
(a) Si lim 2+ =)= ambas series tienen el mismo cardcter
n—00 (e.¢]
a o0
L4, :
(b)  Si lim-%=0 y la serie > b, es convergente entonces Y a, es
n—ee n=1
convergente.
a o0
(c) Si lim " =00 y la serie ) b es divergente entonces » a, es
n—ee bn n=1
divergente.
[o¢]
Criterio del cociente: Se considera la serie » a, cumpliendo
n=1
. a . . @
lim — =L 6 lim L = [
n—ooq, n—o a,

entonces si

o0

(a) Si L <1 laserie ) a, es convergente

n=1

(b) Si L >1 laserie ) a, es divergente

n=1

=il n—o0
(o)
(c) Si L <1 laserie ) a, es convergente
n=1

(d) Si L >1 laserie ) a, es divergente

n=1

oo
Criterio de la rafz: Se considera la serie » a, cumpliendo lim {/a, = L entonces si
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SUMA APROXIMADA: SERIES DE TERMINOS NO NEGATIVOS

oo

Supongamos que tenemos la serie Zan de la que conocemos que es convergente pero

n=1
no sabemos obtener el valor exacto de la suma. Entonces si sustituimos el valor de la

suma S por la suma parcial n-ésima S se nos plantean dos problemas:

(a) JQué  error  cometo  cuando  utilizo la  aproximacién

S~S§8 =a +a,+...+a,?

(b) . Cuédntos términos tengo que considerar para que la diferencia entre S

y S sea menor que un cierto valor, es decir,

|S -8, | < valor

Ambas cuestiones quedan resueltas si consigo acotar el resto n-ésimo:

n

|R

=10, T 4,5+ | < cota

Encontrada una cota se tendré resuelto el problema (a) si bien esta cota debe
elegirse de forma adecuada. Para el segundo problema dado el error permitido

bastard encontrar el indice n que verifica la siguiente relacién:

W = %1 T 0,9 +...| <cota < error

R

Es importante hacer notar que la cota dependerd de n y ademds que debe elegirse
con cuidado para que no sea una acotacién excesiva que no nos dé ninguna

informacion.
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Estimacion del error por el criterio integral

Supongamos que f(n) =a, para todo n natural, donde f es una funcién continua,

n

decreciente y positiva en el intervalo [1,00). Supongamos que lim f f(z)dz existe y
n—oo 1

es finito. Entonces el resto de la serie ) a, cumple que:

n=1

~ k
0<R = Z a, < lim f(x)dl’
k=n+1 k—oo

SERIES ALTERNADAS

Son de la forma

TEOREMA DE LEIBNIZ: La serie alternada Z:(—l)W1 a, (an > 0) converge si

n=1

s e} 2 o
(a)  lasucesion {a,} " es monétona decreciente
(b)  se verifica lim a, = 0.
n—oo

Estimacion del error de sustituir la suma de la serie por la suma parcial enésima:

oo

Supongamos que se tiene la serie alternada Z(—l)"il a, (an > O)
n=1

convergente verificando
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. s [e e} z :
(a) la sucesion {“n} | s monétona decreciente
n=

(b) lima, =0.

n—oo

Entonces el resto n-ésimo es

R = S - S = (_1)” an+1 + (_1)"+1 a’n+2 +o= (_1)” (an+1 - an+2 + a’n+3 + )

n n

como la sucesién es mondtona decreciente el valor absoluto del resto n-ésimo

€s:

ntl — Gpio T Oyyg t..= Opy1 — (an+2 - a’n+3) - (an+4 T Oyy5 )
>0 >0

|R

es decir,

<a

n n+1

|R

Obsérvese que este error sera:
® por exceso si el primer término despreciado es negativo

e por defecto si el primer término despreciado es positivo.

Series de términos cualesquiera

o0
Una serie de términos cualesquiera, Zan, es absolutamente convergente si es

n=1

o
convergente la serie de sus valores absolutos, es decir, si Z es convergente.

n=1

an

TEOREMA: Si una serie es absolutamente convergente entonces es convergente.
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Si una serie es convergente pero no es absolutamente convergente se dice

condicionalmente convergente.

Nota: Si detectas algin error o errata ponte en contacto con la profesora para su correccion.
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