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Ejercicios: Sucesiones numéricas

Fundamentos Matematicos I

Sucesiones mondtonas y sucesiones acotadas

Sucesiones mondétonas: ejemplos

e La sucesién -1, -2, 3, -4, -5, 6, -7, -8, 9 ... no es mondtona.

="

¢ La sucesién de término general a, = tampoco es mondtona.

n
* La sucesién de término general a, =n es monétona creciente y también
estrictamente creciente.
e La sucesién -1, -1, 0, 0, 1, 1, 2, 2 ... es mondtona creciente, pero no es

estrictamente creciente.

2

e La sucesién de término general a, = —n° es mondtona decreciente y es

también estrictamente decreciente.
., 111111111 , . .
e La sucesion -—,—,—, =, =, = = = =, ... es mondtona decreciente, sin embargo
223445667
no es estrictamente decreciente.

5| Estudiar la monotonia de las siguientes sucesiones:
_2n-—1 b — 8n 3n 1

C
" ’I’L+1 " n3

n n

n _1—|—2n

Solucién:

a) Vamos a probar que los términos de esta sucesién verifican

a,,,—a, >0 VneN, es decir que se trata de una sucesién monétona

n+1
estrictamente creciente.
2n+1) -1 2n—-1_ 2n+1 2n—1 _

Gy i1 — 0y =

n+1 n n+1 n
C@Cn+)n—(n+)2n—-1) InP+a—2In® —w+1 1 =0
(n+1)-n (n+1)-n (n+1)-n
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el cardcter positivo del anterior cociente estd garantizado porque n es un

numero natural.

b) En este caso vamos a demostrar que b, <b ., Vn €N, con lo cual la

sucesién serd mondtona creciente.

8n_ 8-(n+1)
14+2n " 14+2-(n+1)
- 8n - 8n + 8
1+2n 14+2n+2
s Zn+18n°+18n < En+8+18n2+18n < 0<8

bn S bn+1 And

lo cual es siempre cierto.

c) La sucesién dada es creciente, ya que ¢, <¢, ., Yn €N, pues

3n S3-(n—|—1)© 3n S371—1—3
n+l " (n+1)+1 n+1" n+2
S Zn? +Bn<Fn’ +An+3n+3<0<3

Cn S cn+1 A

la expresiéon tltima a la cual hemos llegado es siempre cierta, luego la

desigualdad inicial también lo es.

d) En este caso demostraremos que d, >d, ., Vn € N, es decir que la sucesién
es mondétona estrictamente decreciente.
1 1

d >d , & —>——m+1? >n
n n—+1 ’}’L3 (n+1)3

3

esta desigualdad es cierta para cualquier nimero natural, luego se cumple

siempre.

Convergencia, divergencia: ejemplos
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1. La sucesién cuyos primeros términos son los siguientes

Esta sucesiéon no es convergente, pero tampoco tiende a oo ni a —oo. Los términos
impares se hacen infinitamente grandes a medida que n crece. Sin embargo, los
términos pares tienden a 0, para n suficientemente grande. Se dice que esta sucesién

no tiene limite o bien que su cardcter es oscilante.
2. La sucesién de término general a, = (—1)" - n, cuyos primeros términos son:
-1, 2,-3,4,-5,6, -7, 8,...
Los términos de esta sucesién tampoco se acercan a un numero concreto. Tienden a

oo los términos pares y tienden a —oo los términos impares. Por tanto, tampoco

tiene limite, son oscilantes.

4

Monotonia y acotacion de [ 1+ l]
n

El término general de esta sucesién es una expresién indeterminada del tipo 1°°,
luego no es evidente que sea convergente. Se trata de una sucesiéon de nimeros reales
positivos.

. Comprobamos en primer lugar que la sucesién es creciente.

Por aplicacién de la férmula del binomio de Newton, tenemos

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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a = 1+ln— " + " l—f— " i—i— + i—
no nl] |0 1) n (2] p2 7 '
n-(n—1 n-(n—1-(n—-1 n—n+1
=141+ ( )—l—..—i- ( ) ) ( )—
2102 n!-n"
:2+l [1_1 + +i [1_1].[1_2]...[1_71_1]
n n! n n n

la expresién de a consta de n sumandos. El término siguiente se expresard asi

an+1:2+l-1— LI DSOS Y PSRN Y PO JUON Ot 3
21 n+1 n! n+1 n+1 n+1
1 1 ] 2 )

n+1 n—+1

1=
(n +1)! n+1

Esta expresién consta de n+1 sumandos. Como los sumandos de a son

mayores que sus correspondientes de a, salvo el primero que es igual, resulta

que

a <a vypeN

luego la sucesién a es creciente.

° Vamos a comprobar ahora que la sucesién estd acotada. Consideramos

para ello las siguientes expresiones:

SRR S Y B Y PR

21 n 3! n n
+i 1_l.1_2...1_n_1
n! n n n

1 1

b, =24—+—+..+—

13! n!

.11 1

T

progresion geometrica

Comparandolas término a término resulta que, a partir de n = 3, se verifica:

2<an<bn<cn:3—2n71

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>




Ingenieria de Telecomunicacién

Ejercicios: Sucesiones numéricas

Fundamentos Matematicos I

es decir, 2<a, <3,

luego la sucesién a estd acotada. Se puede asegurar, por tanto, que la sucesién

1) :
1+—] es convergente, estando su limite

n

de término general a, =

comprendido entre 2 y 3. A este limite se le designa con el nombre de nimero

e. Se trata de un nimero irracional cuyas diez primeras cifras decimales son:

e ~ 2'7182818284

5 Se considera para cada nimero natural n € N la ecuacién:

71691:2—E :é

2

y se define para cada natural n € N el nimero ¢, como la suma de las raices
positivas de esta ecuacién. Se pide: encontrar el supremo, infimo, maximo y

minimo del conjunto formado por los niimeros reales a_ , es decir, el conjunto

{an/neN}

Solucién (Curso 03-04)

5o 13| _5

Para cada ntmero natural n consideramos la ecuacién |[n'z® — = 5 Las

raices de esta ecuacion son los valores x que cumplen:

o2 135 s [z 13)_5
2 2

Nota: En este paso aplico la definicién de valor absoluto. Si el valor absoluto
de A es 5/2 es porque A es 5/2 6 A es —5/2. También podria haber elevado
al cuadrado y resolver la ecuacién pero me quedaria de grado cuatro y habria

que realizar méds célculos.
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. 1
Q Resolviendo nfz? — 2 =2 4 pip2 —g e 2 =D o 43
2 2 n® n’
. 1 4 2
Q Resolviendo —|n%2? — B3| =2 b2 —ge 2= L oo 2
2] 2 n’ n?
p , . . 6 o2 13 5
ara cada n la suma de las raices positivas de la ecuaciéon |n’z* — —| = 5 es
32
’}’L3 ’fls

El conjunto para el que hay que calcular el supremo, infimo, méximo y

minimo es A = {% /neN } se cumple que el supremo es 5 y el infimo es 0.
n

Como el supremo estd en el conjunto (para n=1) se trata del méximo pero el

infimo no es minimo porque no es un elemento del conjunto A.

Calculo de limites: Definicion

, e ., .. . . 1 ,
Demostrar, segiin la definicién de limite, que se verifica: lim — =0, con r>1.;Qué
n

n—00

sucede sirt < 17

- Supongamos r>1. Segin la definicién de lfmite, hay que encontrar la

. 1 .
expresion de n para cada ¢ > 0, tal que ——0|<e si n>mng.
r
log 1
1 1 1, 1 €
——0|<e & —<e & —-<r" & log|—-|<n-log(r) & <n
r r € € log(r)

pues hemos supuesto desde el principio que r > 1, luego log (r) > 0. Asi pues, si

o)

log(r)

tomamos n,=
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e Sir < 1,serd log (r) < 0. Como ¢ es muy pequefio, verifica ¢ < 1, es

decir log(e )< 0, luego log l] = —log(e) > 0.
€

Teniendo en cuenta que siempre es n > 0, nunca puede ser

log 1 < n-log(r), puesto que n. log (r) serd siempre negativo, mientras
3
que log 1] es positivo. Por lo tanto, si r<1 la sucesién no puede tender a
9
cero.

/2 Demostrar, aplicando la definicién de limite, que se verifican los siguientes limites:

n+1

a) li 1
(a) fim o
2_
(b) hmn—»ooL =92

(n+1)(n+2)
@n+1)° —@n-1°
3n? +1

(c) lim, 8

Solucién

(a) Se trata de ver que

. 1 )
Ve > 0, existe n, de forma que nt -1 <e si n>n

Observamos que

n+1
n—2

3 1
e -—<n—2&-—-42<n
n—2 € 5

—ll<e &

Luego fijado ¢ > 0 basta tomar n, = E[l + 2] para que se cumpla la definicién
€

de limite.
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Nota.- E(x) denota la parte entera de x.

2 —
(b) Calcularemos la diferencia e 2 | v la haremos menor que ¢ .
(n+1D(n+2)
2n® —1 | _|_—6n—5 ‘_ 6n+5 _ 6n+1)

(n+1)(n+2) n® +3n+2 nP4+3n+2 nP+3n+2

Como
6(n+1)  6(n+1) 6
n*+3n+2 (m+Hr+2) (n+2)

Si hacemos <e & §<n+2<:> n>§—2

(n +2) € €

Cualquiera que sea el valor de ¢, tomando n, = E[§ - 2] , se puede asegurar que
€

: 2n? — 1
si n > n entonces | —————— —2 | <¢
(n+D(n+2)
(c) Operando como en el apartado anterior,
@n+1° —2n—1° .
3n? +1
| 8n® +12n* 4+ 6n + 1 — (8n® — 12 +On—1) of_
3n? +1
_|nP+2 ) |6 ‘_ 6 62
3n% +1 3n* +1] 3n*+1 30 n?
Como ha de ser i<g:>2<n2:> n>\/§
n? € €
Entonces, cualquiera que sea el valor de , tomando n, = E \/2], se puede
3

asegurar que

@n+1° —2n-1°

si n > n_ entonces
3n? +1

8| <e
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g1
¥
53
By
G
fg
2q
By
gq
a

a

a

=

10
1l

decimales |15

Sucesiones recurrentes

Estudiar la convergencia de la sucesién recurrente dada por

Solucién: (Curso 03-04)

paso %_Il _
¥ =X

=1.708975946676697
=1.5059546144586619
=1.9658917555830465
=1.595698663595400856
=1.59655544499 5439
=1.998853144510496
=1.5999817751390946
=1.59985725587556394
=1.99595752973643
=1.999955543295581

Elx)

al
= — 1.00 2 L]

v

funcion = |c4+x*21*(1;33

Applet Laboratorio Sucesiones Recurrentes

Es ficil ver que 0 < q, , veamos que a, < 2. Lo probaremos por induccion.

e Paran=1,q =1<2
* Supuesto que a, <2 debemos probar que a, , <2.

Como por hipétesis de induccién se tiene que a, <2 se cumplira:

(0, <4=4+(a,) <4+4=8=34+(a,) <¥8=4a,,, =Y4+(a,)<2
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Veamos ahora que la sucesién es monétona decreciente. Es facil ver que:

La dltima desigualdad es trivialmente cierta ya que anteriormente hemos

probado 0 <a, <2. Luego se cumple a, , > a,.

Por el teorema de Weierstrass al ser una sucesién monétona y acotada es

convergente.

. 1
‘N Dada la sucesién ¢, =1y q, = =" > 2, demostrar que
=0y

(a) (a,)" —3a, +1<0 para todo nimero natural

(b) la sucesién {an} es convergente y calcular su limite.

00
n=1

ry
paso E|2 v

i
1

L« I~ T B S 7T o I

=0.5

w

w
1
=
P

=0.3584615354615585 0.5

L 382352941176471 %)
=0.352022471910112
=0.3819742458027039
L381967215114754
=0.3819661865995875
&,9° 0.361966036833293
8,9 = 0.3819660149582642

&
a = :Il.nn .5 i1
u a a

decinales : 15

il

W

[

w

funcian = IlIES-KJ

Applet Laboratorio Sucesiones recurrentes
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Solucién:

(a) Demostramos por induccién la desigualdad (a, ) —3a, +1<0.

o Para n=1 hay que probar: (q) —3¢ +1<0. Como a =1 la

desigualdad es cierta: (1)2 —3*¥1+1=-1<0.

0 Supongamos que (a, )2 —3a, +1<0 y probemos ahora que:

(@, )2 —3a,,, +1<0. Se tiene que:

2
1 1
(an+1> 3an-!—l_|_1<0<f’>[ _an] _33_an+1<0@
2
& L - +1§0©1_3<3_a”)+(3_a") <0
<3—an)2 3—a, <3—an)2

@1—9+3an+9—6an+(an)2 O<:>1_3an+<an)2§0

<3—an)2

En la tdltima expresién el numerador es menor o igual a cero (por
hipétesis de induccién) y el denominador es positivo (por ser un
cuadrado). Por lo tanto, supuesto (a,) —3a, +1<0 la 1iltima
desigualdad es cierta y se cumple:

(an-!—l )2 - 3an+1 +1<0.

(b) Para ver que es convergente intentaremos ver si es mondtona y

acotada.
Dando valores a n (n=1, n=2, n=3...) parece que es monétona decreciente.
En el caso de que lo fuera estarfa acotada superiormente por el primer

término. Veamos si son ciertas estas impresiones.

o Acotada.
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Vamos a probar que 0 < a, <1. Lo haremos por induccién.

0O 0<g <1lyaque0<1<1
0 Veamos que si 0 <a, <1 entonces 0 <a,, , <1
Entonces suponiendo 0 < a, <1 se tiene que —1 < —q, < 0.

Sumando 3 a ambos miembros:
1 1
<
3—a 2

n

2<3—an<3<:>§<

Luego, 0 <a, , <1

o Monotonfa: Vamos a probar que es monétona decreciente, es decir, si

para todo nimero natural a,,, <a,:

para nuestra sucesién hay que demostrar que 3 <a,
—aq

Como

L <4, & 1<(3-a,)a, & (a,) —3a, +1<0

3—a,
" 3—a,>0

y la iltima equivalencia es cierta por el apartado (a) se cumple

1
3—a

<a,

n

Por el teorema de Weierstrass al ser una sucesion mondétona y acotada es

convergente. Si llamamos L al limite de la sucesién a, se tendra que :

. . 1
lim a, = lim —— = ——
n—00 definicion n—ood —a 1 propiedades 3 — lim a 1
=1 de los limites n—ooo

de la sucesion

en consecuencia el punto L buscado tiene que cumplir
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es decir serd una raiz del polinomio:

x<3—x):1(:>x2—3x+1=0

Resolviendo

,_3xV9-4 3+45
2 2
3—+5

De las dos raices el valor de L es L = que es menor que 1. (Observar

que la sucesién es monétona decreciente y el primer término es menor que 1).

I} Dada la sucesién q, = 2 a, = 2a, , n>2, demostrar que la sucesién {a,} es
n=1

convergente y calcular su limite.

0]
=

'y
2
paszo :I,,. 3 4

=1.41
=1.6792855623 74667
=1.5832640475555124
=1.914492349571435
=1.956779164786581 12
=1.8978271551019516
=1.98910610627966
=1.99454561 5562432
=1.997270945547074
10° 1.995635007122145
11 = 1.999317387070971

o = :I: 1.41

. i
decimales 15 } 1 L } }
v El.l &@3

Eix]

funcion = Isqrtiz*x]

Observa que q, = V2, a, = J2V2 = (2-21/2 )1/2 = 2l/2 . 9l/4

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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B8 Dada la sucesién {an} _

0 Demostrar que {an} _

O Probar que ¢, >1, Vn e N

[ee]
n

1.1 1
1/2 e —

a; = /2a2 = 21/2(21/2+1/4)/ — 9l/2+1/4+1/8 o =224 2 _
El exponente
es una suma de
n términos de
una progresion
geométrica de
primer término 1/2
y razén 1/2

o | I e
202" lim | A2
n—o0 1
1 ——1
Por lo tanto, lim a, = lim |2 2 =2 2 =2 =2
n—00 n—00
en donde
2
. (an) +2 N
a, =T a = n €
1 )
n+1 a + 9

| es convergente y calcular su limite.
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=2.3580476142547617
=1.32294756400208
=1.062343356950355
=1.010755779277715
=1.00180381117917
=1.000300951219551
=1.000050167340717
=1.000008361465131
= 1.0000013953564519
11 = L1.000000232204325

2 = :I: 7.00

decimnales : 15

[ = A
L« . T T 7 B o

fungion=|sqrt((x*2+2]/ (x+2) )
Applet Laboratorio Sucesiones Recurrentes
Solucién: (Parcial I 2003)
(a) Solucién: Veamos que a, >1, Vn € N por induccién.

e Se verifica para n =1 ya que ¢, =7 >1

2
. . a,) +2 .
® Suponiendo que a, >1 veamos si q, , = % >1. Se tiene
a, +
que,
2 2
(%) + 2 (an) +2
Gn+1 Z 1 =4 T = 1 =4 T = 1
a’ﬂ a’ﬂ
2
& (an) +2>a, +2 a::; an(an—l)ZO

por hipotesis
de induccion

2
(b) Veamos si es monétona. Como a, =7, a, = 77—:_22 = 1/% < 7 intentaremos

ver si es mondétona decreciente,
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2
<G ) + 2 2 2 2
n
eleﬁldo — _( n) & (an) +2§(an) (an+2> &
al cuadrado por n
ser cantidades
positivas
3 2 2
s 22(0) +(e,) & 2<a(e) +1

Esta tltima desigualdad es cierta ya que 1 <a, . Por lo tanto es mondtona

decreciente.

Como la sucesién es monétona y acotada es convergente. Llamando

L = lim a, se tendrd que:

n— o0

7 +2
L+2 L+2

& PP =F+2 & (L-1)(F+20+2)=0sL=1

-
=0

& (1) Dada 1 ion {a,} definid w=t ide prob

ada la sucesi6n efinida por se pide probar por
n P a, =4n +a, , n>1 P P P
induccién que Vn € N, ‘an — 2n2‘ < 2n
(2) A partir de la sucesién anterior se define la sucesién b, = an2 . Estudiar la acotacién de
2n

{bn} y calcular su limite.

Solucién: Febrero 2003

C . . a
(1) La sucesién {a,} es una sucesién recurrente y la sucesién b, = * se calcula
2n

a partir de {an } . Los primeros términos de ambas son:

a, = {1, 9, 21, 37, }

p —1192L37
" 2'8718'327"
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Se pide demostrar la desigualdad por induccién:

= pn = 1. Se cumple que: |a1—2|:1<2

= Veamos que si: ‘an - 2n2‘ < 2n, entonces

a —2(n~|—1)2‘<2(n~|—1)

n+1

Se cumple que:

an—2n2+2‘§

an+1_2("+1)2‘=‘4n+4+an—2n2—4n—2‘=

<la, —20*|+2 < m+2=2n+1)

Hipotesis
de induccion

Luego, se puede concluir que:

Vn e N, an—2n2‘<2n

(2)  De la desigualdad se deduce (por definicién de valor absoluto):

2n* —2n < a, < 2n® + 2n

Dividiendo los tres miembros por 2n

1 1) 1
l—-—< 2 <1+,
n  2p2 n

de donde
0<1-Lcp <14l<o2

n n

Por tanto la sucesién {bn} estd acotada inferiormente por 0 y superiormente por 2.

Ademss, teniendo en cuenta que lim [1 - l] =1y lim [1 + l] =1, por la
n—00 n n—00 n

regla del encaje, lim b, =1.

n—0o0
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Calculo de limites: Propiedades

i) Siendo o, = V3, @, = NENED a; = V3V 33, ete. Calcular lim, _ _a

oo n

Observamos los términos de la sucesion:

=
=)
w
|
w
N | =
w
|
w
0 | =
I
w
r | =
00 | =

1.1
—+—+...
4 8 2n

N .
1 1 1 1 n 1
Sptpopp—=22 2
2 4 8 2n 1 2
-—1
- L
de modo que a, =3 2
-1
y tomando el limite, lim, _a, =lim 3 2=3

Calculo de limites: Teorema del encaje

14

n n n

Calcular el siguiente limite: a, = + + ..
n?+1 n?42 n? 4+n
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Ingenieria de Telecomunicacién

Fundamentos Matematicos I

Ejercicios: Sucesiones numéricas

Calcular el limite de la sucesién que tiene por término general

a n " n n I n
" n24+41 n2+2 n?>+3 n? +n

Solucién: Construimos dos sucesiones para compararlas con la sucesién anterior,
cuyos términos generales son

n n n n n?
b, + ...+ =n- =
n4+n n’+n n? +n n? +n n? +n
y
2
C " + + ...+ " =n- " = "
" n2+1 n®+1 n? +1 n? +1 n?+1

observamos que se verifica b, < a, < ¢, para todo n, ademds

2
lim,_ b =lim _ —— =1
n® +n
y
2
. n
lim, ¢, =lim, 1 =1
como lim b =lim  _ ¢ =1, también serd
lim  _a, =lim L P R
n +1 n?+2 n?42 n® +n
15 ’ 2n—1 (Qn)l
(a) Demuestra que para todo nimero natural se cumple: < 5
" (nY)
g . .. ., 217,)!
(b) Estudia la convergencia de la siguiente sucesién a,

()

2n—1 m)!
(a) Vamos a probar la desigualdad Ea < @ por induccién.
()

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Fundamentos Matemaéticos I

e Para n=1, es cierta ya que QT <

2n)!

, veamos que es
2
n!)

2n—1
e Supuesta la desigualdad cierta para n, 2 <
n
cierta para n+1, es decir, que se cumple
Ant1)=1 (2(n 41))1 gt 2n +2)!
P (2ot 1) (a2
n+1

((n+ 1)

Se tiene que

n+1- <<n+1)!)2

(2n)!
4n 5
22n+1 _ 22n71 . 22 < (nl) _ 4n<2n)[ _
n+1 n+1 g1 n+1 n!<n+1)!mul_tiplz:cando
o 20! Pl

(nt)

<2n+2)<2n)<2n)! (2n—|—2)(2n+1)<2n)!

(n+1)2(2n)(2n)!

((n+ 1)

(2n+2)!

2n<5n+1

((n+1)1) ((n+1)1y

22n+1

- (Zn +2)!

Luego, hemos probado < 5
ntL ((n 1))

(2n)!

(b) Para estudiar la convergencia de la sucesién a, = ~—
n!)

—

22n71 22n—1

<2n)!

n!)2

<

y que lim
n—oo n

=
n

—

Por lo que la sucesién a, es divergente.

Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Ejercicios: Sucesiones numéricas

Fundamentos Matematicos I

Calculo de limites

Obtener lim, (\/ﬁ —n? + n)

Multiplicando y dividiendo por el “conjugado”, resulta una expresién més sencilla,

cuyo limite es inmediato

5 5 o (\/ﬁ—\/nQ—Fn)(\/ﬁ—F\/nz—i—n)_
mnﬂm(\/n_—\/n ~|—n)—hmnﬂOO (m+m) =

n
(n* = 0+ m)) n T
= lim, —lim,  ——— = lim n =
(\/n2+\/n2~|—n) Vn? +n* +n /7z2+\/rt2+n
’I’L2 7L2 7L2
. -1 1
=lm, ———=—-

14—J1~|—l
n

Hallar el limite de la sucesién a, = log [n + ;] -cos (n? +5).

n +

Tomando el limite

lim,  _a, =lim  _ |log [n_+3] cos (n* +5)|=0
n+ 2

-—
funcion acotada

inf initesimo dentro de [_L 1]

18 8n6-log[1+21]-sen31
Hallar el limite de la sucesién a, = - -

2mn —2

(2n* + 57) - cos
6n + 3

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Ejercicios: Sucesiones numéricas

Fundamentos Matemaéticos 1

Aplicando equivalencias, tenemos

3
8n6-log[1+21]-sen3l 8n6-[21]-[1]
(2n* + 5n) - cos ™= (2n* + 5n) - cos “mn
6n + 3 6n
8 nf
2nt 8 n’
=lim,_ =lim, 1= 4
(2n?) - cos i (4nb) - 5

5 n
. " . (2n)! . [3]
lim — =00 , lim — =0, lim —— =00 ,
H
lim L CR—
‘ 0'5n’ ‘ 0'5n? ‘ on
lim _ 500072 = 00 lim, | 5 —=0, lim ; -=0,
2 2
4 . 200
lim =0
127

20
Hallar el limite de la sucesién lim

o0

Solucién:

El limite es una indeterminacién de la forma 1*, se resuelve asi

Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Hallar el limite de la sucesién a, = 2y

Solucién: Suponemos que L = lim y tomamos logaritmos

n—o0 a’n

. 1+n . 1+n . 1 1+n
log (L) = log |lim 27 = lim lo 2",/ = lim —-lo =
2n (3 +n 2n 3+n 2n? + 6n
L=¢" =1

n

3—277,]n+1
5—3n

22

Hallar el lfmite de la sucesién b, = [

También en este caso, resulta mds sencillo explicar el cdlculo tomando

logaritmos. Sea L = lim b

n—oo n

log (L) = log limn_m[

= [im " -lo 3~ 2n = lim " —2n|
T+ 1 & 5—3n " 41 & —3n

2 2
=lim, _ z log|—| = log|—
n+1 3 3
2
log[f]

_ G2

3
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23

3n—1 ]n3

Hallar el lfmite de la sucesién ¢, =
om + 2

Supongamos que L = lim ¢, . Tomando logaritmos
-n—3 -n—3
3n—1 3n —1
log (L) = log |lim = lim lo =
g (L) = log nqoo[5n+2 R0 g[5n+2] ]
=lim, _ _(-n)- log[g] = 00

3n—1]

= lim —n — 3)-lo
ool ) g[5n+2

Hallar el limite de la sucesién lim

(\/n2 + 2n — n)n

n— o0

La expresion de la base es una indeterminaciéon del tipo oo — oo, que

resolvemos multiplicando y dividiendo por la expresién conjugada

(\/n2~|—2n—n)-( n2~|—2n+n)
oNn? 420 —p =lim =

( n2+2n+n)

2 2
i —lim, =1

=lim, —— -
2
n® +2n +n Jl—f—g—i—l
n

luego se trata de una indeterminacién del tipo 1*, que resolvemos utilizando

lim N

—

el ndimero e, asi
. ool 2o : Adn2 +on—n—
i ,’}’LZ m n)" 611m7H°On log( n°+2n n) ehmnﬂwn( n°+2n—n 1)

; (\/n2 +2n7(n+1))< n’ +2n+(n+1))
lim n-(\/n2+2n—(n+1)) M (\/ﬂz +2n+(n+1))

n—oo _
=€

n—oo (

= e

1 lim,

n‘)mn'[\ln2+2n+(n+l)} 1
= e = e = e 2 P p—
Je

lim,
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Fundamentos Matematicos I

250 Demostrar que a, y b, =log(l+a,) son equivalentes para a, — 0. Encontrar una sucesién

equivalente a log, (1 + an) para cuando a, — 0.

Solucién:
Para ver que a, y b, =log(l+ a,) son equivalentes basta ver que:

. log(1+a,)
lim ——2~

n—oo
an

=1
Se tiene que:

log(1
lim log(l + ,) = lim log(1 + an)l/an = log| lim (1 + an)l/“" =loge =1

n—o0 an n—oo n—oo

Por definicién, log,b=c¢ si y solamente si «° =b. Tomando en esta

expresiéon logaritmo neperiano,

cloga =logh = c=M
loga
Por lo tanto, por definicién,
log(1+a
loga(1+an) :M
loga

n n

Como log(l—l—an) ~a cuando a es un infinitésimo, se tendrd que:

log, (1 + an) ~~ I;Iga

26

. 1 1 . .
Dadas las sucesiones a, =1+— ; b, =1+ - establecer si son 0 no del mismo orden las

n
n n

siguientes parejas de sucesiones:
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Fundamentos Matemadticos I

(o) @, v, (8) a.” v b2
© = (@) loga, y log,
a’n n

Sol.- (a) Si (b) Si (¢) Si (d) No.

IMPORTANTE: Aunque para estas dos sucesiones loga, y logh, mno sean

equivalentes para la lista de infinitésimos equivalentes dada en el resumen tedrico si

se verifica que si a, y b, son equivalentes también lo son loga, y logb,

Nota: Si en la solucién de algin ejercicio crees que hay algin error ponte en contacto con la

profesora para su correccion.
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