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Objetivos:

= Conocer la definicién de derivada y su interpretacién geométrica.
= (Calcular derivadas de funciones elementales utilizando las siguientes
técnicas:
o Reglas de derivacién (derivada de una suma, producto, cociente).
o Derivada de la funcién compuesta: Regla de la cadena
o Derivada de la funcién inversa.
o Derivada de funciones implicitas.
o Derivada de funciones en paramétricas
o Derivada enésima.
= Comprender la aproximaciéon local que proporciona los polinomios de
Taylor
o Encontrar polinomios de Taylor para funciones derivables
o Utilizar el resto de Lagrange para estimar la precision de la
aproximacion.
o Estudiar localmente una funcién (determinacién de extremos)
= Comprender la aproximacién global que proporcionan las series de Taylor
o Calcular el campo de convergencia de una serie de potencias

o Desarrollar una funcién en serie de potencias.

Isaac Newton G.W. Leibnitz
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é lim

DERIVADA: DEFINICION

La expresion

f<w+AAx>—f(x)

que es la férmula de la pendiente de la secante a la gréfica de la funcién f que
une los puntos (m + Ax,f(x + Am)) y (x,f(x)) , se llama el cociente

incremental de f.

A

f(x+Ax)
H(x+AX)-f(x)

£(x)

AX

f(z+Az)— f()

Az—0 Ax

La derivada representa la pendiente de la tangente a la grafica de fen el punto

(x,f(x)). Se representa por f(x) 6 % 6 %
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\

X x+Ax tgr = lim f(a; i A:) _ f<$)
= z

TECNICAS DE DERIVACION

Regla del producto por una constante [a f<:1:)} = af'(a:), aeR
Regla de la suma f<:L“) + g(:l:)} = f'<x) + g'(:l:)
Regla del producto  [(2)g(z)| = f'(«)g(x) + f(x)g'(x)

(o)) _ole)i'(e) - 7(e)o'(z)

Regla del cociente =

f
o(e) ol

Derivada de la funcién compuesta: Regla de la cadena

Si y=1f (u) es derivable en uy u = g(a:) es derivable en z, entonces la funcién

compuesta y = (f o g)(z) = f(g(a:))es derivable en 7 y
(£29)(=) = o(s))o12)

o también
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Derivada de la funciéon inversa

Si f es una aplicacién inyectiva y derivable en z y ademds f '(xo) = (Oentonces la

o, 1 ., . .
funcién inversa, f~, también es derivable en y = f (x ) y ademds
[ [

Derivada enésima
Siy=f (:L‘)es derivable en un dominio D queda definida la funcién derivada:

f''D—R
v —f(x)

si esta funcién y = f'(:l:) a su vez es derivable se puede calcular su derivada,

y= ( f ')'(3:), que recibe el nombre de derivada segunda. Se denota,
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Este proceso puede continuar y se tendria la derivada de orden n o derivada n-
ésima que consistirfa en derivar la funcién n veces. Si la funcién es y = f(x) se
dny

denotars: f" (:L“) T
T

i FORMULA DE LEIBNIZ.- Si f y g son derivables hasta el orden n entonces la

funcién h(:v) =f (x) g(:v)es derivable hasta el orden n y ademads

f'(z)g("fl <x)+...+

-l -

RECTA TANGENTE. APROXIMACION LINEAL

Definicién (Diferencial).- Sea y = f (CL’) una funcién derivable en un intervalo

abierto que contiene al ntimero

- La diferencial de x es igual al incremento de x, Az = dx

- La diferencial de y se define como dy = f '(:B) dz

La diferencial de y para un incremento de x, dx, corresponde el incremento

de la ordenada de la recta tangente correspondiente a ese incremento.

E Profesora: Elena Alvarez Saiz
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Diferencial
251
201
xo+h,f(xo+h
5l (xo+h,f(xo+h)
Ay=f(xo+h)-f(xo
ol y=f(xo+h)-f(xo)
5 ,
dy
"""\alfa
of———  (xo/(f(xo) h
" Recta tangente

Aproximacién lineal: Consideremos la gréfica de una funcién y = f (x) derivable en

T = c¢. Si dibujamos la tangente en el punto (c, f (c)) vemos que, para un intervalo

pequeno de x, centrado en c, los valores de la funcién casi coinciden con las
ordenadas de los puntos de la curva. Por esta razén llamamos a la ecuacién de la

tangente a la gréfica de fen el punto £ = ¢ una linealizacién de la funcién en ese

punto.

Teniendo en cuenta que la ecuacién de la recta tangente en el punto (c, f (c)) tiene

por pendiente f(c) se tendrd que su ecuacion es:
A
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y se llama a L<SE) = f(c) + f’(c)(x — c)la linealizacién de f en c

POLINOMIOS DE TAYLOR

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -

como

En el caso en que a=0 el polinomio se llama de MacLaurin.

Veamos algunas propiedades que nos permitirdn obtener polinomios de Taylor a

partir de otros conocidos

el polinomio de Taylor de grado n correspondiente a la funcién f en el punto x=a :

Sean f y g funciones que admiten polinomio de Taylor hasta el grado n en el

punto a entonces se cumplen las propiedades siguientes:
e Linealidad: 7| (af—l—ﬁg;a):aTn <f;a)+ﬁTn <f;a)
e Derivacién, integracion: [Tn (f;a)}' =T , (f';a)

e Otras operaciones: Se puede obtener el desarrollo de productos y cocientes de

funciones a partir del desarrollo de cada una de las involucradas.
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T [ f (x);a]. Se define el resto n-ésimo de Taylor correspondiente a la funcién f en el |

|
|
:
|
punto x=a, y lo escribiremos R [ f (:L“);a} como :
|
|
|
|

US|

La expresion 1) [f (a:);a} + R [f (a:);a} se llama férmula de Taylor de f(x) de grado

n en el punto x=a.

En las proximidades del punto x=a se verifica no sélo que el resto n-ésimo es
~ . . . . . ~ . n
pequeno (infinitésimo) sino que se hace pequeno en comparacién con <x — a) (es un

n
infinitésimo de orden superior a (x — a) para x=a). Esto se expresa en el siguiente

resultado

TEOREMA DE TAYLOR: Si f es derivable n veces en el punto x=a y R [f (x);a]
es su correspondiente resto de Taylor entonces
R [ f (x) ; a]

Iim———— =20
e (:v — a)n

EXPRESIONES DEL RESTO: Sea f es una funcién derivable (n+1) veces en un
intervalo abierto I, que contenga al punto x=a. Si R [ f (x);a] es el resto n-ésimo de

Taylor correspondiente a la funcién f en el punto x=a entonces:

(1) Resto de Cauchy

rlre)el= ey

n!

siendo t un punto intermedio entre a y x.
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(2) Resto de Lagrange

f(n+1 (t)

e ol

R eyl

siendo t un punto intermedio entre a y x.

(3)  Resto Integral

Rl = e

a

definido si la derivada (n+1) de f es integrable en el intervalo I.

POLINOMIOS DE TAYLOR: APLICACIONES
e (Ciélculo de valores aproximados (ver hoja 10)

e (dalculo de limites indeterminados

e Estudio local de una funcién: Determinar méximos y minimos

Cédlculo de limites indeterminados

En el cdlculo de limites de funciones surgen las mismas indeterminaciones que

en el caso de sucesiones y se aplican las mismas técnicas para su resolucion.

cualquier funcién que tienda a cero. Es decir, go(x)es un infinitésimo para x=x, si

i) -

_______________________________________________________________________________________________________________
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(a)
(b)

PROPOSICION.-

La suma, diferencia y producto de infinitésimos es un infinitésimo.

El producto de un infinitésimo por una funcién acotada en un entorno de x,

es un infinitésimo.

! Definicién (Infinitésimos del mismo orden, orden superior y orden inferior).- Se dice !

i que

Definicién (Infinitésimos de orden p).- Decimos que un infinitésimo es de orden p

. go(x) y ,u(x) son dos infinitésimos del mismo orden para z = x_si

lim 4 ($>
Ene

=X con A= 0, A =00
En este caso se escribe go(a:) = O(u(aj))

. gp(a:) y u(a:)on equivalentes para x = z_si 11&1% =1

. gp(x>es de orden superior a ,LL(:U) para T = x_si llr?m

caso se escribe go(a:) = 0(,& (x))

para T = ¥ si go(x) = O[(a: -, )p] es decir, si

limﬂ%:)\ A=0, A =00

PROPOSICION.- El orden de un infinitésimo no varia al sumarle o restarle otro de

orden superior.
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Consideremos ahora go(x) un infinitésimo de orden p para x =z , esto significa

que

111111%)\ A=0,\ =00
“lzr—=z

En este caso se tiene que:

go(x)—)\(a:—xo)p =0

(m—xo)p] & go(a:) = A(a:—xo)p +o0

Entonces al término )\(IL‘ — T, )p se le llama parte principal del infinitésimo

go(a:) para T =T .

PRINCIPIO DE SUSTITUCION.- Si en una expresién de un limite se sustituye un
factor o divisor por su parte principal o por otro equivalente el valor del limite no se

ve alterado.

IMPORTANTE: Cuando los infinitésimos aparezcan como sumandos la sustitucién

de un infinitésimo por otro equivalente puede conducir en general a errores

Tabla de equivalencias

(1) Si z — 0 entonces senr ~ x

72
(2) Si z — 0 entonces 1 —cosz ~ Y
(3) Si x — 0 entonces tgr ~ x

4) Si £ — 0 entonces log(l + :E) S

(5) Si z — 0 entonces log(l + xk> ~ (k‘ > O)

E Profesora: Elena Alvarez Saiz
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(6) Si z — 0 entonces a” — 1~ zloga
(7) Si x — 0 entonces arcsent ~ x
(8) Si x — 0 entonces arctgr ~ x

(9) Si x — 0 entonces (1 + :E“) ~ 14 ax

(10) Si z — 0 entonces P <:c) ~ término de menor grado

: Definicién (Infinitos).- Llamaremos infinito para z tendiendo a =z, a cualquier ;
i i
i funcién w(a:) que tienda a infinito. Es decir, w(a:) es un infinito para =z si |
| |
i i
| |
i |

lim w(a:) =0

I z—x
' o

OBSERVACION.- Todo lo visto anteriormente para infinitésimos puede aplicarse a

infinitos teniendo en cuenta que si w(m) es un infinito para = z_ entonces

olz) =

es un infinitésimo. En particular, la sustitucién de infinitos en la expresién de

—— es un infinitésimo para x=x_
()

un limite se rige por las mismas reglas que las de los infinitésimos.

| Definicién (Infinitos de orden inferior, superior).- Se dice que w(z) y T(:U) dos |

infinitos para x =z, se dice que:

" w(m) es un infinito de orden inferior a T(.’E) para & = & si

w(a)

é lim =0 :

P T(z)
" w(m) es un infinito de orden superior a 7'(3:) para T = T si

i 210)

)

I
g
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B i T T T -

. w(:c) es un infinito del mismo orden que T(:B) para T = I si

T=T, T <$)

En el caso particular de que Aentonces se dice que son equivalentes.

| fy
i lim——=<=X A=0,A=o00

Definicién (Infinito de orden p).- Decimos que un infinito w(m) para T =z es de

orden p si

- w(g]
lim—————=X A=0, =00

continuacién, se dan en la tabla los denominados drdenes fundamentales de

infinitud. Segin se avance de izquierda a derecha en las columnas los 6rdenes van

decreciendo.
Potencial - Exponencial Potencial Logaritmo
Exponencial
xaz bz xc <logq ‘T)P

APLICANDO POLINOMIOS DE TAYLOR

Sea y=f (x) una funcién que es infinitésimo para x=a que tiene todas sus
derivadas nulas hasta el orden k-1 en el punto a y que f(k (a) = 0, entonces se

cumplira:
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de lo que se deduce que el orden del infinitésimo y = f (ZB) para x=a es k y su parte

f'{a)

k!

principal es

Estudio local de una funcién

Consideremos una funcién y = f (CL’) con derivadas hasta el orden n+1 en el punto

a. Se cumple que:

(:1; - a)n +o0

- )]
Supongamos que f'(a) = f"(a) =...=f! (a) = 0, entonces

e Sinespary f" <a> > (0 entonces en el punto “a” la funcién tiene un minimo

local

e Sinespary f" <a> < 0 entonces en el punto “a” la funcién tiene un maximo

local

e Sin esimpar en el punto “a” hay un punto de inflexién.

SERIES DE POTENCIAS. SERIES DE TAYLOR

i Una expresiéon de la forma

i Recibe el nombre de serie de potencias centrada en el punto a. Una serie de

i aa+a1<x—a>+a2(x—a)2+...:Zan<x—a>n

! potencias puede ser interpretada como una funcién de x
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Convergencia de una serie de potencias

El dominio de la funcién f (a:) = Zan (a: — a)n serd el conjunto de valores de x
n=0

donde la serie converge y el valor de f (:E) serd precisamente la suma de la serie.

Nota: Es evidente que la serie converge en el punto a

TEOREMA DE ABEL.

o0
n
Se considera la serie E a (3: —a) . Entonces se cumple una y solo una de las

n=0
afirmaciones siguientes:

(a) La serie converge solo en a

(b) Existe un nimero R > 0 de forma que la serie converge en ‘113 — a‘ < R y no

converge en ‘a: — a‘ >R

(c) La serie converge para todo z € R

Puede decirse que la serie converge siempre en un intervalo de la forma
(a —R,a+ R) considerando que en el caso (a) el valor de R es cero y en el caso (c)
el valor de R es infinito. Al nimero R se le llama radio de convergencia y al
intervalo (a—R,a~|—R> intervalo de convergencia. Es importante notar que el

teorema no dice nada sobre la convergencia en los extremos de dicho intervalo.
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TEOREMA.

o0
n
Si la funcién viene definida por una serie de potencias g a (:E = a) . Entonces se

n=0
cumple una y solo una de las afirmaciones siguientes:
(a) La serie converge solo en a
(b) Existe un nimero R > 0 de forma que la serie converge en ‘x = a‘ <R yno

converge en ‘x — a‘ >R

(c) La serie converge para todo z € R

TEOREMA.

o0
n
Si la funcién f viene definida por una serie de potencias E a (3: - a) con radio de
n=0
convergencia R > 0 entonces

(a) f es continua en todo punto interior al intervalo de convergencia.
(b) f es derivable en el intervalo de convergencia y su derivada f'(x) puede
. . o p o . n . ] = n—1
obtenerse mediante la derivacién término a término: f (a:) = g na, (:U = a)
n=1
siendo el radio de convergencia de esta serie también R.

(c) f es integrable en el intervalo de convergencia y, ademds, se puede integrar

término a término:

J e)is =33 o fo—of to) = 552 ()" 48

n=0 n=0 n + 1

siendo el radio de convergencia de esta serie también R.
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Desarrollo de una funcién en serie de potencias

Ahora analizamos el problema de encontrar el desarrollo en serie de potencias de una

funcién f (x) analizando qué condiciones debe cumplir f(a:) para que pueda

o0
n
encontrarse una serie de potencias E a, <a: — a) que converja a f (J:)
n=0

Recordemos ahora el Teorema de Taylor que permitia expresar el valor de una

funcién mediante su polinomio de Taylor.

FORMULA DE TAYLOR: Si la funcién f es derivable n+1 veces en un intervalo
(a —R,a+ R) entonces

f(z)=1 (f;a)+ R, ()

n ¥ (a L
siendo T ( f;a) = Z#(z — a) el polinomio de Taylor de grado n de f
k=0 :
en el punto a y Rn el resto del polinomio que cumple:

lim—R" <x) =0

z—a n
(z—a)

Considerando la expresién de Lagrange del resto se tendra:

1) =32 oy L2 gy

=0 (n + 1)!

con ¢ un punto intermedio entre a y x.

TEOREMA: Si la funcién f es infinitamente derivable en un intervalo I abierto

centrado en ay si R (:E) es el resto de la férmula de Taylor entonces:

"), o) o i, (o) =0

n no

f(e)=3

n=0
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1" (a)

n!

o0
La serie E
n=0

(:E — a)n se llama Serie de Taylor de la funcién f <:E)

Importante: Puede probarse que si existe una constante k£ > 0 de forma que

f(”(x>‘§k para todo n >0, z €[

entonces

o) =522y

n=0

Ejemplos: Teniendo en cuenta los tltimos resultados se pueden obtener los siguientes

desarrollos en serie de Taylor de algunas funciones elementales:

ew:ig%:1+%+§!+m ‘a:‘<oo
00 n 2n+1 3 5
sen(z)z%(—l) <22+1)!= —%—i—%— ‘SE‘<OO
B 00 " :L_Qn B xZ x4
cos(z)-%(—l) (Zn)!_ —;-I—Z— ‘x‘<oo
1ix:§;x":1+x+x2+... ‘x‘<1
1ix:§<—1)nx":1—x+x2— ‘x‘<1
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Teniendo en cuenta la dificultad de encontrar la derivada enésima para muchas
funciones y de probar que el resto enésimo tiende a cero cuando n tiende a infinito es
frecuente, para encontrar el desarrollo de una funcién en serie de potencias, utilizar
funciones de las que ya se conoce su desarrollo y luego integrar, derivar o realizar

operaciones algebraicas como se indican en el siguiente resultado:

Si f(:z:) = zoo:anx" y g(m) = zoo:bn:v"’ en <—R,R) entonces

n=0 n=0

o0

o fla)tolr)=3 (o, b )a" en (R R)

n=0

S e | RR
f(ka:) = ;ank z" en ‘k‘ , ‘k‘
° f(ﬂ) = iana:"k en (—@,@) siendo k>0
n=0

DERIVACION IMPLICITA

i Una ecuacién de la forma F (a:,y) = (0 define a la variable y como funcién z :
| |
i (y=f (x)) en un cierto dominio D si se verifica que para todo z en D existe un |
| |
| |

unico y de forma que F(x,y) =0.

Cuando, para este tipo de funciones no se pueda despejar la variable y

d
explicitamente en términos de z, y se quiere obtener la derivada, d_y , se procede
x

de la siguiente forma:
1. Se deriva ambos miembros de la expresién con respecto a x,

aplicando la regla de la cadena sabiendo que y es funcién de

T, es decir, y = y(a:)

Profesora: Elena Alvarez Saiz



. g g Ingenieria de Telecomunicacion
Teorfa: Funciones una variable S ‘ ‘

Fundamentos Mateméticos I

2. Se despeja la expresién 4y .
T

d
En general, el valor obtenido para d—y es
x

dy derivar la funcién F respecto a x considerando y como constante

dz derivar la funcién F respecto a y considerando x como constante

DERIVACION PARAMETRICA

En algunas ocasiones la ecuacién de una curva no esté dada en la forma y = f (a:) 6

F <:E,y) = 0 sino que estd determinada por un par de ecuaciones en términos de una

misma variable.

r=1t —2t
Por ejemplo, consideremos las ecuaciones con te€R.
y=t+1
Se tiene que a cada valor de t le corresponde un punto (x,y) del plano. En el ejemplo

anterior, la siguiente tabla de valores:

t|-4|-3|-2|-1,01 1|23 |4]| 5

x 24158 |3[0]|-10|3]|8]15

v 3|2|1/lo]1]|2|3]|4|5]¢6

nos permite hacer la representacion gréafica de la relacién de la siguiente manera:
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T=gl|\t
( ) , con g, h funciones continuas en un intervalo
y = ht)

real I, reciben el nombre de ecuaciones paramétricas o representaciéon paramétrica de

En general, las ecuaciones

una curva en el plano XY. La gréfica de las ecuaciones paramétricas estd dada por el
conjunto de puntos del plano XY, que se obtiene cuando t, que recibe el nombre de

pardmetro, toma todos sus valores posibles en el dominio I.

TEOREMA: Sean g(t),h(t) funciones derivables en un intervalo (c, d). Supongamos

que g tiene una inversa derivable en ese intervalo. Entonces en cada punto donde

T =glt
g'(t) = 0, las ecuaciones hgtg implican que existe una funcién derivable f tal
y =

que y = f(x), y ademds

dy
dy _ar _ M)
dr  dz g'(t)
dt

Nota: Si detectas algiin error o errata ponte en contacto con la profesora para su

correccion.
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