maticas

EJERCICIOS RES

Funciones de una variable

Elena Alvarez Saiz

Dpto. Matemética Aplicada y C. Computacion

Universidad de Cantabria




!

Ingenieria de Telecomunicacién

. Ejercicios: Funciones una variable
Fundamentos Matematicos I

" En el siguiente gréfico se considera una funcién y = f(z). Representa la derivada en el

punto x, el incremento de y = f(z) para un incremento de x, Az , y la diferencial de

y=1f (:c) en x para Az . Calcula estos dos valores para y = z* en el punto z = 2.

Soluciodn:
T

f =y — zlogz =logy

Derivando implicitamente

log:c—i—g:— —y' = y(loga:—i—l) —y'= x’”(logx—l—l)
x

Para x=2
y'<2) = 22<10g2 + 1)

dy = 22<10g2 + I)Am

Deduce la derivada de la funcién y = arcsenx

Solucién:

Sea y = arcsenz entonces

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz




Ejercicios: Funciones una variable

seny = x

Derivando respecto a x:

(cosy)y':l:y'— L _ L = !

_Cosy_\/l—senQy NI

Hallar la derivada enésima de f (x) = sen(2x)cos(2x) en x=0 (utilizar férmula del seno del

angulo doble)

Solucién:
Teniendo en cuenta que: f(z) = sen(2z)cos(2z) = %sen(élx) se tiene:
f'(2) = 2cos(4z)
(o

): —2-4sen(4x)
" 33) =-2.42 cos(4:c)

fi (a:) =2- 43sen(4x)

Luego, para todo n >1

fem(z) = (—l)n 242" sen (4a)

f(anl (x) _ (_1)”” 9. 42n—2 cos(4:c)

Otra forma: Teniendo en cuenta que:

cos(a) = sen[a+g]

se tiene que:

f'(:c) = 2008(43:) = 2sen[4x + g]
f"(a:) = 2'4005[4$+Z] = 2-4-sen[4x +Z+Z]
2 2 2

f"'(:c) = 2-42008[43;‘4—2-%] = 2-42-sen[4x+3-g]

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos I

Férmula que se demuestra por induccién sobre n.

'\ Se considera la ecuacion:

2
x2ﬁ—4x@+6y = 73
dz? dx

y se realiza el cambio z =e'. Escribir la ecuacién después de haber realizado el cambio

considerando la variable y dependiente de ¢.

Solucion:

Se tiene el siguiente arbol de dependencia:
y--——-X-----1

Aplicando la regla de la cadena:

By _dydrdy_ ady (g

dt  dx dt dzr dt

Aplicando nuevamente la regla de la cadena derivando respecto de x sabiendo

que

2 2
M — i @ — i eit @ ﬁ — _eit @ + eit d y eit (2)
dr? dz \dz dt dt | dx

Sustituyendo en la ecuaciéon dada:

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos I

2
Q2| g2t @ + e—2tM _ fetet @ 16y = et
dt 4%t dt

2
_@_f_ﬂ _4@+6y:est
dt  J?t dt
2
M—5@+6y:e3t
d*t dt

3| Sea g(z)= f(senz), sabiendo que f'(0)=0 -calcular g'(x). Comprueba ademds el

resultado obtenido para una funcién f concreta.

Solucidn:

Aplicando la regla de la cadena,
g'(a:) = f'(sena:)-cosa: = g'(w) = f'(semr) - COSTT = f'(O) . (—1) =0
Por ejemplo, podemos considerar f(z)= 12" = g(z) = f(senz) = (sen:c)2

Se tendria para este ejemplo g’(:v) = 2<senx)<cosz) = g’(ﬂ) = 2senm-cosm = 0

| Dada la curva 2? +y* — 2z + 6y + 6 = 0, se pide representarla y calcular la recta tangente y

normal a dicha curva en el punto P(2,—3 ++3 )

Solucién:

Completando cuadrados

2+t =20+ 6y +6 =2 — 2|+ [y> +6yl+6= (a:—1>2—1+<y+3>2—9 + 6

Se tiene que

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos I

Py 246y +6=0¢6(z—1)] +(y+3) =4

luego la curva es una circunferencia centrada en el punto (1, -3) y de radio 2.
Para calcular la pendiente de la recta tangente calculamos la derivada en el

punto P. Derivando implicitamente:

20 — 2
27 4 2y'— 2+ 6y' =0 & y' = — =2
2y + 6
en el punto P
2.2-2 1

v'r :_2(—3+J§)+6 T

la ecuacion de la recta tangente es:

y=(—3+«/§)—%3(x—2)

y la de la recta normal

y=(-3+3)+V3(x-2)

w %

Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos I

/| Un punto P se mueve sobre la pardbola r = y* situada en el primer cuadrante de forma
que su coordenada x estd aumentando a razén de 5 cm/seg. Calcular la velocidad a la que

el punto P se aleja del origen cuando x=9.

Solucién:

Se trata de un problema de razén de cambio relacionadas. La funcién

distancia de un punto situado en las coordenadas (x, y) al origen es:

d(t) =ya*(t) +v* (1)

Si el punto (x, y) estd en la pardbola = = y* serd:

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos I

8+

La velocidad a la que se aleja del origen aplicando la regla de la cadena es:

a'(t) = (22 (1) + 2 () 7 (20(t) - 2'(t) + (1)
En el instante en que x=9 y teniendo en cuenta que z'(t) = 5em / seg se

concluye que la velocidad a la que el punto P se aleja del origen es:

%(92+9)_1/2(2-9-5+5)=ﬁ=

Determina el punto de corte de la recta tangente a la grafica de f(x) = 7% en el punto x=e

con el eje X.

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Ingenierfa de Telecomunicacién

Fundamentos Matematicos I

Utilizando la regla de la cadena (derivacién logaritmica)

log f(z) = 10g<331°gx) = <loga:)2 = ];'((:)) _ 2logz

T
fl(x>:xlog1210g$ f!(e):elogeQIOge -9
T €
luego la recta tangente es:
y—e= Z(x—e)
que corta al eje X en el punto 0 —e = 2(9:—@) S zg

59

o0 En una empresa la fuerza laboral L se mide en horas-trabajador y es una funcién del

tiempo, L= f(t). Sea M =g(t) la produccién media por persona. Suponga que la

produccién Q estd dada por el producto LM. En cierto momento la fuerza laboral L esta

creciendo a un ritmo de 4% anual y la produccién media estd creciendo a una razén de

5% al ano. Encontrar la razén de cambio de la producciéon total cuando Q=10.

Solucién:
Datos del problema:

Q=1IM = f(t)g(t)

ﬁ: 0'04-L
dt

d_M: 0'05- M
dt

Se pide:

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Mateméticos 1
j 4Q_dL .y

[@] =0'04-L-M+L-0'06M=0'09-L-M=0'09-Q =0,9
Q=10

dt

Calcular % suponiendo que y(x) estd dada implicitamente por la ecuacién z“% = JyChz .

X

Solucién:

Tomando logaritmos a ambos lados de la expresion:

xarctgy — \/;thx

se obtiene

arctgy - logx = %logy + log(Chx)

Derivando implicitamente respecto de x:

"1 t ' h
yog:c+arcgy:y_+5x
1+ 42 z 2y  Chzx

Reagrupando los términos en y’:

y'logz y'

_ Shx  arctgy
1+4y* 2y Chz x

Despejando y’

2
dy _ aThz — arctgy 2y<1+y )

dz T 2ylog:v—1—y2

1
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Ingenierfa de Telecomunicacién

Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matemadticos I

Nota: El ejercicio se puede resolver derivando respecto de x a ambos lados de

la igualdad implicitamente:

j_x (arton) = j_x(\/;c*hx)

e Derivacién implicita del término de la izquierda:
h(z) = 2" log(h(x)) = arctgy - logx

h'(z) g
h(:c) 1+ y?

1
-logz + arctgy - —
z

!
1
h'(z) = ety y ~ - logx + arctgy - —

14y T

e Derivando implicitamente el término de la derecha:

L-y'-Ch:c—|—\/Z-Shaz:

2y

Entonces se tendra:

! 1 1
goretoy | Y. logz + arctgy - —| = —=-y" Chz + \/Z - Shz
L+ ] 2y
Despejando y’:
. parctgy
g gereta . 108T L opl [y gpg — ArCl9y T
1+ ¢ 2\/5 z

arctgy

\/; . Shr — arctgy - x
— z

Y
gorcigy . 08T 1 oy

14—y2 2\/5

Operando se puede llegar al resultado:

Profesora: Elena Alvarez Sdiz :>
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos I

2
dy _ aThx — arctgy 2y(1+y )
dz z 2ylogz — 1 — 3

!

'l Un depdsito de agua es cénico, con el vértice hacia arriba, y tiene 40 m. de alto y 20 m.

de radio en la base. El depésito se llena a 80 m® / min. ;A qué velocidad se eleva el nivel

de agua cuando la profundidad del agua es de 12 m.?

Nota: El volumen de un cono de altura h y radio de la base r es: V = %w 2 h

Solucién:

En cualquier instante de tiempo el volumen V es

V:lw-202-40—17r-r2-(40—h)
3 3

donde r y h son funciones del tiempo. Ademds estds dos funciones estan

relacionadas de la manera siguiente:

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Fundamentos Mateméticos I

En consecuencia el volumen en un instante t es:

3
V(t) = 171.202 . 40 _lﬂ, [4O*h(t)]
3 3 4

Derivando respecto de t en ambos lados de la igualdad

av 3

2 dh
dt

En el instante en el que h=12 m el deposito se llena a 80 m?® / min luego,

zﬁéﬁzﬂ%wli’)m/min
dt dt 497

80 = -[40—12}

T
4

EEaETEE

Polinomio de Taylor de grado 1 (recta tangente) en x=0

4 Taylor Tool =101 FIEE— I [m] 5]

Ele Edit Tools Window Help Fle Edt Tools Window Help

Taylor Series Approximation Taylor Series Approximation

T (=10
1) = |sin(x‘2)+|ug(1+x"2) fd = |sm(x“2)+|ugm+x“2)
a= |D |—E <K< |5 a= |u |—1 <x< |1
- =zl - JEd|
M= N=|
= Hep | Reset | Ciose | = Hee | Feset | Ciose |
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos I

Polinomio de Taylor de grado 2:

f(m):2$2+}?2(f(x),0) R2<f<x),0):O(x2)pam$:O

4 Taylor Tool i ] 9]

File Edit Tools Window Help

Taylor Series Approximation

# | Taylor Tool 10| x|

File Edt Tools Window Help

Taylor Series Approximation

F" T T T T T w

T 0= 242

i) = Jsin(x"2)+lag(1+x"2)

a= |E| |—2 x4 Iz

N=[2 j
Help | Fezet | Close |
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos 1

Polinomio de Taylor de grado 4:

T4<f<x),0) = 227 —éx“

f(x) = 272 —%x4 + R4(f($>,0> R4<f<x),0) = O(x4> para x =0

¥ Taylor Tool
File Edit Tools ‘Window Help

Taylor Series Appraximation
T T T T T T T T T

() = |sin<Z+log(1 +x"2)

a= |D |—5 <:-:<|5

Help | Feset | Cloze |
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos I

4 Taylor Tool =10l x|

File Edit Tools Window Help

Taylor Series Approximation
T T T T T T T

) = |sin(<"2)+log(1+x"2)

a= ID |—2 << Ig

N=[g j
Help | Reset | Close |

) Se considera la funcién f(z) = !
1+ 2
. . . . 1

a) Calcula una estimaciéon del error de la aproximacion de f(z)= por su
(a) )= s
polinomio de Taylor de grado 2 en el punto a =0 cuando x pertenece al intervalo
0<zr < 1

2

(b) Calcula para esta funcién la diferencial en a =0 e Az = 0.5. Haz un bosquejo de esta

funcién y representa el valor obtenido.

(c) {Puedes dar una cota del error que se comete al aproximar \E por 17

Solucién

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos 1

(a)  Consideramos la funcién f(z) = 11 derivando
+
f)=(ea) " p(0)=1
() —L 32 4y~ =1
Ple)= e plo)=
p(a) =220y o) =2
El polinomio de Taylor de grado 2 es:
T, (f(2),0) = 1= Jo +2a°
Utilizando el resto de Lagrange el error es
f(e) 4| |1-3-5 /2 . .
|f<:c>—T2<f<x>,0>|: Y = 5531 (1—|—c> x ¢ punto intermedio a 0 y a x
Sio<z< % el error una estimacién del error es
LI < -2
16 - 16( 2 27
OSCSZSE
1<14c<l+z
(1+z)77/2§(1+c)77/2§1
(b)  La diferencial es:
dy = f'(0)Az = 71-0,5 =—0,25

Profesora: Elena Alvarez Saiz :>
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Fundamentos Matematicos I

Ejercicios: Funciones una variable

Diferencial

\Ia tangente
N\
R\ (xo,f(xo0) h
' r
\ Jalfa
N Ay=f(xo+h)-f(xo)
05| =) ) (xosh,fxoth)
AN
\ dy
\\
o N
\\
N
\\
05}
4 . . . . . . . . LN
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

Para que se vea mejor la grifica corresponde a un incremento de valor 3.

1_\/2
1 V3

14

(¢)  Se estd pidiendo calcular una cota del error de sustituir f [%] =

por f (0) =1. Es decir acotar Ay que sabemos que para incrementos pequenos se

puede aproximar por la diferencial, luego, Ay ~ 0.25.

Otra forma es utilizar el resto de Lagrange

e ~f'(e) 1
Ay_fg]—f(O)— T x con0<c<5
es decir,
1 |-t ~3/2 1
‘f 2] f(O)‘ ‘ 2<1+c> x conO<c<2
Por el mismo razonamiento que antes
1 B S P
‘f[2 f(O)‘—‘ (1+c)" 2 <55 =02

&Y Sea f(z)=zlog(1l+z). Se pide:

(a) Escribir la férmula de Taylor para f(x) en x=0 de orden n con el resto de

Lagrange.

Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos 1

(b) Dar una cota del error al aproximar %log[%] mediante el polinomio de Taylor

de grado 3.

Solucién:

(a)
f(:c) = xlog(l + :c)
En primer lugar calculamos la derivada n-ésima.

Método 1: Calculamos las derivadas sucesivas

T
1+=2

f'(x) = 10g<1 + x) +
f"(”f)zliﬂ(l(jfl)_?x |
fM(z) = (~0)(1+2) 7 + (-2)(1+2)

Fo(e) = (1) (-2)(1+ 1)+ (-2)(-8)(1+2)

—(1+2) +(1+2)

-3

Método 2: Aplicando la férmula de Leibniz

Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Fundamentos Matematicos I

Ejercicios: Funciones una variable

‘r

(n—1

f”@)=ﬁﬂdb@1+xﬁ”+

n
1

[log(l + x)]

Calculamos entonces la derivada n-ésima de g(x) = log(l + x)

1

g'(z) = ——=(1+a)

"(2) = (-1)(1+0)"
(-1)(=2)(1+2)"

<
= <
8
=
Il

o (a)= () ez
En el origen g'(O):l , g(”(O)z(—l)"+l(n—1)! n>2

Nota: En esta ultima expresién si consideramos n=1 se obtiene la derivada

primera en el origen por lo que puede considerarse vilida para

g (0) = (1) (n—1)! n>1

[ (z) =2 Tt T
(1+x) (1~|—$>
(=1) (”—712>!( x(n_1)+n(1+x))=(_1)n<n_2)!n(x+n)
(1+:c) (1+x)
o= Cn o2y S-Sy

La férmula de Taylor sera:

1\ (n+1
xlog(1+x>:x2 +...+< 1) " +f <t)xn+1
n—1 (n—i—l)!

con tentre 0y x

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz



Ingenierfa de Telecomunicacién

Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matemadticos 1

Como
o (2) = (<1 (n=1)(z +n+1)
<1+x)n+1
el resto es:
o () )
t (1)t (n+1)n(1+e)""

Apartado (b) Si consideramos z = % la aproximacién por este polinomio es

1 1 1
—log|l+—|~—+..+
10 10

cometiéndose por error,

Error = R, = <_1)n+1<t T 1)[
(n~|—1)n(1~|—tf)nJr1

1
con t entre 0 y —

10

1 n+1
E]

Una cota del error para n=3 es:

(—1)" (¢ +4>[l]4 ;

|Error|:
12(14¢)" (10
< L [i+4]= 41 0<t<i
12-10* 10 12-10° 10

Donde se ha tenido en cuenta que:

. 1 1 41
O Sio<t<— = (t+4)<—+4=—
10 10 10
. 1 11
O Sio<t<— = 1< (1+t) <= =
10 10
4
11 1 1
= 1<(1+t)4< — = o< o<1
up (1)
10
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos I

41
12-10°

Por lo tanto una cota del error podria ser: |Error| <

Vl| Considera la funcién f(z)= a1+ .
(a) Determina la expresién del resto n-ésimo del polinomio de Taylor de la funcién en
x=0
(b) Determina el grado del polinomio de Taylor de la funcién f (:c) en x=0 que permite

aproximar v2 con un error menor que una décima.

Solucién:

(a) Aplicando la férmula de Leibniz para obtener la derivada n-ésima de

f(x) =azvl+z

Se tiene que

(1 + :L')_{M?_l] n>2

(-1)"1-3-...-(2n - 3)
0 (z) = 2"
g iy -

Podemos considerar que la derivada

¢w@:“wqﬁéw%‘”@+ﬂfﬁﬂneN

tomando como convenio que en la férmula anterior se tomars

1-3-...-<2n—3)51 si (2n—3)<1

Luego,

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matemaéticos 1

(<1)""1-3-5..-(2n - 3)
()" ()

La expresion del resto n-ésimo es:

[ (e) = e

f(n+1 (t)

R, (f2) = (n+1)!

2" con t un punto intermedio entre 0 y x

sustituyendo

(1) 135 (20 = 3) | gt

con t un punto intermedio entre 0 y x.

o (t)$n+1 - |t(1)n+2 L35 (2 1) +n

(n~|—1>! B

2n+1 (1 + t)2n+1

(b) Se tiene que f(l) =2 luego se trata de determinar el valor de n de forma

que

f(n+1(t)
<n+1)!

ln-‘rl

IE

< % siendo t un punto intermedio a 0 y a 1.

Se tiene, aplicando la desigualdad triangular,

(<1)"*1-3-5.. (20 —1) . n(—l)’”1 1-3-5..-(2n - 3)

2n+1\/<1 +t)2n+1 2”\/(1—|—t)2n_1

1-3-5...-<2n—1)
<
(n+1)L2mt!

1-3-5..-(2n—3)-n
(n+1>!2”

t
\/(1 + t)2n+1 +

siendo t un punto intermedio a 0 y a 1.

1

\/(1 )

Como 0<t<1=>1<(1+t)<2=>1k<<1+t)k<2k si k es natural
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos I

:>1:\/1_k<\[(1+t)k <\/2_ksikesnatuml:>;<l

(1+1)
Luego,

1-3-5...-<2n—1)+1-3-5...-(2n—3)-n
(n+1)!-2"+1 (n+1)!2”

|Rn<f’1)| =

Para resolver el problema basta encontrar el nimero n que hace que:

1-3-5..-(2n—1) 1-3-5..-(2n—3)-n 1
+ <=
(n+1)L2m (n+1)12° 10

Dando valores a n vemos que se cumple para n=3, es decir,

Rg(f,1)§1'3'5+1'3'3§

1
4124 4193 10

y el polinomio que se ha de tomar es de grado 3.

17| Calcular mediante el polinomio de Taylor con un error menor que una décima el valor
de % Representar de forma aproximada la grifica de la funcién y del polinomio de
e

Taylor obtenido en el apartado anterior.

Solucién:

—2/3

(a) Observamos que L e . Una posibilidad para hacer el ejercicio es

tomar como funcién f(:c) = ¢e”. El punto donde desarrollaremos serd a=0 y

el punto donde aproximaremos la funcién por el polinomio de Taylor sera

f("(:c):ez VneN = f(”<0):1 Vn e N

es sencillo ver que la férmula de Taylor es
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Fundamentos Matematicos I

$2

f<$>:1+$+§+...+%+Rn(f,a:)

t n+1
donde R, (f,z)= % siendo t un punto intermedio a 0 y a “x”
n !

: 2 : . 2)
Haciendo =z = -3 se tiene que el error al sustituir f -3 e por el
polinomio de Taylor de grado n en el punto —2/3 es

n+1
1l
R, f,—z |- 30 | siendo 2 <t <0
3 (n+1)! 3
Como
n+1 n+1
T i R I
Rn[f,——]‘z (n+1) = 1)1 gl !
3 (n—i— ) 2,0 <n+ ) 3 (n—i—l).
=%l <=1
Hay que encontrar el valor de n que hace
2n+1 1
— < — 5102 <3 (n 1)) (I)
g+l (n + 1)! 10

ya que asi se tendra:

n+1
Rlf-2fe—2 1
3 3 (n41)! 10

Dando valores a n en la desigualdad (I)
n=1=10-2* <3*-2!  NO
n=2=10-2* <3*.31 I

Luego el polinomio buscado es el segundo

i
Loy 2403 g 2,20
Y2 3 2! 3.9 9

o
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Fundamentos Matematicos I

Ejercicios: Funciones una variable

16

La férmula de Machin

1 1 1
—7m = 4arctg— — arctg—
4 5 9539

puede usarse para aproximar los valores de 7. Utilizar el desarrollo de Taylor de la
funcién arctg(z) hasta tercer orden y la férmula de Machin para calcular el valor de .
Dar una cota para el error de la aproximacién justificando adecuadamente la respuesta.

Nota: En el caso de cédlculos finales se puede dejar indicada la operacién.

Solucién:
Se considera la funcién f(z) = arctg(x) a=0

Las derivadas necesarias son:

:1—|—3L"2
£'(w) = (lj’; ) £1(0) =0
o= (o) =2
i ( :24($_$3)
! ( ) (1—}—332)

El polinomio de Taylor en a=0 es: P, = z — %x?’

El error:
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Fundamentos Matematicos 1

24|t — ¢
)=l = = St < ]

2 (%)

siendo t un punto intermedio entre 0 y x.

El valor aproximado es:

= 16arctgé — 4arctg$ ~ 16P; [l] — 4P3[ L ] _ 5359397032

) 239 1706489875

y una estimacion del error es:

~ 0.0053248

error < 16

1_+_3_]_£_ 4[_1_ 1 ] 1 18530137318094369364
5 5 )5 239 239% J239'  3479968693705631171875

Luego: 7 = 3.1406 + 0.0053248

Observacién: En la acotacién (*) se ha utilizado la desigualdad triangular.
Podia haberse obtenido otra cota por ejemplo, considerando la
t—t
funcién g(t) = ‘ ‘
(1+2)

Para valores de x en este intervalo se podrd acotar:

y observando que es creciente en el intervalo [0, 1/5].

S = |t ]
9 (1+#)

§g<37> O<t<z

En este caso, para valores de x en el intervalo [0, 1/5] se tendra:
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos I

De esta manera para x=1/5, x=1/239

‘1_1
1 1 1 1 5 53| 1 5 —1
el - -t st
5 5 5 5 [1+1]5 5° (5% +1)
52
1 1 1 1
arctg| — | — P, | — || = ——l_pl—=—1 =
g[239] 3[239]‘ ‘f[239] 3[239]‘
I
_ 1239 239%| 1 239" -1
=[] < 1 2394_2395(2392+1)
)
2392

il (a) Calcular la derivada enésima de la funcién f(z) = log((l — x)5 )
(b) Calcular el conjunto de numeros reales x de manera que el polinomio de MacLaurin
de f() = log((1 - =)

(c) Calcular de forma aproximada el valor de log(1'15) con la aproximacién de la

de grado 3 permita aproximar f(x) con un error menor que 10*

ordenada de la recta tangente dando una estimacion del error

Solucidn:

(a) Derivando

f(a:)zlog((l—x)5):5log(l—a:) — f<0)=0

f(a) = === =5(1-a)" - f(0)=-5

f"(a:)z[—S(l—a:>_1} —5(1-2)" = f(0)=-5

f"(z)=-5-2(1-2)" - f"(0)=-10
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Fundamentos Matematicos 1

(@)El polinomio de Taylor de grado 3 es:

f(a:) = _5p — §x2 - §x3 + _—54334 siendo t intermedio a 0 y x:
23 4(1-1)

Para que |error| = |f(z) - Ty| = _—54334 < 107" basta que:
4(1-1t)
®m Si x>0. Como el logaritmo solo estd definido para valores positivos se
tiene que se deberd cumpli: 1-2>0&2<1. Por lo tanto

supondremos que 0 < r <1

Entonces 0<t<x<1 0<1-x<1-t<1lcomo

error = |——& < —.’E4 ==

1—=2

Basta hacer §[

4 —4
<10‘4<:>[ x ] <410 o 2 <§/§-10‘1:A

5 o<z<1]l — 2

Es decir,

<A<:>a:<(1—a:)A<:>a:<
1—=2

B Sj x<0 entonces x<t<0 1<1-t<1-x como

5 4| _5 4

error = |——& < —x

4(1-1¢) 4

. —4
Basta hacer 23:4 <10t & 1t < % o< d% -1071
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(b)Si se aproxima por la recta tangente:

log((l - :c)5) = 51 — %:ﬁ con t intermedio entre 0 y x
2(1—1t)

Se tiene que:

sl'l=1-z2=-0"1

10g(<1'1)5) = log(<1 — :l})5

Luego
5

. (—0'1)2 con t intermedio entre 0 y -0’1
2(1—1t)

5log(1'l) = =5-(-0"1) —

El valor aproximado es:

5log(1'1) ~ 0'5

y una cota del error:

5 5-1072
error| = |blog(1'1) — 0'5| = |[——(0'01 <
1<1-t<1'1
LI

1-t

ey Sea f(:c) = xlog(l + :L’) Se pide:

(a) Escribir la férmula de Taylor para f(x) en x=0 de orden n con el resto de Lagrange.

(b) Dar una cota del error al aproximar %log[%] mediante el polinomio de Taylor de

grado 3.

Solucién:
Apartado (a)

f(:c) = xlog(l + :c)
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Fundamentos Matematicos 1

En primer lugar calculamos la derivada n-ésima.

Método 1: Calculamos las derivadas sucesivas

f:(g:) = log<1 + x) + 12

2

'(z) =1 i —+ (1(:?1)_23:

() = () a) T (2) o e)
P(e) = (F1)(=2) (14 e) " (2)(-8) ()

—(1+2) +(1+2)

3

(1+2)" (1+2) (1+2)
. (o) _(=1)
£(0) = (1) n (n—2) 10)_ 5y
Método 2: Aplicando la férmula de Leibniz
0 () = [g]x[mgmx)r” e[ o+ )

Calculamos entonces la derivada n-ésima de g(:c) = log(l + :c)
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Ejercicios: Funciones una variable

Fundamentos Matematicos I

1

g (2)= (1) (=114 2)" w2

En el origen g'(O):l , g(”(O):(—l)"+1(n—1)! n>2
Nota: En esta ultima expresién si consideramos n=1 se obtiene la derivada

primera en el origen por lo que puede considerarse vilida para

f("(:c)—x - '—I-n — =
(1+z) (1+z)
<_1> (";2>! —z(n—l)—l—n(l—l—x))z (_1) <"_2)!n(’3+")
(1+2) (1+2)
F(0) = (<1)"n (n—2)t f(';(!o):(;):<n>z>

La férmula de Taylor sera:

xlog(1+x>:x2+...+ 1:c —|—( +1)' con tentre 0y x
n — n !
Como
PR ) e [CETER
<1+x)n+1
el resto es:
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Apartado (b) Si consideramos z = % la aproximacién por este polinomio es

(7:); [L]n

1 1 1
—log|l+—|~—+ ..+
100 10

10 10

cometiéndose por error,

Error = R = <_1)n+1<t tnt 1)[

o+ )n(14+ )"

1
con t entre 0 y —

10

1 n+1
E]

Una cota del error para n=3 es:

(—1>4<t+4>[i]4 B

|Error|:
12(14¢)" (10
<1 [l+4]: 4l 0<t<-
12-10* 10 12-10° 10

Donde se ha tenido en cuenta que:

. 1 1 41
0 Sio<t<— = (t+4)<—+4==
10 10 10
. 1 11
o Sio<t<— = 1< (1+t) <= =
10 10
4
11 1 1
= 1<(1+t)4<— = - < c<1
1y (14
10
Por lo tanto una cota del error podria ser: |Error| < Al -
1210
Encuentra un infinitésimo equivalente a la funcién f(:c) =e" — " en x=0

Solucién:
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Utilizando polinomios de Taylor analizamos el orden de la primera derivada no nula

en x=0. Se tiene que:
f'(:r) =€’ — e’ cosr = f'(O) =0
fl|<$) — &% — 5T cog? o + e geng = fl|<0) =0

f"'(ac) = e’ — ™ cos® 1 + "2 cos xsenx + e*"senz cos T + ¥ cos
= f"(1)=1=0

Aplicando la férmula de Taylor:

donde el resto es un infinitésimo de orden superior a tres. Por lo tanto f(x) es un

infinitésimo de orden 3.

Polinomio de Taylor flz)=e" - esenl(@)

Polinomio de Taylor de grado 5 en x=0
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# | Taylor Tool =101 x|

File Edit Tools Window Help

Taylor Series Approximation

]

Ty 00 = 1/ +1/8 ¥*43040 »°

fxi = Iexp(x)—exp(sin(x))
= |0 -3 <x <
o | “<f
[ Help | Reset | Close |

208 Calcular la parte principal de los infinitésimos:

(a) 7 arctgg (b) SenT — T COS T

Solucién:

Polinomio de Taylor: Apartado (a) f(z) = zar Ctg[g]

Polinomio de Taylor de grado 4 en x=0
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# |Taylor Tool 10l =|

File Edit Tools Window Help

Taylar Series Approximation
T T T T T

Tl = 172 521724 4

f(d) = I)C“‘atan()dZ)

- 2

Polinomio de Taylor: Apartado (b) f(x) = senz — wcosz

Polinomio de Taylor de grado 5 en x=0
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4 Taylor Tool
Fil= Edit

Tools

Window  Help

Ingenierfa de Telecomunicacién

Fundamentos Mateméticos I

ol ]
Taylor Series Approximation
T T T T T T
10 %
0k “'.' i
1 1 1 1 1 ‘i 1
5 -4 -2 0 2 4 ]
Tyl = 143331430 *
) = ISin(x)-:f"cus(:()
a= |0 -2*pi LX< i
T |
il Help | Feset | Cloze |
228 Utilizando polinomios de Taylor calcular los siguientes limites:
marctgf

1 — 2 v

(a) lim == (b) lim 202 Z TCOST 2 (c) lim —< =1
=0cosz (Sen2$)2 S o0 a:<1 - cosac) 3 =0e" + senx
Solucién:
zarctgr
Funcién f (I) = 2
cos:r(sen(2a:))
El polinomio de Taylor en x=0 es
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Fundamentos Matematicos I

# |Taylor Tool = 3]

File Edit Tools Window Help

Taylor Series Approximation

50 - B
a0k i
-100
3 2 -1 0 1 2 3
Ty ) = 1/8+7.32 x2+1297 5760 x*+17321/96768 «&

fx) = I(r“atan(ﬁE))f(cus(x)*(sin(2“)())"2)

N=|—::||

a= IEI I-p| x4 Ipi

Help | Reset | Cloze |

o Funcién: f (m) = a:arctgg

# | Taylor Tool =]

File Edit Tools Window Help

Taylor Series Approximation

Tl = 12 w2124 54

ffx) = Ir“atan (=f2)

N|—:||

a= |D |—pi LX< Ipi

Help | Feset | Close |

o Funcion: f,(z) = cos(x)(sen(22))
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Fundamentos Mateméticos I

# Taylor Tool - O] x|

File Edit Tools Window Help

Taylor Series Approximation

Tyl = 4 x222/3 5

i) = |oos((sin(2) "2

as |0 o <x< i

N=[g j
Help | Reset | Close |

.. SenT — T Cos T
Funcién f(fE) S ——

:E(l — cosac)

# \Taylor Tool _10l x|

File Edit Tools Window Help

Taylor Series Approximation
T T T T T

Ty = 2/3-190 x2-1/2520 «*

fx) = I(Sin(x)—)f“cus(x))f(f‘('l—cos():)))

a= |IJ |—? <x<|;.-

N=[r j
Help | Feset | Cloze |
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o Funcién: j (:c) = SenT — T COS T

# Taylor Tool : . =10 x|

Eile Edit Tools Window Help

Taylor Series Approximation

T T T T T T * 0

T =173

flx) = Isin(x)—)f"cus(x)

a= o i X< i

N=[a :le
Help | Regeat | Cloge |

o Funcidn: f2<x) = x(l—cosx)
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Fundamentos Mateméticos I

4 | Taylor Tool 10| x|

File Edt Tools Window Help

Taylor Series Approximation

T b0 = 172 57124 5°

fx) = If‘ﬂ -cos(x)

N|—:||

xT

f(O): Hl%sen:r _
=0 T
Las derivadas son:
f,<$)::rcos:rfsem: f‘(o):hmf(OJrf)—f(O):O
11,‘2 h—0

SO+ f)=f'(0
fv(m):_56;l$_2(3(;i$+2sz’f;$ fn(o):lllli% ( }3 ( )

m _ COST Senx COS T . Senx

f"(w) = T3 H6 6

El polinomio de Taylor de orden 2 es T, =1 — %mz
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¢ |Taylor Tool =10 x|

File Edit Tools “Window Help

Taylor Series Approximation

—
m
T
1

fx) = |sinfex
.. 5 a= II] I-E*pi <x < [
| 1

Help | Feset Cloze

Nota: Si en la solucién de algin ejercicio crees que hay algin error ponte en contacto con la

profesora para su correccion.

<j Profesora: Elena Alvarez Sdiz




